
Άσκηση 1

i) Σε κάθε παρατήρηση περιλαμβάνεται ένας έλεγχος (ο τελευταίος) κατά τον οποίο 
εμφανίστηκε το πρώτο ελαττωματικό της παραγωγικής διαδικασίας. Επομένως, ο αριθμός 
ελέγχων που έγιναν πριν εμφανιστεί ελαττωματικό στοιχείο είναι x i= y i−1, i=1,2, ,20 , όπου 
y i  οι 20 αρχικές μας παρατηρήσεις. Η τυχαίες μεταλβητές X i  ακολουθούν Γεωμετρική 

κατανομή Ge(p), της οποίας η συνάρτηση μάζας πιθανότητας είναι
f x i= p1− p

xi .
Επομένως, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι
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x i
= p201− p18 .

Για την εύρεση του σημείου στο οποίο η συνάρτηση πιθανοφάνειας μεγιστοποιείται 
ακολουθούμε την παρακάτω διαδικασία.
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Το σημείο στο οποίο μηδενίζεται η παραπάνω μερική παράγωγος είναι
∂ log L  p | x 
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Στο σημείο αυτό, λοιπόν, η συνάρτηση πιθανοφάνειας παρουσιάζει ακρότατο. Για να δούμε 
αν πρόκειται για μέγιστο ή ελάχιστο, βρίσκουμε το πρόσημο της δεύτερης παραγώγου στο 
σημείο όπου μηδενίζεται η πρώτη παράγωγος. Έτσι,
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Αφού η δεύτερη παράγωγος είναι αρνητική, η συνάρτηση πιθανοφάνειας παρουσιάζει 
μέγιστο, άρα η ζητούμενη Ε.Μ.Π. είναι η p=0.526 .

ii) Όπως και στην αναλυτική περίπτωση, οι τυχαίες μεταβλητές X i  είναι οι παρατηρήσεις 
πλην μια μονάδα. Γι' αυτό, στην R πριν εισάγουμε τα δεδομένα, αφαιρούμε μία μονάδα από 
κάθε παρατήρηση. Έτσι, γράφουμε

x<- c(2,0,0,3,0,0,6,0,0,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,3)
Οι παρατηρήσεις μας πλέον βρίσκονται καταχωρημένες σε μορφή διανύσματος στην R. 

Δημιουργούμε τώρα ένα διάνυσμα που αποτελείται από 10000 ισαπέχοντα σημεία μέσα στο 
διάστημα [0.001, 0.999]. Ουσιαστικά, πρόκειται για μια διαμέριση του πεδίου τιμών της 
παραμέτρου p σε 9999 μέρη, όπου κάθε σημείο της διαμέρισης αποτελεί μια ενδεχόμενη τιμή 
της Ε.Μ.Π.

p<-seq(0.001,0.999,length=10000)
Έπειτα, δημιουργούμε και αρχικοποιούμε ένα διάνυσμα 'results' ίδιου μεγέθους, και 

χρησιμοποιώντας έναν βρόχο for 10000 επαναλήψεων, καταχωρούμε στην αντίστοιχη θέση του 
διανύσματος 'results' το άθροισμα των τιμών της λογαριθμικής συνάρτησης πιθανοφάνειας με 
την αντίστοιχη παράμετρο για κάθε παρατήρηση X i . Πιο αναλυτικά, στην πρώτη επανάληψη, 
υπολογίζεται η τιμή της λογαριθμικής συνάρτησης μάζας πιθανότητας για κάθε X i  με 
παράμετρο την τιμή του πρώτου στοιχείου του διανύσματος 'p', τα αποτελέσματα αθροίζοναι και 
έτσι υπολογίζεται η τιμή της λογαριθμικής συνάρτησης πιθανοφάνειας. Τέλος, το άθροισμα 
αυτό καταχωρείται στη πρώτη θέση του διανύσματος 'results'. Στη δεύτερη επανάληψη γίνεται η 
ίδια διαδικασία, με τη διαφορά ότι η παράμετρος της κατανομής είναι η τιμή του δεύτερου 
στοιχείου του διανύσματος 'p' και το άθροισμα που προκύπτει καταχωρείται στη δεύτερη θέση 
του διανύσματος 'results'. Όμοια γίνεται η διαδικασία για τις επόμενες 9998 φορές.



Οι εντολές αυτές προκύπτουν από τη θεωρία. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι η

L  p | x =∏
i=1
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f x i , όπου f  είναι η συνάρτηση μάζας πιθανότητας. Για λόγους 

διευκόλυνσης και χωρίς καμία απώλεια, μπορούμε να βρούμε το σημείο στο οποίο η συνάρτηση 
πιθανοφάνειας παρουσιάζει μέγιστο, λογαριθμίζοντάς την, αφού η λογααριθμική συνάρτηση 
είναι γνησίως αύξουσα. Δηλαδή, υπολογίζουμε το

log L p | x =log∏i=1
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log f x i , για κάθε p , το οποίο παίρνει τιμές από το 

διάνυσμα 'p'.
Οι εντολές αυτές είναι οι παρακάτω.
results<-rep(NA,10000)
for (i in 1:10000){

results[i]<- sum(dgeom(x, p[i], log=T))
}
Η κατασκευή του γραφήματος των αποτελεσμάτων μας γίνεται με την εντολή plot:
plot(p,results,type="l", xlab="Parameter Pi", ylab="Value of likelihood function, for all Pi 

parameters", main="Graph of likelihood function")
Στην πρώτη είσοδο, δηλώνουμε το διάνυσμα 'p' του οποίου τα στοιχεία αποτελούν μια 

διαμέριση του διαστήματος αυτού μέσα από το οποίο μπορεί να πάρει τιμές η παράμετρος της 
κατανομής. Στη δεύτερη είσοδο, δηλώνουμε το διάνυσμα 'results' του οποίου τα στοιχεία είναι 
οι τιμές της λογαριθμικής συνάρτησης πιθανοφάνειας για κάθε παράμετρο p, μέσα από το 
διάνυσμα 'p'. Στις επόμενες εισόδους δηλώνονται τίτλοι για τους άξονες x και y και ο κύριος 
τίτλος του γραφήματος. Το αποτέλεσμα φαίνεται παρακάτω.

Φαίνεται ήδη από το γράφημα 
ότι η συνάρτηση πιθανοφάνειας 
παρουσιάζει μέγιστο σε ένα 
σημείο μεταξύ του 0.4 και 0.6, 
δηλαδή είμαστε κοντά στην τιμή 
που υπολογίστηκε προηγουμένως 
αναλυτικά.

Για να βρούμε ακριβώς το 
ζητούμενο σημείο, 
πληκτρολογούμε στην R την 
παρακάτω εντολή.

p[order(results)[10000]]
Με την εντολή αυτή, 

επιλέγεται εκείνο το στοιχείο του 
διανύσματος 'p' που αντιστοιχεί 
στη μέγιστη πιθανοφάνεια. Η 
θέση στην οποία βρίσκεται το 
μέγιστο του διανύσματος 'results', 
δηλαδή η μέγιστη πιθανοφάνεια, 

βρίσκεται με την εντολή order(results)[10000]. Προφανώς, στην ίδια θέση θα είναι και η τιμή 
της παραμέτρου p που της αντιστοιχεί.

Το αποτέλεσμα που μας βγάζει η R είναι
[1] 0.5262999
Πράγματι, λοιπόν, και με τους δύο τρόπους βρίσκουμε ότι η Ε.Μ.Π. είναι η p=0.526 .



Άσκηση 2

i) Αφού εισάγουμε τις τιμές των τυχαίων μεταβλητών X i  στην R και τις καταχωρήσουμε σε 
ένα διάνυσμα 'x', υπολογίζουμε μέσω της R τον δειγματικό μέσο και τη διάμεσο των 
παρατηρήσεων, τη δειγματική τυπική απόκλιση, το εύρος του δείγματος και το 
ενδοτεταρτημοριακό του εύρος. Έτσι, έχουμε

● Εισαγωγή παρατηρήσεων
x<- c(0.52, 0.82, 1.25, 1.91, 2.61, 3.82, 1.40, 1.97, 2.85, 3.92, 0.97, 1.52, 2.01, 2.95, 

0.99, 1.72, 2.10, 3.12, 1.00, 1.75, 3.20, 3.30, 3.13, 3.11)
● Δειγματικός μέσος

mean(x)
[1] 2.164167

● Δειγματική διάμεσος
median(x)
[1] 1.99

● Δειγματική τυπική απόκλιση
sd(x)
[1] 1.004754

● Εύρος δείγματος
max(x)-min(x)
[1] 3.4

● Ενδοτεταρτημοριακό εύρος δείγματος
quantile(x,0.75)-quantile(x,0.25)
 75% 
1.75 

Το ιστόγραμμα των παρατηρήσεων φαίνεται παρακάτω και σχεδιάζεται από την R με την 
εντολή

hist(x, breaks=c(0:4), xlab="miligramms", ylab="Number of pills", title="Histogram of miligramms")



ii) Επειδή το πλήθος των παρατηρήσεων μας δεν είναι μεγάλο, ελέγχουμε αν ισχύει η 
υπόθεση της κανονικότητας. Αυτό γίνεται με τις παρακάτω εντολές, οι οποίες έχουν σαν 
αποτέλεσμα το εξής γράφημα.

qqnorm(x)
qqline(x)

Η qqnorm δημιουργεί μια γραφική παράσταση των δειγματικών ποσοστημορίων, ενώ η 
qqline των θεωρητικών ποσοστημορίων της Κανονικής κατανομής.

Συμπεραίνουμε ότι τα δεδομένα μας ακολουθούν Κανονική κατανομή, επομένως για τον 
έλεγχο της υπόθεσης ότι η μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ είναι 2mgr με εναλλακτική ότι 
είναι μεγαλύτερη του 2mgr γίνεται με την εντολή:

t.test(x,mu=2, alternative="greater", conf.level=0.95)
Με την εντολή t.test εφαρμόζουμε τον έλεγχο one sample t-test για τα στοιχεία του 

διανύσματος 'x', δίνοντας μέσω της παραμέτρου 'mu' την τιμή της μέσης τιμής εάν θεωρούσαμε 
ότι η υπόθεση είναι αληθής. Με την παράμετρο 'alternative', δηλώνουμε την εναλλακτική 
υπόθεση, η οποία στην περίπτωσή μας είναι η μέση τιμή της τ.μ. Χ να είναι μεγαλύτερη από 
2mgr και με την παράμετρο 'conf.level' ορίζουμε το επίπεδο σημαντικότητας.

Τα αποτελέσματα της παραπάνω εντολής είναι τα εξής.
        One Sample t-test

data:  x 
t = 0.8004, df = 23, p-value = 0.2158
alternative hypothesis: true mean is greater than 2 
95 percent confidence interval:
 1.812661      Inf 
sample estimates:
mean of x 
 2.164167



Η τιμή του στατιστικού ελέγχου είναι 0.8004, οι βαθμοί ελευθερίας της κατανομής Student 
που ακολουθεί το στατιστικό ελέγχου είναι 23 και η P-τιμή είναι 0.2158, η οποία είναι 
μεγαλύτερη από το επίπεδο σημαντικότητας a=0.05 . Επίσης, η περιοχή αποδοχής είναι το 
διάστημα (1.813,∞ ]  μέσα στο οποίο προφανώς βρίσκεται και η τιμή 2. Οι ενδείξεις, λοιπόν, 
δεν επιτρέπουν την απόρριψη της υπόθεσης, επομένως, είναι αληθής.

Για πιο σίγουρα αποτελέσματα, μπορούμε να κάνουμε έναν απαρμετρικό έλεγχο της 
υπόθεσης. Επιλέγουμε το κριτήριο Wilcoxon, το οποίο στην R εφαρμόζεται με την εντολή 
wilcox.test. Οι παράμετροι της εντολής αυτής είναι ίδιες με αυτές της εντολής t.test.

wilcox.test(x,mu=2, alternative="greater", conf.level=0.95)

        Wilcoxon signed rank test

data:  x 
V = 176, p-value = 0.2366
alternative hypothesis: true location is greater than 2 
Παρατηρούμε ότι ο έλεγχος αυτός μας έδωσε μια Ρ-τιμή πολύ κοντά στον παραμετρικό 

έλεγχο που κάναμε προηγουμένως.

Άσκηση 3

i) Εισάγουμε τα δεδομένα μας στην R, καταχωρώντας τα σε ένα διάνυσμα με όνομα 'voters'.
voters<-c(rep("Other",15), rep("A", 5))
Η εντολή rep κατασκευάζει ένα διάνυσμα μεγέθους τόσου όσου δηλώνεται στη δεύτερη 

παράμετρο με στοιχεία το αντικείμενο που δηλώνεται στην πρώτη παράμετρο. Στην περίπτωσή 
μας, κατασκευάζεται ένα διάνυσμα 15 θέσεων, του οποίου όλα τα στοιχεία είναι το 
αλφαριθμητικό 'Others', και ένα διάνυσμα 5 θέσεων με στοιχεία τον χαρακτήρα 'Α'. Τα δύο αυτά 
διανύσματα “ενώνονται” και έτσι κατασκευάζεται το διάνυσμα 'voters'.

Το 'Α' αντιστοιχεί σε ψήφους υπέρ του υποψηφίου Α, ενώ το 'Others' αντοιστοιχεί σε 
ψήφους προς άλλους υποψήφιους.

● Πίνακας συχνοτήτων
table(voters)
voters
    A Other 
    5    15

● Πίνακας σχετικών συχνοτήτων
prop.table(table(voters))
voters
    A Other 
 0.25  0.75 

Το τομεόγραμμα σχεδιάζεται από την R με την 
εντολή pie και τις κατάλληλες παραμέτρους, όπως 
γράφεται παρακάτω, και το αποτέλεσμα φαίνεται στο 
δίπλα σχήμα.

pie(table(voters), col=c("mediumpurple", 
"lightsteelblue"))

Η πρώτη είσοδος αφορά τα δεδομένα του 
τομεογράμματος και η δεύτερη τα χρώματα των 
τομών του.

Το ένα τέταρτο του δείγματος από τους 
ψηφοφόρους τάχθηκε υπέρ του υποψήφιου Α.



ii) Η μηδενική υπόθεση είναι ότι το ποσοστό του υποψήφιου Α είναι 40% με εναλλακτική 
ότι είναι χαμηλότερο. Ελέγχουμε τις προϋποθέσεις για να ισχύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα:

n⋅po=8≥5  και
n⋅1−po=12≥5
Οι προϋποθέσεις πληρούνται, επομένως με την εντολή prop.test και τις κατάλληλες 

παραμέτρους, μπορούμε να κάνουμε τον ζητούμενο έλεγχο. Η εντολή είναι η παρακάτω.
prop.test(5, 20, p=0.4, alternative="less", conf.level=0.98)
Στην πρώτη παράμετρο δίνεται ο αριθμός των επιτυχιών στο δείγμα μας (στην περίπτωσή 

μας, επιτυχία είναι η υποστήριξη του υποψήφιου Α), στη δεύτερη παράμετρο δηλώνεται το 
μέγεθος του δείγματος. Από την παράμετρο 'alternative' ορίζεται η εναλλακτική υπόθεση και 
από την 'conf.level' το επίπεδο σημαντικότητας. Τα αποτελέσματα που μας επιστρέφονται μετά 
την εκτέλεση της εντολής είναι

data:  5 out of 20, null probability 0.4 
X-squared = 1.3021, df = 1, p-value = 0.1269
alternative hypothesis: true p is less than 0.4 
98 percent confidence interval:
 0.0000000 0.5046064 
sample estimates:
   p 
0.25 
Η τιμή της τυχαίας μεταβλητής Z2 είναι 1.3021, όπου

Ζ=∣p− p0∣−1/2n
 p01−p0/n

, p  η σχετική συχνότητα της επιτυχίας (ψήφος στον υποψήφιο 'Α') στο 

δείγμα μας και p0  το ποσοστό που ελέγχουμε. Η Ζ2 ακολουθεί χ2-κατανομή με έναν βαθμό 
ελευθερίας και η Ρ-τιμή είναι 0.1269, μεγαλύτερη από το επίπεδο σημαντικότητας 0.02. Η 
περιοχή αποδοχής είναι το διάστημα [0, 0.505] στο οποίο περιέχεται το 0.4, επομένως η 
υπόθεση δεν απορρίπτεται.

Άσκηση 4

i) Καταχωρούμε σε δύο διαφορετικά διανύσματα τις παρατηρήσεις μας για τα νήματα τύπου 
Α και τύπου Β.

A<-c(1.2, 0.3, 0.8, 0.5, 0.4, 1.3, 1.4)
B<-c(1.6, 1.5, 1.1, 1.0, 1.8, 1.7, 0.9, 0.7, 0.6)
Με την εντολή summary δίνεται μια συνοπτική παρουσίαση των δειγμάτων, δηλαδή 

υπολογίζονται ο δειγματικός μέσος και η δειγματική διάμεσος, η μέγιστη και ελάχιστη τιμή και 
το πρώτο και τρίτο τεταρτημόριο του δείγματος. Έτσι, για τους δύο τύπους νήματος έχουμε

summary(A)
   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max. 
 0.3000  0.4500  0.8000  0.8429  1.2500  1.4000
summary(B)
   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max. 
  0.600   0.900   1.100   1.211   1.600   1.800 
Για τα νήματα τύπου Α, ο δειγματικός μέσος είναι 0.843, η μέγιστη και ελάχιστη τιμή των 

παρατηρήσεων είναι 1.4 και 0.3 αντίστοιχα, η διάμεσος είναι 0.8 και το πρώτο και τρίτο 
τεταρτημόριο είναι 0.45 και 1.25 αντίστοιχα.

Για τα νήματα τύπου Α, ο δειγματικός μέσος είναι 1.211, η μέγιστη και ελάχιστη τιμή των 
παρατηρήσεων είναι 1.8 και 0.6 αντίστοιχα, η διάμεσος είναι 1.1 και το πρώτο και τρίτο 
τεταρτημόριο είναι 0.9 και 1.6 αντίστοιχα.

Οι τυπικές αποκλίσεις των δύο δειγμάτων υπολογίζονται με την εντολή sd:
sd(A)
[1] 0.4577377
sd(B)
[1] 0.4484541



Βρίσκουμε ότι η τυπική απόκλιση του δείγματος από τα νήματα τύπου Α είναι 0.458 και 
από τα νήματα τύπου Β είναι 0.448.

Μια γραφική σύκριση των δύο δειγμάτων μπορεί να γίνει με θηκογραφήματα, τα οποία 
σχεδιάζονται από την R μέσω της εντολής boxplots.

boxplot(A,B, names=c("A", "B"), main="Boxplots for samples A and B")
Στις πρώτες δύο εισόδους της εντολής, δηλώθηκαν οι παρατηρήσεις των δύο δειγμάτων, 

στην τρίτη είσοδο ορίστηκαν οι ταμπέλες (labels) για το κάθε θηκογράφημα, οι οποίες 
εμφανίζονται στο κάτω μέρος του γραφήματος, και στην τέταρτη είσοδο δηλώθηκε ο τίτλος του 
γραφήματος. Τα θηκογραφήματα φαίνονται παρακάτω.

Παρατηρούμε και από τις αριθμητικές αλλά και από τις γραφικές μεθόδους που 
χρησιμοποιήσαμε για την περιγραφική ανάλυση των δειγμάτων, ότι στα δείγματα που έχουμε 
πάρει τα νήματα τύπου Β είναι πιο ανθεκτικά από αυτά του τύπου Α. Για κάθε χαρακτηριστικό 
μέγεθος (δειγματικός μέσος, διάμεσος, ελάχιστη και μέγιστη τιμή και πρώτο και τρίτο 
τεταρτημόριο) που υπολογίσαμε βλέπουμε ότι αυτά του δείγματος Β είναι μεγαλύτερα από αυτά 
του δείγματος Α. Τέλος, η τυπική απόκλιση των δύο δειγμάτων είναι περίπου ίδια, που σημαίνει 
ότι και για τους δύο τύπους νημάτων το μέτρο διαφοροποίησης των παρατηρήσεων που 
παίρνουμε είναι ίδιο.

ii) Ελέγχουμε αν οι παρατηρήσεις μας προέρχονται από την Κανονική κατανομή. Για τον 
σκοπό αυτό σχεδιάζουμε τα γραφήματα δειγματικών και θεωρητικών ποσοστημορίων των δύο 
δειγμάτων. Αυτό γίνεται με την εξής ομάδα εντολών.

par(mfrow=c(1,2))
qqnorm(A, main="Normal Q-Q Plot for sample A")
qqline(A)
qqnorm(B, main="Normal Q-Q Plot for sample B")
qqline(B)
Με την πρώτη εντολή, δημιουργείται ένα κενό “παράθυρο” δύο θέσεων για τα γραφήματα 

που ακολουθούν. Με την qqnorm σχεδιάζονται τα δειγματικά ποσοστημόρια, ενώ με την qqline 
τα θεωρητικά. Το γράφημα που αφορά το δείγμα Α βρίσκεται στην πρώτη (αριστερή) θέση του 
“παραθύρου”, ενώ αυτό που αφορά το δείγμα Β στη δεύτερη (δεξιά) θέση. Το γράφημα φαίνεται 



παρακάτω.

Οι αποκλίσεις από την Κανονική κατανομή δεν είναι μεγάλες, επομένως μπορούμε να 
θεωρήσουμε ότι οι παρατηρήσεις μας προέρχονται από αυτήν την κατανομή.

Το επόμενο βήμα είναι να ελέγξουμε αν οι διασπορές των δύο πληθυσμών είναι ίσες ή όχι. 
Αυτό γίνεται με τον έλεγχο της υπόθεσης H 0: σ1

2=σ2
2 , με εναλλακτική την H 1: σ1

2≠σ2
2  και 

επίπεδο σημαντικότητας a=0.1 . Η εργασία αυτή γίνεται με την εντολή var.test, όπως φαίνεται 
παρακάτω.

var.test(A,B, conf.level=0.9)
         F test to compare two variances

data:  A and B 
F = 1.0418, num df = 6, denom df = 8, p-value = 0.9292
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1 
90 percent confidence interval:
 0.2909671 4.3202695 
sample estimates:
ratio of variances 
          1.041831
Το στατιστικό ελέγχου έχει τιμή 1.0418 και ακολουθεί κατανομή Snedecor με 6 και 8 



βαθμούς ελευθερίας. Η Ρ-τιμή είναι 0.9292 (μεγαλύτερη από το επίπεδο σημαντικότητας) και η 
περιοχή αποδοχής είναι το διάστημα [0.291, 4.320], στο οποίο περιέχεται η τιμή 1, επομένως 
η μηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται. Εδώ, μας ενδιαφέρει η τιμή 1, καθώς το στατιστικό 
ελέγχου είναι ο λόγος της δειγματικής διασποράς του ενός δείγματος με τη δειγματική 
διασπορά του άλλου.

Μπορούμε τώρα, θεωρώντας ότι οι δύο πληθυσμοί έχουν ίδια διασπορά, να 
πραγματοποιήσουμε τον έλεγχο της αμφίπλευρης υπόθεσης ότι οι δύο τύποι νημάτων έχουν την 
ίδια μέση αντοχή, με εναλλακτική την υπόθεση ότι οι μέσες τιμές είναι διαφορετικές, μέσω της 
εντολής t.test, όπως φαίνεται παρακάτω.

t.test(A, B, var.equal=TRUE, conf.level=0.9)
        Two Sample t-test

data:  A and B 
t = -1.615, df = 14, p-value = 0.1286
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0 
90 percent confidence interval:
 -0.76986167  0.03335373 
sample estimates:
mean of x mean of y 
0.8428571 1.2111111
Το στατιστικό ελέγχου έχει τιμή -1.615 και ακολουθεί κατανομή Student με 14 βαθμούς 

ελευθερίας. Η Ρ-τιμή είναι 0.1286, δηλαδή μεγαλύτερη από το επίπεδο σημαντικότητας α, και η 
περιοχή αποδοχής είναι το διάστημα [-0.770, 0.033] στο οποίο περιέχεται η τιμή 0, επομένως 
η υπόθεση ότι τα δείγματα έχουν την ίδια μέση αντοχή δεν απορρίπτεται.

Άσκηση 5

i) Από το δείγμα των 400 ατόμων, οι 250 εμβολιάστηκαν, άρα οι υπόλοιποι 150 δεν 
εμβολιάστηκαν. Από όσους εμβολιάστηκαν, ασθένησαν οι 70, άρα οι υπόλοιποι 180 δεν 
ασθένησαν. Από όσους δεν εμβολιάστηκαν, ασθένησαν οι 60, άρα οι υπόλοιποι 90 δεν 
ασθένησαν. Για να καταχωρήσουμε στην R τα δεδομένα αυτά, δημιουργούμε ένα διάνυσμα που 
περιέχει τους παραπάνω αριθμούς με μια σωστή σειρά και έπειτα καταχωρούμε τα στοιχεία του 
διανύσματος σε έναν πίνακα. Θα μπορούσαμε να κατασκευάσουμε απ'ευθείας τον πίνακα, αλλά 
σ'αυτή την περίπτωση θα'πρεπε να κάνουμε 4 καταχωρήσεις (μία για κάθε κελί του πίνακα), ενώ 
με τον πρώτο τρόπο κάνουμε μόνο 2 και εξοικονομούμε χρόνο.

k<-c(70, 60, 180 ,90)
m<-matrix(data=k, nrow=2, ncol=2, byrow=T, dimnames=list(c("P", "NP"), c("I", "NI")))
Χρειάζεται προσοχή στη σειρά με την οποία δηλώνονται τα δεδομένα, ώστε να 

καταχωρηθούν σωστά στην R. Ο πίνακας που κατασκευάσαμε είναι ο πίνακας συνέφειας των δύο 
μεταβλητών.

m
     I    NI
P   70  60
NP 180 90
Ο πίνακας σχετικής συνάφειας είναι ο παρακάτω.
prop.table(m)
       I     NI
P  0.175 0.150
NP 0.450 0.225
Ο πίνακας αυτός μας δείχνει ότι το 45% του δείγματος εμβολιάστηκε και δεν ασθένησε, το 

17.5% του δείγματος εμβολιάστηκε αλλά ασθένησε, το 22.5% του δείγματος δεν εμβολιάστηκε 
και δεν ασθένησε και το 15% του δείγματος δεν εμβολιάστηκε και ασθένησε.

Από τους παρακάτω πίνακες βλέπουμε ότι το ποσοστό των ατόμων που εμβολιάστηκαν, 
ανεξάρτητα από το αν ασθένησαν ή όχι, είναι 62.5% και το ποσοστό των ατόμων που 



ασθένησαν, ανεξάρτητα από το αν εμβολιάστηκαν, είναι 67,5%.
margin.table(prop.table(m), 1)
    P    NP 
0.325 0.675 
> margin.table(prop.table(m), 2)
    I    NI 
0.625 0.375 
Το τομεόγραμμα σχεδιάζεται με την εντολή pie και φαίνεται παρακάτω.
pie(m, labels=c("17.5% - I / P", "45% - I / NP","15% - NI / P", "22.5% - NI / NP"))

Στην πρώτη παράμετρο της 
εντολής, δίνονται τα δεδομένα του 
τομεογράμματος, που στην 
περίπτωσή μας είναι ο πίνακας 
συνάφειας που κατασκευάσαμε. Με 
την παράμετρο 'labels' μπορούμε να 
ορίσουμε “ταμπέλες” για την κάθε 
τομή του τομεογράμματος. Τα 'Ι', 'ΝΙ', 
'Ρ' και 'ΝΡ' συμβολίζουν τις ίδιες 
καταστάσεις όπως περιγράφηκαν 
προηγουμένως.

ii) Τα δείγματά μας είναι προφανώς ανεξάρτητα και ισχύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα, 
αφού

p=6070400
=0.325

n1⋅p=250⋅0.325=81.25≥5
n2⋅p=150⋅0.325=48.75≥5
n11− p =250⋅0.675=168.75≥5
n21− p=250⋅0.675=101.25≥5
Ο έλεγχος της υπόθεσης με διόρθωση συνέχειας γίνεται με τον παρακάτω κώδικα.
a<-c(70,60)
n<-c(250, 150)
prop.test(a, n, conf.level=0.99, alternative="less")

        2-sample test for equality of proportions with continuity correction

data:  a out of n 
X-squared = 5.619, df = 1, p-value = 0.008883
alternative hypothesis: less 
99 percent confidence interval:
 -1.0000000000 -0.0005475063 
sample estimates:
prop 1 prop 2 
  0.28   0.40
Στην πρώτη εντολή, κατασκευάζεται ένα διάνυσμα 'a' του οποίου τα στοιχεία είναι ο 

αριθμός επιτυχιών σε κάθε δείγμα. Στην περίπτωσή μας, επιτυχία θεωρείται η προσβολή ενός 
ατόμου από τη γρίπη. Στη δεύτερη εντολή, δημιουργείται ένα διάνυσμα 'n' του οποίου τα 
στοιχεία είναι το μέγεθος του κάθε δείγματος. Τέλος, στην τρίτη εντολή εκτελείται ο έλεγχος της 
υπόθεσης με το ζητούμενο επίπεδο σημαντικότητας και την ζητούμενη εναλλακτική υπόθεση. Η 



Ρ-τιμή είναι 8.83⋅10−3 , δηλαδή μικρότερη από το επίπεδο σημαντικότητας a=0.01 , επομένως 
η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται και θεωρείται αληθής η εναλλακτική, ότι το ποσοστό αυτών 
που προσβάλλονται από τη γρίπη μεταξύ των εμβλιασθέντων είναι μικρότερο από αυτό μεταξύ 
των μη εμβλιασθέντων.

Ο έλεγχος της υπόθεσης χωρίς την διόρθωση συνέχειας γίνεται με την ίδια εντολή, 
βάζοντας επιπλέον μια παράμετρο:

prop.test(a, n, conf.level=0.99, alternative="less", correct="false")

        2-sample test for equality of proportions without continuity
        correction

data:  a out of n 
X-squared = 6.1538, df = 1, p-value = 0.006556
alternative hypothesis: less 
99 percent confidence interval:
 -1.00000000 -0.00588084 
sample estimates:
prop 1 prop 2 
  0.28   0.40
Η επιπλέον παράμετρος είναι η 'correct' που εδώ έχει την τιμή 'false', ενώ η προεπιλεγμένη 

της τιμή είναι 'true'. Η Ρ-τιμή βλέπουμε ότι και εδώ είναι μικρότερη από το επίπεδο 
σημαντικότητας, επομένως και πάλι η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται και η εναλλακτική 
θεωρείται αληθής.


