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   Στις σηµειώσεις αυτές καλύπτεται ένα τµήµα ,στην πραγµατικότητα περίληψη, της ύλης 
που διδάσκεται στα πλαίσια του µαθήµατος Κυµατική  του δεύτερου  τµήµατος ΣEMFE του 
ΕΜΠ. Ο διδάσκων εδώ δίνει έµφαση στα θέµατα που έχουν σηµασία για τις εφαρµογές και 
για το υπόβαθρο που απαιτείται αν ο φοιτητής (τρια) θελήσει να εφαρµόσει τις έννοιες αυτές 
της Φυσικής σε άλλους επιστηµονικούς τεχνολογικούς κλάδους.  Γίνεται κάποια προσπάθεια 
να παρουσιασθεί το  µάθηµα µε τέτοιο τρόπο ώστε να αναδεικνύεται η σύνδεση µεταξύ των 
διαφόρων εννοιών. Τέλος υπάρχουν αρκετές βιβλιογραφικές αναφορές, συµβατικές όσο και 
από το διαδίκτυο, καθώς επίσης και αρκετές ασκήσεις. Ελπίζεται η προσπάθεια αυτή να είναι 
χρήσιµη σαν ένα συµπληρωµατικό βοήθηµα του µαθήµατος αυτού. Επειδή αυτή είναι ακόµα 
µία συνεχιζόµενη προσπάθεια, τα σχόλια και υποδείξεις από τους αναγνώστες θα είναι 
ιδιαίτερα πολύτιµα για τη βελτίωση  των σηµειώσεων αυτών.  
 



Θα γίνει µία προσπάθεια να µπορέσουµε να ανιχνεύσουµε τις επεκτάσεις της Κυµατικής σε 
άλλα µαθήµατα αλλά και σε φαινόµενα της καθηµερινότητας. 
 
Μαθήµατα που µπορούν να επωφεληθούν από τις γνώσεις που αποκτάµε στη Φυσική ΙΙΙ 
είναι : 

- ∆ιάφορα µαθήµατα των µαθηµατικών όπως ∆ιαφορικές Εξισώσεις, ∆ιανυσµατικός 
Λογισµός, Θεωρία Πιθανοτήτων κα. 

- Από τη Φυσική:  
Lasers, Κβαντοµηχανική Ι και ΙΙ, Ατοµική και Μοριακή Φυσική, Πυρηνική Φυσική και 
Στοιχειώδη Σωµατίδια, Βιοφυσική  και αρκετά άλλα που διδάσκονται σε άλλα τµήµατα 
του ΕΜΠ όπως Μικροκύµατα, Βιοιατρική Τεχνολογία, Τηλεπικοινωνίες κά 
 

 
Στρατηγική για την προετοιµασία φοιτητών κατά τη διάρκεια του εξαµήνου 
 Στο µάθηµα αυτό, κατ αρχήν φιλοδοξούµε να εξηγήσουµε στους φοιτητές τη σπουδαιότητα 
των θεµάτων που αναπτύσσονται τόσο για την Επιστήµη της Φυσικής όσο και για 
ενδεχόµενες προεκτάσεις στην Τεχνολογία. Παράλληλα, όσο και αν φαίνεται τολµηρό,  
υπάρχουν πολλές παιδαγωγικές, φιλοσοφικές και ιστορικές  απόψεις και διαστάσεις  γύρω 
από τα θέµατα που αναπτύσσονται. Για τα σηµεία αυτά, είναι ενδιαφέρον να υπάρξει κάποιου 
είδους ενασχόληση, η οποία ωστόσο αποτελεί αρµοδιότητα µαθηµάτων του Τοµέα των 
Ανθρωπιστικών Επιστηµών.  
  Για την προετοιµασία , λοιπόν, εκ µέρους του φοιτητή  µία καλή τακτική είναι να αναλάβει 
να παρουσιάσει το αποτέλεσµα µίας εργασίας του πάνω σε θέµατα σχετικά µε το µάθηµα της 
Κυµατικής. Ο ορισµός της εργασίας για την περίοδο 2002-2005 αφορούσε την ενασχόληση 
κυρίως µε βιβλιογραφική αναζήτηση µέσω του διαδικτύου και κατάλληλη σύνθεση ώστε να 
παρουσιασθεί η εργασία σε ένα διαθέσιµο χρόνο που εκυµαίνετο από 15 ως 20 λεππτά της 
ώρας.   
 
Φέτος, για πρώτη φορά προτείνεται (εναλλακτικά)  ο φοιτητής , η φοιτήτρια ή οµάδα 2 
φοιτητών , να κάνει µία πραγµατική εργασία Φυσικής γύρω από τις ακόλουθες κατευθύνσεις 
: 
a) ∆ιενέργεια ενός ενδιαφέροντος πειράµατος, λήψη µετρήσεων, ανάλυση και παρουσίαση 

των τελικών αποτελεσµάτων και συµπερασµάτων.  Το πείραµα µπορεί να γίνεται σε 
ερευνητικό κέντρο ή ινστιτούτο στην Ελλάδα ή και σε άλλο του εξωτερικού, όπου τα 
αποτελέσµατα µπορεί να µεταφέρονται µέσω του διαδικτύου. 

b) ∆ιενέργεια µιάς θεωρητικής ανάλυσης που να σχετίζεται µε το µάθηµα της Κυµατικής ή 
της Κυµατοµηχανικής, µολονότι το τελευταίο δεν προλαβαίνουµε να το καλύψουµε στην 
κανονική διάρκεια του εξαµήνου. Στην τελευταία περίπτωση, τέτοιου είδους θέµα 
µπορεί να δοθεί µόνο σε φοιτητή/τρια που δίνει το µάθηµα για δεύτερη φορά, κα έτσι 
έχει παρακολουθήσει Κυµατοµηχανική. 

 Και στις δύο ως άνω περιπτώσεις, είναι ευθύνη του διδάσκοντα να διασφαλίσει ότι η 
απαιτούµενη ελάχιστη εργασία για την αντιµετώπιση εκάστου προτεινόµενου  θέµατος είναι 
"λογική" ώστε η εργασία να µπορεί να ολοκληρωθεί µε ένα κλάσµα του χρόνου που 
απαιτείται για να επιτύχει κάποιος στο µάθηµα (δηλαδή, να ασχοληθεί ο φοιτητής κατά τα 
10-20% του µέσου χρόνου που απαιτείται για να περάσει το µάθηµα).   
 
Η συµµετοχή της εργασίας στην τελική βαθµολογία είναι προσθετική κατά ένα ποσοστό που 
φτάνει  στις 15 µονάδες µε άριστα το 100. Ωστόσο, για να πάρει ο φοιτητής (τρια) 
προβιβάσιµο βαθµό, πρέπει να γράψει στο τελικό διαγώνισµα άνω των 35 µονάδων.  
 
Θα δοθούν επίσης, πέντε σειρές  ασκήσεων προς επίλυση. Η συµµετοχή των φοιτητών θα 
ανταµείβεται µε 15 επιπλέον µονάδες αν γράψουν άριστα όλες τις σειρές ασκήσεων. Ενας 
φοιτητής που θα συγκεντρώσει πάνω από 25 µονάδες από τις δύο ως άνω δραστηριότητες, 
θα πρέπει οπωσδήποτε να γράψει άνω των 30 µονάδων για να περάσει το µάθηµα. 



Πέρυσι, µετά την προθεσµία παράδοσης των ασκήσεων, αυτές διδασκόντουσαν και στο 
µάθηµα (η τουλάχιστον ένα µεγάλο ποσοστό αυτών). Θα γίνει προσπάθεια να επαναληφθεί 
τούτο και φέτος. 
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EIΣΑΓΩΓΗ 
 
 
Στο µάθηµα αυτό θα θέλαµε να προκαλέσουµε ευθύς εξαρχής την ευρύτητα των 
φαινοµένων που βρίσκουν ικανοποιητική ερµηνεία µε τους νόµους της Κυµατικής. 
Στην πληθώρα των φαινοµένων αυτών περιλαµβάνονται και µερικά όπως:  “Acoustic 
and magnetic waves που φαίνεται να είναι  responsible for the heating of the solar 
atmosphere.” Τα φαινόµενα αυτά έγιναν αντιληπτά από την ανθρώπινη περιέργεια 
των πειραµατικών και θεωρητικών ερευνητών. Ωστόσο, υπάρχουν πολλά άλλα 
φαινόµενα που αποτελούν τµήµα της καθηµερινότητας. Σε αυτά τα τελευταία θα 
δώσουµε την έµφαση µας στα παραδείγµατα που θα επιλέξουµε ενώ τα πρώτα 
φαινόµενα θα τα παρουσιάσουµε επί τροχάδην δίνοντας όµως και βιβλιογραφικές 
αναφορές για τους ενδιαφερόµενους αναγνώστες. Υπάρχουν και άλλα παραδείγµατα 
ταλαντώσεων και κυµάτων τόσο σε βιολογικά συστήµατα όπως και σε θέµατα τέχνης 
(µουσική) τα οποία είναι αρκετά ελκυστικά. Για το λόγο αυτό, θα επιχειρήσουµε να 
περιγράψουµε αρκετά εξ αυτών.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
Μάθηµα 1-2 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 
 
 
 
 
1.1 Ταλαντώσεις γενικά και αρµονικές ταλαντώσεις 
 
Οι απλούστερες εισαγωγικές έννοιες που θα χρησιµοποιήσουµε είναι εκείνες των 
περιοδικών φαινοµένων και των ταλαντώσεων. Τις τελευταίες τις έχετε ήδη 
συναντήσει στο µάθηµα της Μηχανικής. Εδώ θα τις παρακολουθήσουµε µε 
µεγαλύτερη  λεπτοµέρεια. 
 Πρέπει να προσθέσουµε πως στα φαινόµενα αυτά περιλαµβάνονται και ταλαντώσεις 
σε ζώντες οργανισµούς (ανθρώπινη καρδιά κλπ), χρήση ηχητικών κυµάτων στις 
νυχτερίδες κλπ. 
Οι ταλαντώσεις, όπως θα δούµε , είναι οι γενεσιουργές αιτίες των κυµάτων αλλά, για 
λόγους παιδαγωγικούς, διδάσκονται στην αρχή ανεξάρτητα από τα κύµατα. 
 Η   σπουδαιότητα των ταλαντώσεων και κυµάτων 
 
Η καρδιά του ανθρώπου, των θηλαστικών κλπ, εκτελεί περιοδικές κινήσεις. Αυτές 
εξειδικεύονται σε ταλαντώσεις που είναι επαλληλία από αρµονικές συχνότητες. 
Αυτές προκαλούν κύµατα που εκδηλώνονται ως µεταφορά αίµατος στον οργανισµό ε 
έναν ορισµένο ρυθµό.  
 
 
 



 
 

 
 
Σχήµα. Από το βιβλίο του A. French, vibrations and waves 
 
Παρατηρούµε πως οι ταλαντώσεις σχετίζονται πολύ µε την φυσιολογία των ζώων. 
Επίσης, οι ταλαντώσεις ενός διαπασών προκαλούν στον αέρα , τοπικά αρµονικές 
ταλαντώσεις στην πίεση και πυκνότητα του. Αυτές οδηγούν στην διάδοση ενός 
οδεύοντος ηχητικού κύµατος. Στο Σχήµα (b)  µας δίνεται ένας τρόπος µέτρησης του 
χρόνου που αντιστοιχεί σε συχνότητα ,π.χ., 256 Hertz, δηλαδή έκαστη περίοδος του 
διαπασών διαρκεί 1/256 sec. 
 Η απόκλιση της εικόνας περιοδικής κίνησης στην καρδιά από αυτό τις τυπικές 
µορφές της υγιούς  αντιστοιχεί ,π.χ., στις λεγόµενες αρρυθµίες της καρδιακής 
κοιλότητας που αντιµετωπίζονται µε διάφορες θεραπευτικές µεθόδους. 
 



 
 
Οι ταλαντώσεις της καρδιάς µπορούν να υποστηριχθούν όποτε υπάρχει τέτοια 
ανάγκη µε έναν βηµατοδότη. Αυτός συνδέεται µε ένα κατάλληλο τµήµα της καρδιάς 
και στέλνει σε προκαθορισµένα ίσα χρονικά διαστήµατα ορισµένη ηλεκτρική τάση 
για ρύθµιση των παλµών της καρδιάς. 
 

 Μία ταλάντωση, αφορά την µεταβολή , µέσα στο χρόνο, ενός  φυσικού µεγέθους  y 
γύρω από µία µέση τιµή. Η µέγιστη αποµάκρυνση του µεγέθους είναι πεπερασµένη και 
εποµένως  το διάστηµα τιµών  του y κυµαίνεται στο διάστηµα [ymin , ymax ]. 
   Μία άλλη λέξη που µπορούµε να χρησιµοποιούµε αντί της ταλάντωσης είναι η 
παλινδρόµηση . 
 
Στις ταλαντώσεις περιλαµβάνεται και  µία αρκετά ειδική κατηγορία, γνωστή ως η 
απλή αρµονική ταλάντωση, που αναφέρεται σε µία µορφή χρονικής εξάρτησης ενός 
φυσικού µεγέθους, της µορφής 
                                       
                                              y=y0 sin (ωt+φ)                                         (1) 
Ποια είναι η διαφορική εξίσωση που πρέπει να ικανοποιεί η κίνηση αυτή; 
Για να δούµε τούτο, παραγωγίζουµε   δύο φορές την Εξ.(1) ως προς τον χρόνο και 
παίρνουµε 
 
                          d2y/dt2 = -ω2 y ή   d2y/dt2  +ω2 y = 0                              (2) 
 
Ωστόσο, µας ενδιαφέρει να δούµε ορισµένα  παραδείγµατα  αρµονικών ταλαντώσεων 
που απαντώνται σε φυσικά φαινόµενα και σε τεχνολογικές εφαρµογές. 
 
 
 
 
 
Ενας άλλος πιο κατανοητός, µε βάση τις αρχής της Μηχανικής, τρόπος εισαγωγής της 
απλής αρµονικής ταλάντωσης είναι ο εξής: 
 
Ας θεωρήσουµε ευθύγραµµη κίνηση ενός υλικού σηµείου µάζας m υπό την επίδραση 
δύναµης της µορφής F(x)=- k x . 



Σε αυτή την περίπτωση, ο ∆εύτερος Νόµος του Νεύτωνα µας δίνει την εξής 
διαφορική εξίσωση: 
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Το ω0 είναι γνωστό ως ιδιοσυχνότητα της ταλάντωσης. 
Θα πρέπει να σηµειώσουµε πως στην συγκεκριµένη περίπτωση, θεωρούµε πως 
έχουµε ένα αποµονωµένο σύστηµα που περιλαµβάνει τη µάζα m και ένα µηχανισµό 
(π.χ. ελατήριο) που προκαλεί τη δύναµη F(x). Θεωρούµε δηλαδή πως δεν ασκείται 
στο σύστηµα αυτό κάποια εξωτερική δύναµη. Αν εξασκείτο, τότε δεν θα είχαµε 
αποµονωµένο σύστηµα. Με αντικατάσταση βρίσκουµε πως η λύση της εξίσωσης 2.1 
είναι της µορφής 
 
x(t)=Α cos(ω0t +φ) ή η x(t)=Α sin(ω0t +φ)                 2.2 
 
H παράµετρος φ είναι γνωστή ως  φάση, ενώ η Α αποτελεί το λεγόµενο πλάτος της 
ταλάντωσης.  Η σχέση 2.2 για t=0 δίνει:   x(0)=Α cosφ, εποµένως η φάση µας 
καθορίζει την «αποµάκρυνση x(0)  στην αρχή των χρόνων». 
 
 
 
 
 
 
1.2  Μιγαδική αναπαράσταση της αρµονικής κίνησης 
 
Για λόγους που θα δούµε συστηµατικότερα και πιο κάτω, παρουσιάζουµε έναν άλλο 
τρόπο περιγραφής της  αποµάκρυνσης στην αρµονική κίνηση, εκείνον της µιγαδικής 
αναπαράστασης.  Ορίζουµε , σε  σχέση µε την εξίσωση  2.1 µία αντίστοιχη εξίσωση 
ως προς τη µιγαδική µεταβλητή z(t): 
 

kz
dt

zdm −=2

2

        (2.3 ), µε την ιδιότητα , εξ ορισµού :  Re(z)=x 

 
Eτσι, αν βρούµε τη λύση z(t) , µπορούµε εύκολα να βρούµε την έχουσα φυσική 
σηµασία συνάρτηση x(t). 
 
Για την Εξ. 2.3 έχουµε ως λύση τη µορφή 
 

)( 0)( φω +Α= tietz      (2.4) , µε Α πραγµατικό 
 
όπως εύκολα προκύπτει µε αντικατάσταση στην 2.3.  Τώρα, µε βάση τον ορισµό 
Re(z)=x, προκύπτει εύκολα:  
 



xtz =+Α= )cos()Re( 0 φω , δηλαδή βρίσκουµε τη λύση της Εξ. 2.2 
 
Επί πλέον, ας δούµε ποιο είναι το νόηµα της Im(z) ? 
Eχουµε 
Im(z) = Α sin(ω0t+φ), δηλαδή βρίσκουµε την άλλη, εναλλακτική λύση των σχέσεων 
2.2. 
 
 
 
Φυσική σηµασία του Α 
Μολονότι τα ως άνω δείχνουν να είναι µία περίπου ανούσια εξάσκηση στις γραµµικές 
διαφορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης, µε λίγη περισσότερη προσοχή, µπορεί να 
βρούµε κάποια φυσική σηµασία στις παραµέτρους Α και φ. Ηδη ασχοληθήκαµε µε το 
φ λίγο πιο πάνω. Για το Α, µπορούµε να πούµε πως αυτή η σταθερά εξαρτάται από 
τις αρχικές ενεργειακές συνθήκες στο αρµονικά ταλαντευόµενο σύστηµα. Οσο 
µεγαλύτερη είναι η αποθηκευµένη ενέργεια σε αυτό, τόσο η τιµή του Α είναι 
µεγαλύτερη. Θα δούµε τα ενεργειακά θέµατα στο επόµενο εδάφιο (2.1). 
 
1.3  Αναπαράσταση µε περιστρεφόµενο διάνυσµα 
 
Ας φανταστούµε  µία εκτεταµένη παράλληλη φωτεινή δέσµη φωτίζει µία  
κατακόρυφη ράβδο που ακολουθεί ένα περιστρεφόµενο, µε σταθερή γωνιακή 
ταχύτητα,  οριζόντια δίσκο 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
Καθώς ο δίσκος στρέφεται κατά την ορθή φορά, µε γωνιακή ταχύτητα ω, διαγράφεται 
από το στύλο µια γωνία θ που δίνεται από την έκφραση θ=ωt+ α, όπου α η τιµή της θ 
για t=0. Tωρα, µπορούµε να εξετάσουµε την κίνηση της προβολής του ίχνους του 
στύλου πάνω σε ένα πέτασµα που είναι κάθετο προς την κατεύθυνση της φωτεινής 
δέσµης. Αν ο δίσκος έχει ακτίνα Α, τότε η προβολή θα φαίνεται πως εκτελεί την 
κίνηση της µορφής 
 
x(t)= Α cosθ=Αcos (ωt+α) 
 
Mε άλλα λόγια βρίσκουµε µία έκφραση όµοια µε εκείνη της Εξ.2.2 αν θέσουµε ω0=ω 
και θ=α. 
 
Ετσι, µπορούµε να συσχετίζουµε την απλή αρµονική κίνηση µε µία οµαλή κυκλική 
κίνηση . Αν σκεφτούµε αφηρηµένα κίνηση ενός σηµείου µε σταθερή γωνιακή  
ταχύτητα µε ακτίνα Α, τότε αν στον άξονα x του κύκλου αυτού έχουµε  x(t)=Αcos 
(ωt+α),  κατ ανάγκη στον άξονα y του κύκλου αυτού θα έχουµε y(t)=Α sin (ωt+α), 
 
 
Η αναπαράσταση αυτή µας επιτρέπει , ακολουθώντας µία σειρά συλλογισµών (ίδετε 
French, Vibrations and Waves, σελ. 10-11) να αναπαριστούµε την αρµονική κίνηση 
µε ένα σηµείο στο µιγαδικό επίπεδο: 
 
z=x+jy 
 
To σύµβολο j που τυπικά θα είναι η µονάδα στον άξονα των µιγαδικών αριθµών, δηλ. 
το γνωστό µας i, έχει εδώ το εξής  φυσικό νόηµα: 
Το j σηµαίνει µία εντολή να προκαλούµε µία στροφή κατά την ορθή φορά κατά 900 σε 
ο,τιδήποτε έπεται του j. As δούµε µερικά παραδείγµατα: 
 

Παράλληλη 
φωτεινή δέσµη 

-Α 

Α 

Α



 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
 
1.   
 

 
 
 
 
2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.1) Ενέργεια και Απλή Αρµονική Κίνηση 
 
Η δυναµική ενέργεια ισούται µε το συνολικό έργο που πρέπει να προσφέρουµε στον 
ταλαντωτή για να τον µετατοπίσουµε από τη θέση x′=0 στη θέση x′=x: 
            x 
Εδυν=  ∫ -(-kx) dx = ½ kx2  
           0 
 



Aς δούµε τώρα την αντίστοιχη κινητική ενέργεια: 
             1                1            dx           1 
  Εκιν = ---- mv2 = ---- m  ( ----- )2 = ----- m [x0

2 ω2 cos2θ]   (1) 
             2               2            dt            2 
µε θ≡ωt 
 
 
Η αντίστοιχη δυναµική ενέργεια είναι (έργο από  0 ως x): 
 
                                  x                       x 

                  Εδυν= |-k ∫ xdx |= |-k [x2/2]  |  = kx0
2/2= (k/2)x0

2 sin2θ  , όπου θ=ωt,    (2)  
0                        0 

Αλλά επειδή ω2=k/m, 
αθροίζοντας κατά µέλη τις (1) και (2) έχουµε 
                          1                                         1 
Ε= Εκιν+ Εδυν= ---- k  x0

2 (cos2θ +sin2θ) = -----k x0
2 = constant 

                           2                                          2 
Επαλληλία δύο καθέτων απλών αρµονικών ταλαντώσεων 
 
Η µετατόπιση  δίνεται από τις εξισώσεις 
 
x=a1 sin(ωt+φ1), y=a2 sin(ωt+φ2) 
 
 
Παραδείγµατα αρµονικών ταλαντώσεων 
 
Ταλαντώσεις σε ηλεκτρικά Κυκλώµατα 
 
Το εδάφιο αυτό, αν και κάπως δύσκολο αφού δύσκολα µπορούµε να το κατανοήσουµε µε 
βάση την εποπτεία, είναι σηµαντικό διότι δείχνει την γενικότητα των ταλαντώσεων αφού και 
οι ηλεκτρικές ταλαντώσεις διέπονται από ίδιες µαθηµατικές εξισώσεις όπως οι µηχανικές. 
Για να µελετήσουµε το θέµα αυτό ας θεωρήσουµε ένα  σύστηµα που περιλαµβάνει σε σειρά, 
άρα σε ένα βρόχο, ένα πηνίο, µε συντελεστή αυτεπαγωγής L, και έναν πυκνωτή  
χωρητικότητας C, όπως στο Σχήµα. 
 
 
 
 
 



 
 
Θεωρούµε τώρα πως στο ως άνω κύκλωµα δηµιουργείται κάποια χρονική στιγµή ένα 
ηλεκτρικό φορτίο, q(t)  και  - q(t)στον άνω  και κάτω οπλισµό του πυκνωτή,  
αντίστοιχα. Τα φορτία αυτά προκαλούν ένα µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό ρεύµα, Ι,  
στην αυτεπαγωγή, και ως γνωστόν: 
 

  02

2

=+
C
q

dt
qdL  

 
 
αφού η ηλεκτρεργετική δύναµη εξ επαγωγής έχει αντίθετο πρόσηµο προς το φορτίο, q,  η 
µεταβολή του οποίου την προκαλεί. 
 
Η διαφορική αυτή εξίσωση δίνει λύση, q=q0 cos(ωt+φ), µε ω=1/(LC)1/2 
 
Ετσι, βλέπουµε πως αυτή η λύση έχει από µαθηµατική σκοπιά την ίδια µορφή όπως εκείνη 
της εξίσωσης  των απλών αρµονικών ταλαντώσεων σε µηχανικά συστήµατα. 
 
Οµοιότητες σε όλα τα ως άνω παραδείγµατα 
 
 
Τελικά,  όλα ανάγονται σε εξίσωση της µορφής 
 
 

 02
2

2

=+ x
dt

xd ω  

 
όπου η µεταβλητή µε τον χρόνο ποσότητα , x(t),  µπορεί να αντιστοιχεί ανάλογα µε 
την περίπτωση απλών αρµονικών ταλαντώσεων σε  θέση, γωνία, ηλεκτρικό φορτίο, 
ηλεκτρικό ρεύµα, ατµοσφαιρική πίεση κλπ 
 
 
 

L 

C 



- Σώµα που συνδέεται µέσω ελαττηρίου µε ακλόνητο τοίχωµα 
- Ένας οριζόντιος δίσκος που αναρτάται µε ένα σύρµα στο κέντρο του, και 

εκτελεί περιστροφικές ταλαντώσεις µικρού πλάτους: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Στην περίπτωση αυτή, όταν το θµεγ

 είναι αισθητά µεγάλο, η χρονική εξάρτηση του θ 
δεν ικανοποιεί ακριβώς τη µορφή της εξίσωσης (1), όπου y →θ, διότι έχουµε 
αναρµονικά φαινόµενα. Τούτο οφείλεται στο ότι η δυναµική εξίσωση δεν 
αντιπροσωπεύεται από την Εξ. (2) αλλά από κάποια συνθετότερη που είναι εκτός του 
σκοπού του παρόντος µαθήµατος να  τη µελετήσουµε. 
 
Μαθηµατική Ανάλυση του στροφικού εκκρεµούς 
Αυτό αποτελείται από ένα σώµα που κρεµάται από ένα σύρµα ή µία λεπτή ράβδο 
κατά τέτοιο τρόπο ώστε το σύρµα ή η ράβδος να είναι στερεωµένη στο κέντρο µάζας 
Όταν το σώµα που παριστάνεται στο σχήµα  περιστραφεί κατά γωνία θ από τη 
θέση ισορροπίας του, τότε το σύρµα ή η ράβδος συστρέφεται και εξασκεί 
στο σώµα ροπή στρέψης τ   γύρω από το ΑΑ', που τείνει να επαναφέρει το 
σώµα στην αρχική του θέση. Η ροπή αυτή αντιτίθεται στη στροφή κατά 
γωνία θ και το µέτρο της είναι  ανάλογο προς αυτήν 
                                      N = -Cθ,  
όπου C είναι ο συντελεστής στρέψης του σύρµατος ή της ράβδου που χαρακτηρίζει 
το αντίστοιχο υλικό 
Αν Ι είναι η ροπή αδράνειας του σώµατος γύρω από τον άξονα ΑΑ',  η εξίσωση 

 
 
θ(t)

Σχήµα 1.1 

Α

Α′



κίνησης για ένα τέτοιο σύστηµα έχει τη µορφή: 
                                    d2θ 
                        Ν = Ι  ----- 
                                    dt2 
 
δηλαδή, 
 
                                          d2θ 
                         -C θ  = Ι  -----                                              (2) 
                                         dt2 
Η επίλυση αυτής της διαφορικής εξίσωσης γίνεται δοκιµάζοντας ως λύση την 
 
    θ(t) =θ0 cos(ω0t+φ) 
 
Τότε προκύπτει πως η λύση αυτή ικανοποιεί την εξίσωση όταν ω0=( Ι/C)1/2 
όπως εύκολα προκύπτει µε αντικατάσταση στην  (2). 
Οι σταθερές θ0 και φ εξαρτώνται από τις αρχικές συνθήκες . 
 

- Ένα ανορθόδοξο παράδειγµα Το µόριο του Αζώτου 
 

Ας φανταστούµε το µόριο του αζώτου. Όπως προκύπτει σε βιβλία µηχανικής, που 
αντιµετωπίζουν το πρόβληµα των 2 σωµάτων (ατόµων Ν) µπορούµε να γράψουµε 
την κίνηση του κέντρου µάζας µε µία µεταβλητή, ενώ σαν δεύτερη µεταβλητή 
χρησιµοποιούµε την   r = r2-r1 .  Tότε, µπορεί να δειχθεί πως η συνολική κίνηση 
µπορεί να θεωρηθεί σαν συνδυασµός της µεταβατικής κίνησης του κέντρου µάζας και 
µίας, ταλαντωτικής, κίνησης που περιγράφεται από το r(t). H τελευταία ικανοποιεί τη 
σχέση 
.. 
r (t) = - k r,  
 
αν δεχθούµε πως  δυναµική ενέργεια συναρτήσει της απόστασης r περιγράφεται από 
ένα διάγραµµα της µορφής 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Παράδειγµα: Εκκρεµές 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

θ 

x

V(x) V(x)=1/2 x2

Σχήµα 1.2 

 

θ 

 
 
 
mg sinθ 

l

Σχήµα 1.3 



 
 
 
 
 
Ταλαντωτές quartz χρησιµοποιούνται στα πιο συνηθισµένα σύγχρονα ρολόγια: 
 

       
 
 
 
 
Typical frequency in watch: 32,768 Hz 
                 (period is 31 ms)  
 
 
Ατοµικά ρολόγια 
 
 

 
 
 



 
• F1 – the fountain clock  στο NIST 

 
 
 
 
 
 
 
Eρµηνεία των δυνάµεων στο ως άνω σχήµα: 
Εχουµε πρώτα τη δύναµη βαρύτητας στην µάζα, ίση µε mg. To τεντωµένο νήµα, 
µήκους l προκαλεί δύναµη προς τη µάζα, ίση µε :  Τ.  Το διανυσµατικό  άθροισµα 
των δυνάµεων είναι   
  

Tgm
rr

+  
 
Στην περίπτωση όπου η γωνία θ είναι αρκετά µικρή, π.χ. µικρότερη της 10, τότε στον 
κατακόρυφο άξονα , y θα έχουµε 
 

ymamg =Τ− θcos    και   στον οριζόντιο άξονα θα είναι: 
 

xmaT =ϑsin  
            
και 
 
- xmamg ≅ϑsin                                      (1) 
Τούτο δίνει 
..                                     . .                                                   .. 
x +(g/l)x =0   ή. x +[(g/l)1/2 ]2 x =0   ή  x +ω2 x=0 
 
όπου ω≡(g/l)1/2  
 
Φυσικά, όταν η γωνία θ δεν είναι τόσο µικρή, τότε ισχύει η εξίσωση (1), την οποία 
µπορούµε να αναπτύξουµε ως 
 

2232 /...]!3/!2/[ dtldg θϑθθ =−+−−  
 
Στην περίπτωση αυτή έχουµε τις µη αρµονικές ταλαντώσεις. 
 
Παρατηρούµε πως η δύναµη που προκαλεί την ταλάντωση, παράλληλα (κατά 
προσέγγιση ) προς την τροχιά, είναι σε κάθε θέση της µάζας ίση προς mg tanθ, και 
συνεπώς ο Β νόµος του Νεύτωνα δίνει 
 
                                    m ( l ∆2 θ)/∆t2 = - συνιστώσα βάρους κατά µήκος τροχιάς 
ή 
 
 
                                                      .. 



                                              m l θ(t)=  -mg sinθ 
 
ή 
                                                .. 
                                               θ(t)= - (g/l) sinθ 
 
Αναπτύσσοντας το sinθ σε δυναµοσειρά, παίρνουµε 
 
                                                .. 
                                               θ(t)=  - (g/l) ( θ – θ3/3! +θ5/5! -…..) 
 
Η σχέση αυτή µπορεί να διερευνηθεί σε δύο διαφορετικές περιπτώσεις 
Α) θ να είναι πολύ µικρή 
Β) Το θ να  παίρνει τιµές που δεν είναι πολύ µικρές.  
Το πολύ µικρή τιµή  είναι κάπως αυθαίρετο. Μπορούµε να το ορίσουµε έτσι ώστε να  
είναι θ≈sinθ, που µπορεί να συµβαίνει τυπικά για θ≤ 30. 
 
Στην περίπτωση λοιπόν Α) µπορούµε να γράψουµε, 
      
                                                .. 
                                               θ(t)=  - ω2 θ, όπου έχουµε θέσει ω2≡g/ l  
 
Aρα, καταλήγουµε σε µία εξίσωση αρµονικών ταλαντώσεων. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

V(r) 

r0 Σχήµα 1.4 
 

r

V(r) ∝(r-r0 )2



 
 
 
Μπορείτε να σηµειώσετε πως σε οποιοδήποτε πρόβληµα ταλαντώσεων όπου η 
δύναµη F(x) εξαρτάται από την αποµάκρυνση  x,  αυτή η εξάρτηση µπορεί να 
εκφραστεί σαν δυναµοσειρά, της µορφής: 
 
    F(x)= a0 – a1 x+ a2 x2 + a3 x3 +…. 
Και έτσι πάντοτε για αρκετά µικρές τιµές του x , µπορούµε να έχουµε: 
 
F(x)≈ a0 – a1 x,  
Ή αν ορίσουµε    F1(x)≡ F(x)- a0 
Έχουµε την περίπτωση των αρµονικών ταλαντώσεων. 
 
 
 
 
 
 
Παρατηρείται , στο ανώτερο διάγραµµα, ότι η δύναµη ισούται µε F= - grad U (r) 
 Στην περίπτωση που το U(r)= α r2, 
 
             µ d2r/dt2 = - 2 α r 
 
 
και συνεπώς 
 
αν 2 α /µ ≡ ω2, 
.. 
r (t) + ω2 r = 0 
 
 
 
 
 
 
Παραδοσιακά ρολόγια: 



 
 
 
 
 
Ατοµικά ρολόγια: 
 
 
 
 
 
 
 
 
------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
                        ΣΧΕΣΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΩΝ ΚΑΙ ΚΥΜΆΤΩΝ 
Όπως θα δούµε, όπως σε ένα παράδειγµα µίας χορδής της οποίας το ένα άκρο 
υφίσταται εγκάρσιες  αρµονικές ταλαντώσεις, έχουµε σαν αποτέλεσµα την διάδοση 
της ταλάντωσης (σε χρόνο που καθορίζεται από την ταχύτητα διάδοσης του κύµατος) 
σε άλλα σηµεία της χορδής και κατά συνέπεια έχουµε δηµιουργία οδεύοντος κύµατος. 
 
Σχέσεις Ταλαντώσεων και Κυµάτων 
 
 
Οι τοπικές ταλαντώσεις σε ένα µέσο, νερό στην περίπτωση αυτή, προκαλούν την 

διάδοση µίας διαταραχής, δηλαδή στη δηµιουργία 
κύµανσης 
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Επαλληλία δύο αρµονικών ταλαντώσεων 
 
(1) Ταλαντώσεις  µε ίσες συχνότητες 
Ένα σώµα µπορεί να κινείται λόγω της επίδρασης δύο (ή περισσοτέρων) αρµονικών 
ταλαντώσεων. Επειδή έχουµε πει πως έκαστη αρµονική  ταλάντωση µπορεί να 
παρασταθεί µε ένα περιστρεφόµενο διάνυσµα,  για να βρούµε την συνισταµένη 
κίνηση ενός συστήµατος, µπορούµε να αθροίσουµε διανυσµατικά τις δύο κινήσεις. 
 
Η µετατόπιση λόγω της µίας  δίνεται από 
 
x1 =a1  cos(ωt+φ1) και  λόγω της δεύτερης ταλάντωσης από x1 =a2  cos(ωt+φ2) 
 
Eίναι από το παρακάτω σχήµα : 
 
R2= (a1+a2 cosδ )2+ (a2sinδ )2= a1

2
 +a2

2 +2 a1a2 cosδ, όπου δ=φ2-φ1 είναι µία σταθερά, 
η σταθερά διαφοράς φάσης. 
 
Η εφαπτοµένη της γωνίας θ, που καθορίζει τη φάση της συνισταµένης ταλάντωσης, 
δίνεται , όπως προκύπτει εύκολα από το Σχήµα: 
              a1sinθ1+ a2sinθ2 
tanθ= ----------------------- 
             a1cosθ1+ a2cosθ2 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
-Ελεύθερες ταλαντώσεις σε ηλεκτρικά συστήµατα µε πυκνωτή και αυτεπαγωγή, 
 
-Ελεύθερες ταλαντώσεις στην ιονόσφαιρα 
Τοπικά στην ιονόσφαιρα έχουµε τοπικό διαχωρισµό θετικών  ιόντων από  
ηλεκτρόνια, και έτσι µπορεί να έχουµε την κατάσταση του Σχήµατος 
 
 

y

x 
φ1

φ2 

R 

δ

Σχήµα 1.5 



 
 
 
 
 
 
 
Eδώ τότε θα έχουµε 
               1      Q 
Εx=  - ------  ------- (1) 
              ε0          A 
 
και 
                d2x 
q Ex= m -------  (2) 
                 dt2 
 
 
 
όπου x(t) η θέση εκάστου φορτίου στο χώρο ανάµεσα στους «οπλισµούς του πυκνωτή 
των διαχωρισµένων τοπικά φορτίων». 
 
Από αυτές τις σχέσεις, 
 
 
 
 
 
Τότε το ολικό φορτίο που εναποτίθεται στο ένα τοίχωµα (και φεύγει από το άλλο) 
είναι: 
 
Q= Ν q A x 
 

-Q 
+Q 

E 

x 

Σχήµα 1.6 
 



Όπου Ν ο αριθµός ελευθέρων ηλεκτρονίων ανά µονάδα όγκου, και υποθέτουµε πως 
κάθε ηλεκτρόνιο µετατοπίζεται από τη θέση ισορροπίας κατά απόσταση x.  
 
Παραγωγίζοντας 2 φορές ως  προς το χρόνο, και θέτοντας σε αυτό το αποτέλεσµα τις 
σχέσεις (1) και (2) παίρνουµε: 
 
d2Q             Nq2 

------ = -  --------- Q 
dt2                    ε0 m 
                                                                               Nq2 
Άρα, έχουµε λύση Q= Q0 cos (ωt+φ), όπου ω2 = ------- 
                                                                               ε0 m 
 
 
το ω λέγεται συχνότητα πλάσµατος στην ιονόσφαιρα., νp= 10  ως 30 ΜHz, και Ν= 
1012 – 1013 ηλεκτρόνια ανά m3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tέλος  2ης ∆ιάλεξης 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
Τρίτη ∆ιάλεξη : 
 
Επαλληλία δύο ταλαντώσεων µε διαφορετικές συχνότητες- ∆ιακροτήµατα 
 
Μπορούµε να φανταστούµε την περίπτωση όπου ένας µηχανικός ταλαντωτής δέχεται 
δύο συγγραµικές  δυνάµεις, οφειλόµενες σε διαφορετικής δυσκαµψίας , k, ελατήρια. 
Ένα άλλο παράδειγµα µπορεί να προκύψει από δύο διαπασών που το καθένα παράγει 
την δική του «νότα» ,  που εξ αιτίας των αρµονικών µεταβολών πίεσης προκαλεί 
διάδοση ηχητικών κυµάτων που φτάνουν στο αυτί µας και διεγείρουν σε ταλαντώσεις 
το ακουστικό µας τύµπανο. Η κίνηση που προκαλείται στο ακουστικό µας τύµπανο 
είναι µία υπέρθεση των δύο αυτών ταλαντώσεων, των οφειλοµένων δηλαδή στα δύο 
διαπασών. Για ευκολία, υποθέτουµε πως οι δύο αυτές ταλαντώσεις έχουν το ίδιο 
πλάτος και την ίδια µηδενική αρχική φάση. Τότε, το άθροισµα ψ των δύο αρµονικών 
ταλαντώσεων ψ1  και ψ2 είναι: 
 
ψ= ψ1  + ψ2=  Α cosω1t + Α cosω2t                                  3.1 
 
 
H έκφραση της συνισταµένης µετατόπισης, εύκολα φαίνεται, δίνεται από: 
                   (ω1+ω2)t         (ω2-ω1)t 
   ψ=2 Α sin -----------  cos -----------                                     3.2 
                         2                     2 

 
Άρα, έχουµε µία συνιστάµενη ταλάντωση που την χαρακτηρίζει ένα πλάτος 
µετατόπισης ίσο προς 2Α που έχει διαµορφωθεί , µεταβάλλεται δηλαδή µεταξύ 0 και 
2Α εξ αιτίας του παράγοντα του συνηµίτονου, µε µία πολύ χαµηλότερη συχνότητα , 
ίση µε την ηµιδιαφορά (ω2-ω1)/2. Τότε έχουµε τα λεγόµενα διακροτήµατα. 
  
Παρατηρούµε πως η διαµόρφωση του πλάτους που εµφανίζεται έχει εν γένει µικρή 
συχνότητα, γεγονός που µας επιτρέπει να εκτελούµε σχετικές µετρήσεις 
συχνότητας, δηλαδή µετρώντας την συχνότητα διαµόρφωσης του πλάτους, να 
µπορούµε να προσδιορίσουµε τη συχνότητα ω2 ως προς την ω1. Με άλλα λόγια, αν 
µετρήσουµε µε ακρίβεια το µέγεθος (ω2-ω1)/2 από τα χαρακτηριστικά του 
διακροτήµατος, τότε µπορούµε να προσδιορίσουµε µε καλή ακρίβεια το ω2 αν 
γνωρίζουµε (από πρότυπες και πολύ ακριβείς µετρήσεις)  µε πολύ καλή ακρίβεια το 
ω1. ∆ιαφορετικά, αν επιχειρούσαµε να µετρήσουµε µε πολύ µεγάλη ακρίβεια το ω2, 
τότε θα συναντούσαµε, πιθανότατα δυσκολίες.  Ένας λόγος της δυσκολίας µπορεί να 
είναι ότι π.χ. το ω στις οπτικές συχνότητες, µπορεί να είναι 1012 Hz, ένα δηλαδή 
εξαιρετικά µεγάλο µέγεθος συχνότητας , και πιθανότατα, χωρίς τη χρήση 
διακροτηµάτων, θα έχουµε πολύ µεγάλο σφάλµα.  
 Πρόκειται να συναντήσουµε πολλές ακόµα περιπτώσεις όπου εφαρµόζουµε την 
τεχνική µέτρησης διαφορών µε σκοπό την επίτευξη µεγάλης  ακρίβειας ή ευκολίας 
στον προσδιορισµό της τιµής ενός αγνώστου µεγέθους µε την µέθοδο µέτρησης 
διαφορών. 
 
Ας δούµε λοιπόν µε καλύτερη µαθηµατική περιγραφή το φαινόµενο της 
διαµόρφωσης. 
 Αν, ωµ≡ ½ (ω1+ω2 ) , και  ωδ≡ ½ (ω1-ω2 ), δηλαδή, το  ωµ ονοµάζεται µέση 
συχνότητα, και το ωδ συχνότητα διαµόρφωσης, έχουµε  



 
                          
   ψ=[2 Α  cosωδt ] cosωµt   ,δηλαδή  ψ=Αδ (t) cosωµt, όπου Αδ (t)= 2 Α  cosωδt 
 
Αν τώρα, είναι ω1≈ω2, τότε   ωδ << ωµ, και το πλάτος της συνιστάµενης ταλάντωσης, 
Αδ (t), µεταβάλλεται µόνο λίγο κατά την διάρκεια µερικών από τις ονοµαζόµενες 
«γρήγορες» ταλαντώσεις του cosωµt .   Φυσικά, αν το πλάτος είναι αµετάβλητο µε 
κυκλική συχνότητα ωµ, τότε είναι , ωµ=ω1=ω2, αφού το Αδ είναι σταθερό, και τότε , 
ωδ=0. Αν ω1≈ω2, τότε η συνισταµένη των δύο ταλαντώσεων , ονοµάζεται «σχεδόν 
αρµονική ταλάντωση» ή «σχεδόν µονοχρωµατική» ταλάντωση, µε κυκλική 
συχνότητα ωµ, και πλάτος που µεταβάλλεται λίγο.  
Όταν έχουµε επαλληλία δύο κοντινών συχνοτήτων, τότε έχουµε το λεγόµενο 
διακρότηµα. Ειδικότερα, στη µουσική αν οι συχνότητες των δύο διαπασών 
διαφέρουν περισσότερο από 6% της µέσης τιµής των, τότε το αυτί και ο εγκέφαλος 
προτιµούν συνήθως την Εξ. 3.1 . Στην περίπτωση αυτή, ακούµε τον συνολικό ήχο 
σαν δύο διαφορετικές συχνότητες µε λίγο διαφορετικά ύψη.  Αν τώρα οι συχνότητες 
ν1  και ν2 διαφέρουν λιγότερο από 10 Hz,  τότε το αυτί και το µυαλό δεν τις 
αναγνωρίζει τόσο εύκολα σαν διαφορετικές νότες. Τότε, δεν ακούγεται «συγχορδία» 
αλλά µάλλον ένας απλός τόνος , συχνότητας νµ, και αργά µεταβαλλόµενο πλάτος, Αδ.  
  
Μελέτη : Μελετήστε τα διακροτήµατα ανάµεσα σε δύο κανονικούς τρόπους 
ταλάντωσης δύο πανοµοιότυπων ταλαντωτών µε ασθενή σύζευξη (Βerkeley, Toµ. 3, 
Κυµατική, σελ. 36). 
.  
 
Ασκηση 3; 
Να βρείτε την ακρίβεια προσδιορισµού του µεγέθους ω2 εφόσον γνωρίζουµε το ω1  µε σχετικό σφάλµα 
10-9, και εφόσον µετρήσουµε την διαφορά (ω2-ω1)/2 µε σχετικό σφάλµα 10-6.  
 
Λύση ; Η ακρίβεια προσδιορισµού του (ω2-ω1)/2 οφείλεται βασικά στην ακρίβεια 
µέτρησης του χρόνου , t, και  των τιµών της συνάρτησης x(t).  H τιµή (ω2-ω1)/2 
προκύπτει µετά µία διαδικασία µαθηµατικής προσαρµογής (fit) των πειραµατικών 
δεδοµένων µε τη θεωρητική καµπύλη (Ι). Ετσι θα έχουµε 
 
∆ω = ω2-ω1 → ∆ω1= ( (∆ω)1/2  + (∆ω2 )1/2 )1/2 ≈∆ω1 →∆ω1/ω1 ≈10-6. Παρατηρούµε 
πως η ακρίβεια της µεθόδου εξαρτάται κυρίως από την ακρίβεια του προσδιορισµού 
των  x( t) και t, µια και η ακρίβεια προσδιορισµού του ω1 είναι , όπως υποθέσαµε, 
πολύ καλύτερη. Θα συναντήσουµε µεθόδους ακόµη µεγαλύτερης ακρίβειας.  
 
 
 
1.7 Επαλληλία δύο καθέτων απλών αρµονικών ταλαντώσεων 
 
  1.8 Πόλωση* 

   1.9 Επαλληλία ενός µεγάλου αριθµού n απλών αρµονικών ταλαντώσεων του 
ιδίου πλάτους a και ίσων διαδοχικών διαφορών φάσεων δ µεταξύ τους 
 
Έστω πως ένα µικρό σώµα , µάζας m, υπόκειται στην επαλληλία ενός αριθµού n 
αρµονικών ταλαντώσεων µε την  ίδια πόλωση, π.χ. εγκάρσια κατακόρυφη, και το ίδιο 
πλάτος και ίσες διαδοχικές διαφορές φάσης δ. 
  Το ερώτηµα είναι ποίο θα είναι το συνολικό αποτέλεσµα; 



Στην περίπτωση των 2 ταλαντώσεων, διαφοράς φάσης δ, προέκυψε η διανυσµατική 
άθροιση των δύο ταλαντώσεων ως το διάνυσµα R  που αντιστοιχεί στο στη διαγώνιο 
του παραλληλογράµµου των 2  στρεφοµένων διανυσµάτων, Σχ. 1.6. 
 Στη γενικότερη περίπτωση των n  το πλήθος ταλαντώσεων έχουµε πως η συνολική 
ταλάντωση αντιστοιχεί στην πλευρά που κλείνει το πολύγωνο ίσων πλευρών που 
αντιστοιχούν στα στρεφόµενα διανύσµατα µιάς εκάστης ταλάντωσης, Σχ. 1.11. 
 Πως µπορεί να προκύψει τέτοιο φαινόµενο επαλληλίας ταλαντώσεων; Όπως θα 
δούµε στο Κεφάλαιο10, στο φαινόµενο πολλαπλής συµβολής, σε ένα σηµείο του 
χώρου είναι δυνατόν να προκύπτει ταλάντωση από επαλληλία ταλαντώσεων ίδιων 
συχνοτήτων που όµως έχουν σταθερή διαδοχική φάση λόγω των διαφορετικών 
αποστάσεων του σηµείου όπου παρατηρούµε την ταλάντωση από µία συστοιχία n 
πηγών που εκπέµπουν κύµατα σε φάση. (Εδώ βλέπουµε πως τα οδεύοντα κύµατα 
προκαλούν ταλαντώσεις ). 
 
Υπολογισµός; 
Από το πολύγωνο του Σχ. 1.11 έχουµε  
                                  sin(nδ/2) 
  R/2= r sin(nδ/2)= a ----------- 
                                    sin(δ/2) 
 
Η φάση της επαλληλίας σε σχέση µε την πρώτη συνιστώσα είναι  
 
    α= (900-δ/2) – (900-nδ/2) = (n-1)δ/2   
 
δηλαδή είναι το µισό της διαφοράς φάσης µεταξύ πρώτης και τελευταίας συνιστώσας 
ταλάντωσης. 
 
Έτσι είναι  
                                 sin(nδ/2) 
  R cos( ωt +α  )=  α ------------  cos[ ωt +  (n-1)δ/2  ]   
                                   sin(δ/2) 
 
Σηµειώστε πως το συνολικό πλάτος µπορεί να µηδενισθεί αν οι συνθήκες διαφοράς 
φάσης και ο αριθµός των ταλαντώσεων n συνδυαστούν να δώσουν µηδέν. Επίσης, 
είναι δυνατόν να προκύψει πως το κλάσµα δίνει τιµή ίση προς n, και άρα 
 
R = n a 
Τούτο συµβαίνει όταν οι n το πλήθος ταλαντώσεις δρουν σε φάση. 
 
Χρήσιµα Μαθηµατικά 
 
Περίπτωση περίθλασης 
 
Γραµµικότητα και αρχή της υπέρθεσης 
 
Η διαφορική εξίσωση (2) ανήκει στην κατηγορία των γραµµικών ως προς το y  
διαφορικών εξισώσεων. (Βλέπε Berkeley, σελ. 16 ως 18) 
  
Μη οµογενείς γραµµικές εξισώσεις  
 



(Βλέπε Berkeley, σελ. 18) 
  
Έχουµε, πχ .την εξίσωση 
 
md2y/dt2 = - C y (t) + F(t),  
όπου η F(t) οφείλεται,π.χ., σε µία χρονικά µεταβαλλόµενη εξωτερική δύναµη. 
 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
ΤΡΟΠΟΙ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗΣ 

 
 
 
 
 
2.1  
ΠΑΡΑ∆ΕΊΓΜΑΤΑ 
 
∆ισδιάστατος αρµονικός ταλαντωτής 
 
Η εξίσωση κίνησης κατά τον άξονα των x  είναι: 
 
     d2x           
Μ ----- =  -   2Κ1  x 
      dt2                        
 
και 
     d2y            
Μ ----- =  -   2 Κ2  y 
      dt2                       

 

που  έχουν λύσεις: 
x(t) =Α1 cos  (ωt + φ1 ), ω1

2= 2Κ1/Μ 
 
και 
 
y(t) =Α2 cos  (ωt + φ2 )  , ω1

2= 2Κ2/Μ 
 
Βλέπουµε πως οι 2 κινήσεις είναι ασύζευκτες, και ότι η κίνηση κατά τον άξονα των x 
αντιστοιχεί στον πρώτο τρόπο ταλάντωσης, ενώ εκείνη κατά τον άξονα των y, αντιστοιχεί 
στον δεύτερο τρόπο ταλάντωσης.  Τα Α1, Β2, φ1, φ2 εξαρτώνται από τις αρχικές συνθήκες.  
 
Κανονικές συντεταγµένες 
 
Αν στο προηγούµενο  παράδειγµα δεν ήµασταν τόσο τυχεροί ή τόσο γνωστικοί, θα 
µπορούσαµε να είχαµε εκλέξει άλλο σύστηµα αξόνων  όπως αυτό που εικονίζεται στο Σχήµα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

 
 
Tότε, οι εξισώσεις κίνησης ως προς του άξονες x′ και  y′ θα είναι συξευγµένες, και στην 
περίπτωση αυτή είναι πιο υπαρκτό το πρόβληµα της ανεύρεσης των κανονικών 
συντεταγµένων, ψa και ψb , καθώς και των αντιστοίχων συχνοτήτων των τρόπων ταλάντωσης.  
Μια µέθοδος για την επίλυση προβλήµατος αυτού του είδους µε συζευγµένες εξισώσεις 
κίνησης, είναι να βρούµε άλλες µεταβλητές, ως προς τις οποίες οι νέες εξισώσεις κίνησης 
είναι ασύζευκτες, δηλαδή να βρούµε τις κανονικές µεταβλητές. Η µέθοδος για την επίτευξη 
του στόχου περιγράφεται πιο κάτω: 
 
Επανάληψη µε ένα απλό παράδειγµα 
 
Συζευγµένες ταλαντώσεις µε δύο αρµονικούς ταλαντωτές που συνδέονται µεταξύ τους 
µε ένα ελατήριο 
 
 
 
 
 
 
Η εξίσωση κίνησης της πρώτης µάζας είναι 
 
    .. 
Mψa (t) = - s ψa (t) + s(ψb- ψa ) 
 
Και του δεύτερου σώµατος 
 
    .. 
Mψb (t) = - s ψb (t) - s(ψb- ψa ) 
 
Προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο ως άνω εξισώσεις, και θέτοντας ψ1≡ ψa (t) + ψb(t) 
παίρνουµε: 
     .. 

x

y 
x′

y′ 

Σχήµα 2.1 



Μ ψ1= -s ψ1 και άρα  ψ1= Α cos (ω1 t+φ1) µε ω1
2

 = s/Μ 
 
Aφαιρώντας κατά µέλη τις 2 εξισώσεις κίνησης και θέτοντας ψ2≡ ψa (t) - ψb(t) 
     .. 
Μ ψ2= - 3 s ψ2 και άρα ψ2= Β cos (ω2 t+φ1) µε ω2

2 = 3 s/Μ 
 
Βλέπουµε δηλαδή, πως υπάρχουν δύο νέες µεταβλητές κίνησης , ψ1 και ψ2 , που είναι 
γραµµικός συνδυασµός των αρχικών µεταβλητών, ως προς τις οποίες έχουµε αρµονική 
ταλάντωση µε τις 2 συγκεκριµένες συχνότητες που βρήκαµε. Οι 2 αυτές συντεταγµένες 
λέγονται κανονικές µεταβλητές 
 
Βλέπουµε επίσης πως προκύπτει ότι: 
 
2ψa= ψ1 +ψ2= Α cos (ω1 t+φ1)  + Β cos (ω2 t+φ1) 
και 
2ψb= ψ1 -ψ2= Α cos (ω1 t+φ1)  - Β cos (ω2 t+φ1) 
 
Συµπεραίνουµε λοιπόν πως οι συντεταγµένες κίνησης, ψα και ψb είναι πάντοτε 
επαλληλία, η γενικότερα γραµµικός συνδυασµός δύο απλών αρµονικών κινήσεων που 
αντιστοιχούν στους λεγόµενους τρόπους ταλάντωσης. Οι µεταβλητές ψ1 και ψ2 
ονοµάζονται κανονικές µεταβλητές ενώ οι ω1 και ω2 λέγονται συχνότητες τρόπων  
ταλάντωσης 
 
Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις 
 
∆ιακρίνουµε 2 περιπτώσεις; 
 
Πρώτον εξαναγκασµένες ταλαντώσεις ενός αρµονικού ταλαντωτή, και 
∆εύτερον, εξαναγκασµένες ταλαντώσεις και συντονισµός σε δύο συζευγµένους 
ταλαντωτές. 
 
Το πρώτο θέµα περιγράφεται αρκετά ικανοποιητικά στου  French, pages 77 ως 88. 
 
Η εξίσωση κίνηση ενός αρµονικού ταλαντωτή, στον οποίο εφαρµόζουµε µία περιοδική 
εξωτερική δύναµη είναι: 
     .. 
m x(t) + kx   =F0 cosωt 
 
H εξωτερική περιοδική δύναµη, θα προσπαθεί να επιβάλει στον ταλαντωτή τη δικά της 
συχνότητα ω, ενώ ο ταλαντωτής στην αρχική φάση της επιβολής της εξωτερικής δύναµης, θα 
κινείται κατά καλή προσέγγιση µε την ιδιοσυχνότητα ω0. 
Η µαθηµατική πλήρης λύση της εξίσωσης αυτής, περιλαµβάνει ένα απλό άθροισµα των δύο 
αυτών ειδών κινήσεων. Ωστόσο, σε πραγµατικά προβλήµατα, η κίνηση µε την ιδιοσυχνότητα 
θα φθίνει σιγά-σιγά, λόγω της αναπόφευκτης ύπαρξης τριβών. 
Η αρχική φάση στην οποία οι ελεύθερες ταλαντώσεις κυριαρχούν, λέγεται µεταβατική. Μετά 
όµως από επαρκή χρόνο, παραµένει µόνο η συνιστώσα της εξαναγκασµένης ταλάντωσης. 
Αυτή η κατάσταση επικρατεί στη λεγόµενη µόνιµη κατάσταση.  
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1) 1.10 BERKELEY 
 
 

 
 
 



Ενότητα 1η Περιγράφηκαν τα περιεχόµενα του µαθήµατος, η µέθοδος παρουσίασης  θεµάτων 
από σπουδαστές. Υπό όρους προστίθενται ως 15 µονάδες στον τελικό βαθµό του 
διαγωνίσµατος. Πρέπει όµως να γράψουν σε αυτό για >= 35 µον. 
 
 
 
 
 
 
Περιεχόµενα Αρµονικός Ταλαντωτής (χωρίς και µε απόσβεση).( Ασθενής, κρίσιµη , ισχυρή 
απόσβεση).Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις (µεταβατική κατάσταση-µόνιµη κατάσταση), 
σύνθετη µηχανική αντίσταση. Συντονισµός και παράγοντας ποιότητας Q, κυκλώµατα 
εναλλασσοµένου ρεύµατος, µιγαδική αντίσταση . Pain: Κεφ.1-2 εκτός από τις παραγράφους 
:1.8,1.10,2.8,2.13. 
 
2. Συζευγµένοι ταλαντωτές , κανονικοί τρόποι ταλάντωσης [ελαστική σύζευξη-κανονικές 
συντεταγµένες-βαθµοί ελευθερίας-κανονικοί τρόποι ταλάντωσης, προσδιορισµός συχνοτήτων 
κανονικών τρόπων ταλάντωσης, εξαναγκασµένη ταλάντωση συζευγµένων ταλαντωτών-
συχνότητες συντονισµού, αδρανειακή -επαγωγική σύζευξη ηλεκτρικών ταλαντωτών, 
ενέργεια κανονικών τρόπων ταλάντωσης, ταλάντωση στην περίπτωση τυχαίων αρχικών 
συνθηκών-διακροτήµατα, περιοδική διάταξη πολλών σηµειακών µαζών σε  ιδανική χορδή-
συχνότητα αποκοπής] . Pain: Κεφ.3] 
 
3. Κύµατα σε συνεχή µέσα, σε µία διάσταση [εξίσωση κύµατος ως όριο της περιοδικής 
διάταξης πολλών σωµατιδίων στο όριο του συνεχούς-εξίσωση κύµατος σε συνεχές ελαστικό 
µέσο, γενική λύση της εξίσωσης κύµατος. Εγκάρσια κύµατα. Οδεύοντα κύµατα.Φασική 
ταχύτητα. ∆ιάδοση ενέργειας οδεύοντος κύµατος. Χαρακτηριστική αντίσταση ελαστικού 
µέσου. Οριακές συνθήκες σε ασυνέχεια . Ανάκλαση-διάδοση σε ασυνέχεια.Κανονικοί τρόποι 
ταλάντωσης σε συνεχές µέσο σε µία διάσταση, στάσιµα κύµατα. Κυµατοπακέτα ως 
επαλληλία πολλών συχνοτήτων και θεωρήµατα εύρους ζώνης. Σχέσεις διασποράς και 
ταχύτητα οµάδας..] : Pain: Κεφ.4 εκτός από τις παραγράφους :4.14, 4.18,4.19,4.20 . 
 
3α) Γεωµετρική Οπτική Οπτικά όργανα. Αστρονοµικά Τηλεσκόσπια 
http://csep10.phys.utk.edu/astr162/lect/light/telescopes.html   (Mauna Kea Observatory) 
 
Κοσµικές ακτίνες από ανιχνευτή κυµάτων βαρύτητας: 
http://www.icrc1999.utah.edu/~icrc1999/root/vol2/h6_4_07.pdf 
 
4. Μέθοδοι Fourier [Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης και ανάπτυγµα Fourier, συντελεστές 
Fourier και ενέργεια κανονικών τρόπων ταλάντωσης, κίνηση χορδής µε αρχική διαταραχή 
(αρχικές αποµακρύνσεις-αρχικές ταχύτητες-συνδυασµός][ Pain: από Κεφ.9:9.1-9.5] 
Ολοκλήρωµα Fourier. Μετασχηµατισµός Fourier 
5. Συµβολή-Περίθλαση από σύµφωνες πηγές [Συµβολή µε διαίρεση µετώπου(δύο 
σηµειακές πηγές, Ν σηµειακές πηγές). Συµβολή µε διαίρεση πλάτους. Περίθλαση σε 
ασυνέχεια πεπερασµένων διαστάσεων] [Pain: από Κεφ. 10: 10.12-10.19,10.23] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιάλεξη 4 
 
Eπιµονή, και µη αποθάρρυνση από την µη κατανόηση µε την πρώτη φορά! 
 
Ως τώρα έχουµε ήδη συναντήσει διάφορα είδη, από απλά ως σύνθετα, ταλαντωτικών 
κινήσεων. Συναντήσαµε την επαλληλία 2 ταλαντώσεων της ίδιας συχνότητας µε  κάποια 
όµως διαφορά φάσης. Θα συναντήσουµε παρακάτω και περιπτώσεις επαλληλίας 
ταλαντώσεων µε διαφορετικές συχνότητες. 
Παράδειγµα αρµονικού ταλαντωτή 
 
1) Σωµατίδιο µάζας 1 Kgr κινείται σε φρέαρ δυναµικής ενέργειας που δίνεται από 
U=U0+6x+x2. Να βρείτε (α) τη δυσκαµψία, (β) την περίοδο ταλάντωσης , και (γ) τη θέση 
σταθερής ισορροπίας. 
 
Λύση  
Force = (-dU(x)/dx) = (-6 -2x), and the equilibrium position is x0=3. The equation of motion  



           ..                                                                                              ..  .. 
Is    m x = (-6 -2x) = -2(3+x). Changing variable, y≡3+x,  we have y=x 
and thus, 
   .. 
my= -2 y. We conclude that the force constant is s=2 Nt/m. 
 
The frequency of oscillation  is equal to ω/2π=√(2/m) = 1.41 /(2π)  Hz 
                              .. 
Για x= - 3, είναι   x(t)|x=-3=0, άρα η θέση ισορροπίας είναι στο x = -3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
2) Σωµατίδιο µάζας 1 γραµ.  εκτελεί απλή αρµονική  κίνηση  κατά µήκος του άξονα των x. 
Σε αποστάσεις  6 cm  και 10 cm από τη θέση ισορροπίας , οι ταχύτητες του σωµατιδίου είναι   
5 cm/s και  4 cm/s, αντίστοιχα. Να βρείτε την περίοδο ταλάντωσης, το πλάτος και τη µέγιστη 
κινητική ενέργεια. 
Λύση  
Εστω, x=C sin(ω0t +φ),      και άρα   dx/dt= C ω0 cos(ω0t +φ)  (1) 
 
Και λόγω της (1)  
 
dx/dt= ω0 √(C2-x2)  
 
Με αντικαταστάσεις έχουµε 
v2= ω0 √(C2-x2 2) (a) 
και , 
v1= ω0 √(C2-x1 2)  (b) 
 

x= -3 Σχήµα 2.2 



 →   v1
2- v2

2= ω0
2

  (x1
2- x2

2) → ω0
2= (v1

2- v2
2) / (x1

2- x2
2) 

 
Για το πλάτος, από τη (b)   παίρνουµε  C2= v1

2 /ω0
2 + x1 2 = v1

2 (x1
2- x2

2) / (v1
2- v2

2)  + x1 2 
               v1

2 x2
2- v2

2 x1
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C2=[    ----------------       ]1/2 
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 (2) Ταλαντώσεις µε διαφορετικές συχνότητες 
 
Σε αυτή την περίπτωση, η συνισταµένη µετατόπιση γίνεται: 
 
x= a sinω1t+ a sinω2t 
 
Ασκηση 4) Να λύσετε  αναλυτικά το πρόβληµα συζευγµένων ταλαντώσεων 2 ίσων µαζών 
συνδεοµένων µεταξύ των µε ελατήριο σταθεράς s και έκαστο εξ αυτών είναι συνδεδεµένο µε 
κατακόρυφο τοίχο, επίσης µε ελατήριο σταθεράς s, έτσι ώστε να έχουµε µία οριζόντια 
ταλαντωνόµενη διάταξη µαζών και ελατηρίων χωρίς τριβή. Στη θέση ισορροπίας, τα 
ελατήρια είναι στο φυσικό τους µήκος. 
 
Κανονικές συντεταγµένες ή κανονικές µεταβλητές (ΚΜ) 
Με αυτή την επιλογή συντεταγµένων ,  x και y , δεν υπάρχει σύζευξη µεταξύ των  
δύο  
κινήσεων. Αυτή όµως δεν είναι η γενικότερη  περιγραφή της κίνησης.  
 
Με άλλα λόγια και συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε πως σε ένα σύστηµα δύο 
ταλαντωτών η κίνηση εκάστου είναι στη γενική περίπτωση  µη αρµονική και 
πολύπλοκη. Ωστόσο, µε κατάλληλες αρχικές συνθήκες (και σε ορισµένες περιπτώσεις 
εντελώς τυχαία! ) είναι δυνατόν να συµβεί ώστε η κίνηση ενός εκάστου ταλαντωτή 
να είναι αρµονική και µάλιστα και ο δύο να ταλαντώνονται µε την ίδια συχνότητα. 
Αν µάλιστα το φαινόµενο των  τρόπων ταλάντωσης θεωρείται πολύ σπουδαίο 
φαινόµενο, µπορούµε να υποθέσουµε πως η ανακάλυψη του υπήρξε εντελώς τυχαία 
και στη συνέχεια  προκάλεσε το ενδιαφέρον των Φυσικών και Μαθηµατικών. Θα 
δούµε µάλιστα ότι το φαινόµενο επεκτείνεται και σε συστήµατα ταλαντωτών 
µεγάλου πλήθους. Ένα στερεό σώµα αποτελείται από δισεκατοµµύρια σωµατίδια 
µεταξύ των οποίων υπάρχουν δυνάµεις που θα µπορούσαν να υποτεθούν, προς 
στιγµήν, όµοιες µε εκείνες ενός ελαστικού ελατήριου. Έτσι, αναµένει κανείς να 
εφαρµόζονται και εδώ τα περί των τρόπων ταλάντωσης. (Ιδετε και στη Βιβλιογραφία 
στο τέλος του εδαφίου αυτού: French, Vibrations and  Waves, page 135). 
   Ένα ακόµη χαρακτηριστικό ενός τρόπου ταλάντωσης είναι πως τα επί µέρους 
σωµατίδια (ταλαντωτές) έχουν σταθερό λόγο πλατών. Ας δούµε λοιπόν πως 
µπορούµε να αναζητήσουµε συστηµατικά τους τρόπους ταλάντωσης σε ένα 
συγκεκριµένο πρόβληµα µε δύο ταλαντωτές.  
Γενικά, πρέπει να γράψουµε τις εξισώσεις κίνησης εκάστου σώµατος ως προς τις  
µεταβλητές x  και y. Eστω αυτές πως είναι ανεπιτυχείς συντεταγµένες υπό την έννοια 
πως οι εξισώσεις κίνησης είναι συζευγµένες, δηλαδή εκείνη µε την δεύτερη παράγωγο  



του x ως προς το χρόνο περιέχει και το y, και εκείνη µε την δεύτερη παράγωγο  του y 
ως προς το χρόνο περιέχει και το x.   
   
Εστω λοιπόν ότι µε τις ανεπιτυχείς συντεταγµένες x  και y ότι προκύπτουν οι εξής 
εξισώσεις: 
 
                                  d2x/dt2=- α11x  -α12 y   και 
                                                                                                 (1) 
                                  d2y/dt2=- α21x  -α22 y 
 
Tώρα, υποθέτουµε, απλά και µόνο ότι έχουµε ταλάντωση µε ένα κανονικό τρόπο. 
Τότε είναι φανερό πως η κίνηση εκάστου από τα δύο σώµατα γίνεται απλή αρµονική , 
µε µία ζητούµενη κυκλική συχνότητα ωi και έτσι δεν συνυπάρχει σε αυτήν 
συνιστώσα από άλλες κυκλικές συχνότητες ωj≠i. 
 
∆ηλαδή τότε µπορούµε να βάλουµε  
 
x(t)= Α cos ( ωit+φ) και y(t)= B cos ( ωit+φ) 
 όπου το ω παίρνει εδώ µία µόνο τιµή, ωi,  ενώ οι αντίστοιχοι όροι από τυχόν άλλους 
τρόπους ταλάντωσης είναι µηδέν. 
Συνεπώς, παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο έχουµε 
 
                              d2x/dt2=- ωi

2 x     και 
 
                                  d2y/dt2=- ωi

2  y  (στη συνέχεια για απλότητα αµελούµε το δείκτη 
i) 
 
Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις (1) παίρνουµε: 
 
 
(α11   -ω2) x  +α12 y=0   και 
                                                                                                 (2) 
α21x  +(α22 -ω2)y=0 
 
Από εδώ, οι δύο εξισώσεις που πρέπει να ισχύουν ταυτόχρονα δίνουν για το λόγο y/x: 
 
y/x=(ω2-α11)/α12    και  y/x= α21/ (ω2-α22)                                  (2.1) 
 
 Αρα, λόγω της ισότητας των δύο λόγων y/x παίρνουµε: 
 
  (ω2-α11)/α12    = α21/ (ω2-α22) 
     
δηλαδή 
 
(α11-ω2) (α22-ω2) –α21α12=0                         (3) 
 
Υπάρχει και άλλη µέθοδος µε την ορίζουσα που την εκθέτουµε σε συντοµία: 
Αυτή έγκειται στο να εξισώσουµε την ορίζουσα του γραµµικού και οµογενούς 
συστήµατος των εξισώσεων (2) µε το µηδέν ώστε να έχουµε µη µηδενική λύση για τα 
x και y: 



Τότε οδηγούµαστε πάλι στην εξίσωση (3). 
 
Αυτή είναι µία δευτεροβάθµια εξίσωση ως προς το ω2, και εν γένει έχει 2 λύσεις, που 
τις ονοµάζουµε ω1

2 και ω2
2. Έτσι, βρίσκουµε πως υπάρχουν ακριβώς 2 

διαφορετικές κυκλικές συχνότητες και άρα 2 διαφορετικοί τρόποι ταλάντωσης. Σε 
κάθε έναν από αυτούς τους τρόπους υπάρχει ένας συγκεκριµένος λόγος y /x που 
προκύπτει από µία οποιαδήποτε από τις εξισώσεις (2.1), π΄χ. 
 
(y/x)τρόπου i =(ωi

2-α11)/α12 ,  µε i=1,2 
 
Aφού βρήκαµε τις κυκλικές συχνότητες ω1  και ω2, µπορούµε να πούµε πως η 
γενικότερη κίνηση εκάστου σώµατος σε συζευγµένη ταλάντωση προκύπτει ως 
υπέρθεση των δύο τρόπων, δηλαδή 
 
x(t)= x1(t)+ x2(t)= Α1 cos ( ω1t+φ1) + Α2 cos ( ω2t+φ2) 
 
y(t)= y1(t)+ y2(t)=(Β1/Α1 ) Α1 cos ( ω1t+φ1) + (B2/Α2) Α2 cos ( ω2t+φ2) 
 
=Β1 cos ( ω1t+φ1) + Β2 cos ( ω2t+φ2)        (4) 
 
∆είτε τώρα και τα σχόλια στο τέλος του αντίστοιχου εδαφίου Κυµατικής Berkeley 
(σελ 24 και 25). 
 
 Παρατηρούµε πως . ενώ επιλέγουµε τα Α1,φ1,Α2 και φ2 τελείως αυθαίρετα, δεν 
είχαµε καθόλου ελευθερία επιλογής όταν έπρεπε να διαλέξουµε τα αντίστοιχα 
µεγέθη στην εξίσωση (4) που αναφέρονται φυσικά στο δεύτερο σώµα. Τούτο 
έγινε επειδή ι αρχικές φάσεις,  φ1 και φ2,  ήταν ήδη καθορισµένες από το πρώτο 
σώµα, ενώ για τα πλάτη ρου δεύτερου σώµατος: αυτά εξαρτώνται και από τα 
πλάτη του πρώτο, για έκαστο τρόπο ταλάντωσης, µέσω των σχέσεων (2.1).  
 
 
Ιδιότητες ενός τρόπου ταλάντωσης 
 
(α) Η ταλάντωση η οποία εξαρτάται από µία µόνο µεταβλητή Χ ή Υ ονοµάζεται κανονικός 
τρόπος ταλάντωσης και έχει τη δική  του κανονική συχνότητα. Σε ένα τέτοιο τρόπο 
ταλάντωσης όλα τα κινούµενα µέρη ταλαντώνονται µε την ίδια κανονική συχνότητα , και 
έχουν ένα λόγο πλατών Α/Β που λέγεται Σχήµα του τρόπου και τον χαρακτηρίζει. 
 
(β) Η ολική ενέργεια ενός συστήµατος  χωρίς απόσβεση µπορεί να εκφρασθεί µε το 
άθροισµα των τετραγώνων των κανονικών συντεταγµένων πολλ/σιασµένων µε σταθερούς 
συντελεστές, και το άθροισµα των τετραγώνων των πρώτων παραγώγων των ως προς τον 
χρόνο πολ/σιασµένων  επί σταθερούς συντελεστές.  
 
(γ) Η σηµασία των κανονικών τρόπων ταλάντωσης βρίσκεται στο ότι  είναι εντελώς 
ανεξάρτητοι µεταξύ των. Η ενέργεια συσχετισµένη µε τον ένα τρόπο, ποτέ δεν 
ανταλλάσσεται µε εκείνη ενός άλλου τρόπου. Αυτός είναι ο λόγος γιατί µπορούµε να 
προσθέσουµε την ενέργεια των διαφορετικών τρόπων για να βρούµε τη συνολική ενέργεια. 
 

1. Η έκφραση της κινητικής ενέργειας του συστήµατος σε έκαστο τρόπο ταλάντωσης, 
π.χ. τον τρόπο ω1,  είναι αρκετά απλή: 

 
Εκιν,1  = ½ m1 A2 ω1

2 sin2(ωt+φ1 ) + ½ m2 B2 ω2 sin2(ωt+φ1 ) = 



 
= ½ ω1

2 sin2(ω1 t+φ1 ) (m1A2+ m2B2) 
 
Η κινητική ενέργεια λόγω του τρόπου ταλάντωσης ω2 είναι 
 
Εκιν.2= ½ ω2

2 sin2(ω2 t+φ2 ) (m1C2+ m2D2), και άρα η συνολική  κινητική ενέργεια είναι: 
 
Εκιν,ολική = Εκιν,1  + Εκιν.2= ½ ω1

2 sin2(ω1 t+φ1 ) (m1A2+ m2B2) + ½ ω2
2 sin2(ω2 t+φ2 ) (m1C2+ m2D2) 

 
 
 
 
  
 
ΑΣΚΗΣΗ 
 
Έστω ένα σύστηµα δύο συζευγµένων  εκκρεµών ίσης µάζας και ίσων µηκών που 
εκτελούν συζευγµένες ταλαντώσεις. Να βρεθούν οι τρόποι ταλάντωσης. 
Oταν οι µάζες 2 συζευγµένων εκκρεµών του  δεν είναι ίσες, να δείξετε ότι οι 
εξισώσεις κίνησης είναι : 
      ..                                                              ..                                                          
 m1x=- m1(g/l)x-s(x-y) και m1y=- m1(g/l)y+s(x-y) 
Στη συνέχεια, επιλέξετε ως κανονικές µεταβλητές την  
 Χ≡(m1x +m2 y)/( m1+ m2) και επιβεβαιώστε ότι πράγµατι η ανωτέρω αντιστοιχεί σε 
κανονικό τρόπο ταλάντωσης µε κανονική συχνότητα που δίνεται από τη σχέση  
ω1

2=g/l , και πως η Υ≡x-y αντιστοιχεί σε κανονική συχνότητα που δίνεται από τη 
σχέση 
        ω2

2=g/l + s( 1/m1 + 1/m2). Ποίες είναι οι φυσικές σηµασίες των Χ και Υ; 
 
Lecture  7 November 2006 
 
 
 
Lecture  9 November 2006 , Τhursday   ∆εν έγινε λόγω απεργίας ∆ΕΠ 
 
Lecture 13 Nov. 2006  Monday    Εγινε 
 
Lecture 14 Nov. 2006 
Εισαγωγή του µιγαδικού εκθετικού συµβολισµού 
 
Ας σχηµατίσουµε το παρακάτω άθροισµα 
 
cos  θ  + j sin θ = 1 +  jθ   - θ2/2! - j  θ3/3! +θ4/4! +… , όπου το ηµίτονο και 
συνηµίτονο έχουν αναπτυχθεί κατα Τέιλορ. Ειναι γνωστό ότι το -1 µπορεί να εκφρασθεί 
σαν το τετράγωνο του φανταστικού αριθµού j,   , -1= j2 . Συνεπώς,  
 
cos  θ  + j sin θ = 1 +  jθ   - (jθ)2/2! - (j θ)3/3! +(jθ)4/4! +…+ (jθ)n/n! +…   (1.2α) 
 
Aλλα το δεξί µέλος της εξίσωσης (1.2α)  έχει ακριβώς τη µορφή της εκθετικής σειράς µε 
εκθέτη (jθ) . Αρα, µπορούµε να γράψουµε την παρακάτω ταυτότητα 
                  



                                      
 cos  θ  + j sinθ = eiθ    
 
Ετσι, έχουµε µε τη σχέση αυτή το πολύ σπουδαίο αποτέλεσµα  της σύνδεσης της 
επίπεδης γεωµετρίας (ηµιτονα , συνηµίτονα)  και της άλγεβρας ( εκθετική συνάρτηση). 
Αυτή η ανακάλυψη έγινε από τον Euler  
 το 1748) 
Η χρησιµότητα της σχέσης αυτής στις ταλαντώσεις εγκειται στο ότι διευκολύνει πού 
παραγωγίσεις ως προς χρονο ή  αποµάκρυνση. Ετσι, αντι να κάνουµε τέτοιες πράξεις 
στην έκφραση 
 
                        x=Acos (ωt+α) 
 
κάνουµε την παραγώγιση στον µιγαδικό 
 
                     z= Acos (ωt+α)   + j A sin (ωt+α) 
= ej(ωt+a)     
 µε πραγµατικό µέρος , x= real part of z 
 
Tότε, 
      dz/dt = jω A ej(ωt+α)    

 

και , 

      
d2z/dt2 = (jω)2 A ej(ωt+α)   = -ω2z 
 
 Tα τρία αυτά διαγράµµατα φαίνονται στο Σχήµα….1.2 
 
 
 
 
 
 
                     dz/dt 
 
                                           z 
 
 
 
 
                   d2z/dt2 
Σχήµα 1.2  
 
         ..             
   m  x  +kx=0                     1.0 
 
ή 
        .. 
       x  +ω0

2 x=0                     1.1 



 
 
 
 
 
         ..            . 
   m  x  + bx +kx=0                     1.2 
 
Ας δούµε τη λύση της εξίσωσης (1.1) 
 
 ∆οκιµάζουµε λύση της µορφής  x=Ce  αt   µε τα C και α σταθερά. Τότε µπορεί να δειχθεί 
εύκολα ότι 
                         α2  + ω0

2 =0  και άρα   α=±iω0  
Οι δύο δυνατές λύσεις  είναι λοιπόν 
 
        x1 (t) =  C1 exp( iω0 t)  και x2 (t) =  C2 exp(- iω0 t)  
Επειδή η εξίσωση  (1.2) είναι γραµµική, θα είναι λύση και οποιοσδήποτε γραµµικός 
συνδυασµός 
 
   
x (t) =  C1 exp( iω0 t)  + C2 exp(- iω0 t)  
 
Το πραγµατικό µέρος της παραπάνω έκφρασης µπορεί να αντιπροσωπεύει µία αρµονική 
κίνηση. Τα πράγµατα δεν είναι πάντοτε τόσο απλά. Ενα σωµατίδιο, µπορεί να κινείται µε την 
επενέργεια πάνω του κάποιας δύναµης που να µήν είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης, αλλά να 
δίνεται µε µία πιό πολύπλοκη εξάρτηση. Ανάµεσα στις αρµονικές ταλαντώσεις και στις 
τυχαίες κινήσεις ενός σώµατος σε µονοδιάστατη κίνηση, έχουµε και µία µεγάλη κατηγορία  
κινήσεων που δεν είναι αρµονικές , αλλά είναι εν τούτοις περιοδικές . Η αρµονική κίνηση 
είναι µία ειδική  περίπτωση περιοδικής  κίνησης.  Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται ένα τέτοιο 
παράδειγµα περιοδικής κίνησης που θα µπορούσε να είναι το αποτέλεσµα του 
καρδιογραφήµατος σε µία γάτα: 
 
 
 
 
Πίεση 
 
 
 
 
                    Τ                                                         χρόνος 
   Σχήµα 1.3…  Μη αρµονική περιοδική κινηση 
 
Στο παράδειγµα αυτό, η ταλάντωση (πίεση) είναι προσεγγιστικά περιοδική. Σε άλλα 
παραδείγµατα, η ταλάντωση µπορεί να έχει πανοµοιότυπη µορφή σε κάθε περίοδο. 
 
Οπως θα δούµε, κάθε περιοδική κίνηση µπορεί να αναλυθεί σε µία επαλληλία από αρµονικές 
κινήσεις που έχουν συχνότητες πολλαπλάσιες µίας “θεµελειώδους” αρµονικής συχνότητας 
(Θεώρηµα του Fourier). Ετσι, είναι αναγκαίο να µελετήσουµε καλά τις απλές αρµονικές 
ταλαντώσεις. 
 



 
 
 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  
ΦΘΙΝΟΥΣΕΣ ΚΑΙ 
ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ 
ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 

 
Ελεύθερες Φθ.ινουσες Ταλαντώσεις 
 
Εδώ έχουµε την επίδραση µίας δύναµης “τριβής”  
 
 
 
 
 
                                               x 

                                               
Fig1_mass_spring 
                                                                   . 
                                       ∆ύναµη τριβής  rx 
 
                                                 Σχ. 1.4 
 
         . 
Tώρα, λόγω της δύναµης τριβής, -r x  θα είναι 
 
                              ..     . 
                        m   x +rx + sx =0 
Eδώ, για τη λύση της, έχουµε τρεις περιπτώσεις . Μπορούµε πρώτα να αναζητήσουµε 
εκθετικής εξάρτησης λύση    , x=C eαt.  
 
Στις δύο περιπτώσεις το C  εµφανίζεται ρητά ως σταθερό µήκος,  αλλά στην τρίτη 
παίρνει τη µορφή 



C= A+Bt  (B έχει διαστάσεις ταχύτητας).  Παίρνοντας το C σαν σταθερό µήκος, 
έχουµε 
            .                          .. 
           x= α C eαt  και     x = α2 C eαt 
και άρα, 
 C eαt ( mα2 + rα+s)=0  , οπότε  C eαt  (τετριµένη λύση)  ή mα2 + rα+s=0 
 
Λύνοντας την εξίσωση β βαθµού ως προς α βρίσκουµε  
                                     -r              r2          s 
                             α= ------+-  ( -----  -  ------    )1/2 
                                   2m            4m2        m 
και  τρεις διαφορετικές περιπτώσεις ως προς την διακρίνουσα 
 
(α) ∆=q2 Θετική  , (“τριβή “ υπερνικά “δύναµη επαναφοράς”) και η ισχυρή απόσβεση 
οδηγεί σε “υπερκρίσιµη απόσβεση” 
 
(β) ∆= µηδέν . Τότε έχουµε τη λεγόµενη “κρίσιµη απόσβεση” 
 
(γ) ∆ µικρότερο µηδενός, δηλαδή η τριβή  δεν εµποδίζει την ταλαντωτική κίνηση.  
 
Περίπτωση (α) 
Αποδεικνύεται ότι 
 
                    x=e-pt [ (F/2) (eqt +  e-qt) +(G/2) (eqt -  e-qt) ] 
 
και άρα, µη ταλαντωτική συµπεριφορά. To p ισουται µε r/2m  
(εγινε όλο το &1.12 Πειν εκτός κρίσιµη απόσβεση), και εκτός συντελεστή 
ποιότητας. 
Κρίσιµη Απόσβεση 
 
 
                            x= (A+ Bt) e -rt/2m  =(A+Bt) e-pt 
 
Αυτή βρίσκει εφαρµογές στο βαλιστικό γαλβανόµετρο και σε άλλες περιπτώσεις 
 
Aσθενής απόσβεση 
 
                                                       r2          s               1/2 
                                ω′=              ( -----  -  ------    ) 
                                                     4m2        m 
                s               r2             1/2 
=  +-i (  -------  -  -------     ) 
                  m           4m2   
                                                             
Aρα, 
 
 
      x=C e-rt/2m  e ±iω′t    

 



∆εύτερη µεγάλη έκφραση (εκθέτης του δεύτερου e) µπορεί να συµβολιστεί µε ω’ 
 
 
 
 
 
12-11-03 EE  
Εφαρµογές  Απλή αρµονική ταλάντωση µε απόσβεση σε ένα 
ηλεκτρικό κύκλωµα   
 
Η εξίσωση που διέπει την µεταβολή των ηλεκτρικών φορτίων σε ένα κύκλωµα µε ωµική 
αντίσταση R και αρχική διαφορά δυναµικού V=V0  είναι 
 
                         R dq/dt +L di/dt + q(t)/C=0 
 
Mε άλλα λόγια,  το άθροισµα όλων των  διαφορών δυναµικού πρέπει να ισούται µε µηδέν 
(Νόµος του Kirchoff).  Eχουµε 
                         .          .. 
        R q  + L q +q/C =0 
 
Bάζοντας τώρα στο αντίστοιχο παράδειγµα  µηχανικής, m  L , r  R, s  (1/R)  παίρνουµε 
 
                                                2     2            1/2 
                        q=q0 e -Rt/2L +- (R /4L -1/LC)       t 
 
Η οποία για 1/LC > R2/4L2, δίνει ταλαντωτική συµπεριφορά µε συχνότητα  
                                                 1        R2 
                                     ω2 =  ------ -  ------- 
                                                LC       4L2 
Στον  όρο εξασθένησης  έχουµε ότι το R/ L έχει διαστάσεις αντιστρόφου χρόνου T-1 . 
Αν τώρα, 
                                        b2         k 
     η ποσότητα ∆≡ (     -----  -  ----  ) είναι µικρότερη του µηδενός 
                                    4m2        m 
γράφουµε  
 
 
               b2         k 
       ± (  -----  -  ----  )1/2  ≡±iω' 
            4m2       m 
και έτσι, 
 
x(t)=C e-(b/2m)t     ( cosω't± i sin ω't)  
 
Η έκφραση αυτή µας φαίνεται να µας  προσκαλεί  να επιλέξουµε µόνο το πραγµατικό 
µέρος, και έτσι παίρνουµε 
 
x(t)=C e-(b/2m)t    cosω't 
σαν ρεαλιστική λύση. 



 Αλλος τρόπος αντιµετώπισης είναι να πάρουµε  ένα γραµµικό συνδυασµό των 
λύσεων µε + και -,οπότε 
 
 
x(t)=e-(b/2m)t (C1eiω't+ C2e-iω't) 
                                       Α                                A 
Αν τώρα βάλουµε C1=-------  eiφ          C2 = -  ------- e -iφ 
                                        2i                               2i 
προκύπτει εύκολα, 
 
x(t) =A e-(b/2m)t sin(ω't+φ) 
 
Eνα πρακτικό παράδειγµα αποσβενόµενων ταλαντώσεων φαίνεται στο Σχήµα, όπου 
παρουσιάζεται η απόσβεση κραδασµών σε ένα αυτοκίνητο µέσω του "αµορτισέρ". 
 
 

 
Fig_5_12_03 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις µε ένα βαθµό ελευθερίας 
 
Ας φανταστούµε έναν ταλαντωτή που δέχεται και µία εξωτερική ταλάντωση, δηλαδή 
µία περιοδική εξωτερική δύναµη. Για απλότητα, µπορούµε να δεχθούµε πως η 
περιοδική εξωτερική δύναµη είναι αρµονική, δηλαδή της µορφής F(t) =F0 cos(ω t). 
Θα δούµε πως η εξειδίκευση αυτή δεν είναι σοβαρός περιορισµός, διότι οποιαδήποτε 
περιοδική συνάρτηση F(t) µπορεί να αναλυθεί σε επαλληλία αρµονικών 
συναρτήσεων µε κυκλικές συχνότητες , ωn, που είναι πολλαπλάσια µίας βασικής 
συχνότητας, ω0, γνωστή ως θεµελιώδης συχνότητα. Στην περίπτωση λοιπόν της 
αρµονικής δύναµης, η εξίσωση κίνησης του ταλαντωτή γράφεται: 



         .. 
     m x  = - k x  + F0 cosωt 
 
 υπό την προυπόθεση ότι δεν υφίστανται δυνάµεις τριβής, µία αρκετά µη ρεαλιστική 
βέβαια περίπτωση. Στην πραγµατικότητα, υπάρχουν πάντοτε κάποιες δυνάµεις 
τριβής, µε αποτέλεσµα οι ταλαντώσεις να τείνουν να φθίνουν αφενός, λόγω των 
τριβών, αλλά λόγω της εξωτερικής δύναµης υπάρχει µία τάση να αυξάνεται το 
πλάτος ταλάντωσης. Ποια τάση θα επικρατήσει; Η απάντηση είναι πως η διαδικασία 
τριβών προκαλεί µία κατάσταση µεταβατικών φαινοµένων ενώ η εξωτερική δύναµη 
οδηγεί µετά πάροδο επαρκούς χρόνου στη λεγόµενη µόνιµη κατάσταση. Σε αυτήν 
έχουν εξουδετερωθεί  τα µεταβατικά φαινόµενα , και οι ταλάντωση συντηρείται µε 
µία κυκλική συχνότητα ίση προς ω, δηλαδή εκείνη του εξαναγκάζοντος αιτίου. Η 
κυκλική συχνότητα,  
ω0=(k/m)1/2, δηλαδή η ιδιοσυχνότητα, δεν επηρρεάζει την συχνότητα ταλαντώσεων 
στη µόνιµη κατάσταση. Θα δούµε, αργότερα,  πως η ω0  επηρεάζει το πλάτος 
ταλάντωσης στη µόνιµη κατάσταση. Ας δούµε τα πράγµατα µε τη σειρά 
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Πυκνωτής και πηνίο 
 
 
 
 
Η ενεργεια που αποθηκεύεται στο πηνίο κατά τη διάρκεια του κύκλου, καθώς το 
ρεύµα αυξάνει από 0 σε Ι: 
 

ΕL=∫VI dt=∫ 22

0 2
1

2
1 qLLILIdIIdt

dt
dIL &=== ∫

Ι

 

 
H δυναµική ενέργεια 
 

C
qCV
22

1 2
2 =  

 
 
αντιστοιχία: αδρανεια→ L  ,      





Εκκρεµή- Μηχανικά ρολόγια 
 
 

XX. Perpetuum Mobile Clock 

The original of this clock was constructed by Jean and David Geiser in Neuchatel in 
1815. It represents a classical perpetual motion machine where the weights turn so 
that when on the right they are further from the axis. The resulting greater moment is 
supposed to keep the wheel turning. 

  

Ας δούµε την περίπτωση ενός εκκρεµούς, δηλαδή µιάς σηµειακής µάζας που 
αναρτάται µέσω νήµατος αβαρούς που δεν επιµηκύνεται από µία οροφή και αφηνεται 
ελεύθερο να εκτελεί ταλαντώσεις 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
Είναι   mg cosθ=Τ  και η επιτάχυνση κατά µήκος της κίνησης είναι 
 
- mg sinθ   +  T1 =m l d2θ/dt2        (1) 
 

όπου Τ1 η προβολή της Τ  .  Προφανώς είναι  Τ1=0.   Για πολύ µικρές θ, δηλαδή για θ 
< 0.02 rad,  
 
είναι sinθ ≈θ και έτσι η (1) δίνει 
 
- mg θ   =m l d2θ/dt2      
 
και αν θ=θ0cos(ω0t+φ) 
 

προκύπτει ότι η παράµετρος ω0 είναι ίση µε 
l
g

=0ω  

 
Ετσι, για ταλαντώσεις εκκρεµούς µικρού πλάτους έχουµε ότι αυτό λειτουργεί ως ένας 
αρµονικός ταλαντωτής. Μάλιστα, αν θεωρήσουµε πως προσεγγιστικά η κίνηση 
γίνεται στον άξονα των x  (οριζόντια), θα είναι  
 
x(t)=l θ=l θ0cos(ω0t+φ)= x0 cos(ω0t+φ) 
 
   Aν το πλάτος της γωνιας θ δεν είναι αµελητέο, τότε µπορούµε να αναπτύξουµε σε 
δυναµοσειρά την έκφραση sinθ: 
 

sinθ=θ- ...
!5!3

53

−+−
θθ  

 
Συνεπώς, η εξίσωση κίνησης διαφέρει από εκείνη των αρµονικών ταλαντώσεων λόγω 
των όρων που έχουν δυνάµεις του θ µεγαλύτερες του 1 (όλες περιττές). 

θ

mg 

l 

T 
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Αναφορές 
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Εκκρεµή- Μηχανικά ρολόγια 
 
 

XX. Perpetuum Mobile Clock 

The original of this clock was constructed by Jean and David Geiser in Neuchatel in 
1815. It represents a classical perpetual motion machine where the weights turn so 
that when on the right they are further from the axis. The resulting greater moment is 
supposed to keep the wheel turning. 

  

Ας δούµε την περίπτωση ενός εκκρεµούς, δηλαδή µιάς σηµειακής µάζας που 
αναρτάται µέσω νήµατος αβαρούς που δεν επιµηκύνεται από µία οροφή και αφηνεται 
ελεύθερο να εκτελεί ταλαντώσεις 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
Είναι   mg cosθ=Τ  και η επιτάχυνση κατά µήκος της κίνησης είναι 
 
- mg sinθ   +  T1 =m l d2θ/dt2        (1) 
 

όπου Τ1 η προβολή της Τ  .  Προφανώς είναι  Τ1=0.   Για πολύ µικρές θ, δηλαδή για θ 
< 0.02 rad,  
 
είναι sinθ ≈θ και έτσι η (1) δίνει 
 
- mg θ   =m l d2θ/dt2      
 
και αν θ=θ0cos(ω0t+φ) 
 

προκύπτει ότι η παράµετρος ω0 είναι ίση µε 
l
g

=0ω  

 
Ετσι, για ταλαντώσεις εκκρεµούς µικρού πλάτους έχουµε ότι αυτό λειτουργεί ως ένας 
αρµονικός ταλαντωτής. Μάλιστα, αν θεωρήσουµε πως προσεγγιστικά η κίνηση 
γίνεται στον άξονα των x  (οριζόντια), θα είναι  
 
x(t)=l θ=l θ0cos(ω0t+φ)= x0 cos(ω0t+φ) 
 
   Aν το πλάτος της γωνιας θ δεν είναι αµελητέο, τότε µπορούµε να αναπτύξουµε σε 
δυναµοσειρά την έκφραση sinθ: 
 

sinθ=θ- ...
!5!3

53

−+−
θθ  

 
Συνεπώς, η εξίσωση κίνησης διαφέρει από εκείνη των αρµονικών ταλαντώσεων λόγω 
των όρων που έχουν δυνάµεις του θ µεγαλύτερες του 1 (όλες περιττές). 

θ

mg 

l 

T 



 
 
Άλλο παράδειγµα  αρµονικών ταλαντώσεων έχουµε στην ιονόσφαιρα 
 
-Ελεύθερες ταλαντώσεις στην ιονόσφαιρα 
Τοπικά στην ιονόσφαιρα έχουµε τοπικό διαχωρισµό θετικών  ιόντων από  
ηλεκτρόνια, και έτσι µπορεί να έχουµε την κατάσταση του Σχήµατος 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Eδώ τοτε θα έχουµε 
               1      Q 
Εx=  - ------  ------- (1) 
              ε0          A 
 
και 
                d2x 
q Ex= m -------  (2) 
                 dt2 
 
 
 
όπου x(t) η θέση εκάστου φορτίου στο χώρο ανάµεσα στους «οπλισµούς του πυκνωτή 
των διαχωρισµένων τοπικά φορτίων». 
 
Από αυτές τις σχέσεις, 
 

-Q 
+Q 

E 

x 

Σχήµα 1.6 
 



 
 
 
 
Τοτε το ολικό φορτίο που εναποτίθεται στο ένα τοίχωµα (και φεύγει από το άλλο) 
είναι: 
 
Q= Ν q A x 
 
Όπου Ν ο αριθµός ελευθερων ηλεκτρονίων ανά µονάδα όγκου, και υποθέτουµε πως 
κάθε ηλεκτρόνιο µετατοπίζεται από τη θέση ισορροπίας κατά απόσταση x.  
 
Παραγωγίζοντας 2 φορές ως  προς το χρόνο, και θέτοντας σε αυτό το αποτέλεσµα τις 
σχέσεις (1) και (2) παίρνουµε: 
 
d2Q             Nq2 

------ = -  --------- Q 
dt2                    ε0 m 
                                                                               Nq2 
Αρα, έχουµε λύση Q= Q0 cos (ωt+φ), όπου ω2 = ------- 
                                                                               ε0 m 
 
 
το ω λέγεται συχνότητα πλάσµατος στην ιονόσφαιρα., νp= 10  ως 30 ΜHz, και Ν= 
1012 – 1013 ηλεκτρόνια ανά m3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Το θέµα αυτό ξεφεύγει από τις ελεύθερες ταλαντώσεις αλλά συνδέεται και µε τις 
συζευγµένες ταλαντώσεις που θα δούµε αµέσως πιο κάτω. Ας φαντασθούµε σαν 
παράδειγµα την γνωστή αιώρα, όπου ένα παιδί εκτελεί ελεύθερες ταλαντώσεις. Τότε, 
έστω πως κάποια χρονική στιγµή ασκούµε  στο παιδί µία περιοδική δύναµη, F0cosωt. 
 
Tότε, η εξίσωση κίνησης γίνεται 
     d2x 
   ------ + ω0

2x = (F0 /m )cosωt                   (1) 
     dt2 



Ακόµη απλούστερο πρόβληµα είναι εκείνο ενός οριζοντίου ελατηρίου µε µία µάζα m 
στο άκρο του, ενώ τα άλλο άκρο είναι στερεωµένο σε τοίχωµα, και έστω πως εκτελεί 
ελεύθερες ταλαντώσεις χωρίς τριβή. Αν κάποια στιγµή ασκήσουµε τη δύναµη 
F0cosωt, τότε η διαφορική  Εξίσωση κίνησης θα είναι η (1), µε ω0

2= s/m. 
 
Ποια είναι η έκφραση του ω0 στην περίπτωση της αιώρας; 
 
Για τη λύση της (1), θεωρούµε πρώτα την περίπτωση όπου ω>>ω0, οπότε µετά από 
πολύ ώρα, θα έχουµε την µόνιµη κατάσταση όπου το πλάτος της ελεύθερης 
ταλάντωσης έχει πρακτικά µηδενισθεί λόγω τριβών, ενώ θα έχουµε µία απόκριση 
λόγω της εξαναγκασµένης ταλάντωσης, x= C cosωt, όπου το ω είναι µία ζητούµενη 
παράµετρος.  
 
Η (1) τότε δίνει  
 
- ω2 C cosωt + ω0

2 Ccosωt = (F0/m) cosωt,  
και .αρα 
             1          F0 
C =   ------ ---------------- 
           m       ω0

2 – ω2 

Παρατηρούµε πως για ω<ω0, το C είναι θετικό ενώ για ω > ω0, το C είναι αρνητικό. 
Με άλλα λόγια , στην δεύτερη περίπτωση, η εξαναγκασµένη αποµάκρυνση είναι 
αντίθετου προσήµου προς τη δύναµη (και την επιτάχυνση). 
 
-Σχέσεις Φάσης 
 
-  Συντονισµός 
 
 
Σχέση των εξαναγκασµένων ταλαντώσεων µε τις συζευγµένες ταλαντώσεις. 
 
Όπως θα δούµε, έχουµε την δυνατότητα συζευγµένης κίνησης όταν έχουµε δύο κατά 
τα άλλα αρµονικούς ταλαντωτές  που όµως συνδέονται µεταξύ των µε ελατήριο ή 
άλλο µηχανισµό αλληλεπίδρασης. Τώρα τα πράγµατα είναι προφανώς πιο πολύπλοκα 
διότι η δύναµη που ασκείται στον ταλαντωτή (1) από τον ταλαντωτή (2) δεν δίνεται 
από την απλή περιοδική σχέση όπως η F0cosωt, αλλά πρέπει να την προσδιορίσουµε 
στην πορεία. 
Θα εφαρµόσουµε άλλη στρατηγική για την επίλυση αυτού του προβλήµατος και όχι 
αυτή που εφαρµόσαµε παραπάνω στις εξαναγκασµένες ταλαντώσης ενός ταλαντωτή.   
 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΊΓΜΑΤΑ 
 
∆ιδιάστατος αρµονικός ταλαντωτής 
 
Η εξίσωση κίνησης κατά τον άξονα των x  είναι: 
 
     d2x           
Μ ----- =  -   2Κ1  x 
      dt2                        



 
και 
     d2y            
Μ ----- =  -   2 Κ2  y 
      dt2                       

 

που  έχουν λύσεις: 
x(t) =Α1 cos  (ωt + φ1 ), ω1

2= 2Κ1/Μ 
 
και 
 
y(t) =Α2 cos  (ωt + φ2 )  , ω1

2= 2Κ2/Μ 
 
Βλέπουµε πως οι 2 κινήσεις είναι ασύζευκτες, και ότι η κίνηση κατά τον άξονα των x 
αντιστοιχεί στον πρώτο τρόπο ταλάντωσης, ενώ εκείνη κατά τον άξονα των y, αντιστοιχεί 
στον δεύτερο τρόπο ταλάντωσης.  Τα Α1, Β2, φ1, φ2 εξαρτώνται από τις αρχικές συνθήκες.  
Κανονικές συντεταγµένες 
 
Αν στο προηγούµενο  παράδειγµα δεν είµασταν τόσο τυχεροί ή τόσο γνωστικοί, θα 
µπορούσαµε να είχαµε εκλέξει άλλο σύστηµα αξόνων  όπως αυτό που εικονίζεται στο Σχήµα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

x

y 
x′

y′ 

Σχήµα 1.7 



 
Tότε, οι εξισώσεις κίνησης ως προς του άξονες x′ και  y′ θα είναι συξευγµένες, και στην 
περίπτωση αυτή είναι πιο υπαρκτό το πρόβληµα της ανεύρεσης των κανονικών 
συντεταγµένων, ψa και ψb , καθών και των αντιστοίχων συχνοτήτων των τρόπων ταλάντωσης.  
Μια µέθοδος για την επίλυση προβλήµατος αυτού του είδους µε συζευγµένες εξισώσεις 
κίνησης, είναι να βρούµε άλλες µεταβλητές, ως προς τις οποίες οι νέες εξισώσεις κίνησης 
είναι ασύζευκτες, δηλαδή να βρούµε τις κανονικές µεταβλητές. Η µέθοδος για την επίτευξη 
του στόχου περιγράφεται πιο κάτω: 
 
 
 
 
Αναφορές 
 
1. http://www.physics.umanitoba.ca/~souther/waves02/feb2502/sld001.htm 



 
Lecture November 20 2007   (Περιέχει επανάληψη ΚΤΤ) 
 
Aς µελετήσουµε τώρα το σύστηµα 2 συζευγµένων ταλαντωτών του σχήµατος 
 

 
 
 
 
Η εξίσωση κίνησης γράφεται για τις 2 µάζες: 
 

)(2

2

aba
a kk

dt
d

m ψψψ
ψ

−+−=   και )(2

2

abb
b kk

dt
d

m ψψψ
ψ

−−−=   (1) 

 
Οι  δεύτεροι  όροι στα δεξιά σκέλη των 2 εξισώσεων προκύπτουν επειδή η αντίστοιχη 
δύναµη οφείλεται στην µεταβολή του µήκους του κεντρικού ελατηρίου κατά την 
αποµάκρυνση των 2 µαζών κατά ψa και  ψb , αντίστοιχα , από την θέση ισορροπίας. 
Οι δύο αυτές δυνάµεις είναι προφανώς ίσες και αντίθετες για τα δύο σώµατα.  Οι 
εξισώσεις (1) είναι προφανώς συζευγµένες αφού έκαστη περιέχει και τις 2 
µεταβλητές θέσεις ψa και  ψb . Ετσι, δεν µπορεί να λύσουµε άµµεσα έκαστη εξίσωση. 
Ωστόσο, είναι δυνατόν , τουλάχιστον στην συγκεκριµένη περίπτωση να βρούµε δύο 
άλλες µεταβλητές ως προς τις οποίες να προκύψουν δύο αντίστοιχες  διαφορικές 
εξισώσεις που να είναι ασύζευκτες. Αυτό µπορεί να γίνει, εδώ εύκολα, αν 
εκµεταλλευτούµε τη συµµετρία που έχει το πρόβληµα αυτό ως προς τα «δεξιά-
αριστερά». Μπορούµε λοιπόν να προσθέσουµε και να αφαιρέσουµε κατά µέλη τις 
δύο αυτές εξισώσεις (1). Προκύπτουν τότε οι εξισώσεις: 
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      (2) 

    
 
Ετσι, βλέπουµε πως προκύπτουν δύο ασύζευκτες διαφορικές εξισώσεις ως προς τις 
µεταβλητές 
 
 ψ1≡ ψa + ψb και ψ2≡ ψa - ψb                                        (3) 
 



Οι νέες αυτές µεταβλητές, ψ1  και ψ2 ως προς τις οποίες προκύπτουν ασύζευκτες 
εξισώσεις, λέγονται κανονικές συντεταγµένες.  Τότε έχουµε ως λύσεις, όπως 
προκύπτει εύκολα από τις εξ. (2): 
 
ψ1=Α1 cos(ω1t+φ1)  και ψ1=Α2 cos(ω2t+φ2)     (4) 



 , µε ω1=
m
k , και ω

m
k3 , και είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι ω2>ω1.    Ποιες είναι 



τότε οι εκφράσεις των ψa  και ψb; 
 
Είναι, όπως εύκολα προκύπτει από τις Εξ. (3) και (4): 
 
2ψa= Α1 cos(ω1t+φ1)  + Α2 cos(ω2t+φ2)     (5) 
και 
2ψb= Α1 cos(ω1t+φ1)  - Α2 cos(ω2t+φ2)      (6) 
 
Αν έχουµε µία κίνηση όπου υπάρχει µόνο η ο τρόπος ταλάντωσης 1, θα είναι Α2=0, 
τότε από τις Εξ. (3) και (4), εύκολα έχουµε ότι ψa=ψb . Aπό την άλλη πλευρά, αν 
υπάρχει µόνο ο τρόπος ταλάντωσης 2,  (µε ω2 κυκλική συχνότητα), θα είναι Α1=0, 
και συνεπώς, από τις Εξ. (3) και (4):  ψa= -ψb 
 
Τώρα λοιπόν προκύπτει η φυσική σηµασία της κίνησης όπου υπάρχει µόνο ο ένας εκ 
των 2 τρόπων ταλάντωσης.  Στον τρόπο 1, το µεσαίο ελατήριο παραµένει συνεχώς ε 
αναλλοίωτο µήκος, ενώ τα 2 σώµατα κινούνται µε την ίδια φάση. Στον τρόπο 
ταλάντωσης 2, τα 2 σώµατα κινούνται συνεχώς προς αντίθετες κατευθύνσεις αλλά 
κινούνται και τα 2 µε κυκλική συχνότητα ω2>ω1. 
 
Οι δύο αυτές επιτρεπόµενες κινήσεις λέγονται τρόποι ταλάντωσης του συστήµατος, 
και παραστατικά φαίνονται στο Σχήµα 
 
 

 
 
 
Οπως φαίνεται από τις Σχέσεις (5) και (6) η γενική κίνηση του συστήµατος, που 
περιγράφεται από τις αρχικές συντεταγµένες ψa, και ψb, είναι στην πραγµατικότητα 
ένας γραµµικός συνδυασµός των κανονικών συντεταγµένων ψ1 και ψ2. Είναι 
ενδιαφέρον πως η ολική  ενέργεια του συστήµατος µπορεί να προσδιοριστεί από το 
άθροισµα των  ενεργειών που αντιστοιχούν στους 2 τρόπους ταλάντωσης. 
 



 
Lecture 22  November 2007. Thursday 
 
 
Οι συζευγµένες ταλαντώσεις παρουσιάζουν καλύτερη εποπτεία όταν η 
«αποµάκρυνση » γίνεται εγκάρσια προς την ευθεία που συνδέει τα ελατήρια όταν 
αυτά βρίσκονται σε ηρεµία, όπως φαίνεται στο παρακάτω παράδειγµα. 
Παράδειγµα : Εγκάρσιες ταλαντώσεις συστήµατος από δύο µάζες και ελατήρια. 
 
 
 

 
 
 
 

ψa 
ψb



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
= -3Τψa/a,    και  ψa= -ψb,   όπως φαίνεται και λόγω της συµµετρίας.  Ο όρος – 2 στην 
κατακόρυφη δύναµη δεξιά της πρώτης µάζας εξηγείται εύκολα αφού το δεύτερο 



ελατήριο έχει διπλάσια κλίση ως προς την οριζόντια ευθεία από εκείνη της κλίσης 
του πρώτου από αριστερά ελατηρίου. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Κανονικές συντεταγµένες ή κανονικές µεταβλητές (ΚΜ) 
Με αυτή την επιλογή συντεταγµένων ,  x και y , δεν υπάρχει σύζευξη µεταξύ των  
δύο κινήσεων. Αυτή όµως δεν είναι η γενικότερη  περιγραφή της κίνησης.  
 
Με άλλα λόγια και συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε πως σε ένα σύστηµα δύο 
ταλαντωτών η κίνηση εκάστου είναι στη γενική περίπτωση  µη αρµονική και 
πολύπλοκη. Ωστόσο, µε κατάλληλες αρχικές συνθήκες (και σε ορισµένες περιπτώσεις 
εντελώς τυχαία! ) είναι δυνατόν να συµβεί ώστε η κίνηση ενός εκάστου ταλαντωτή 
να είναι αρµονική και µάλιστα και ο δύο να ταλαντώνονται µε την ίδια συχνότητα. 
Αν µάλιστα το φαινόµενο των  τρόπων ταλάντωσης θεωρείται πολύ σπουδαίο 
φαινόµενο, µπορούµε να υποθέσουµε πως η ανακάλυψη του υπήρξε εντελώς τυχαία 
και στη συνέχεια  προκάλεσε το ενδιαφέρον των Φυσικών και Μαθηµατικών. Θα 
δούµε µάλιστα ότι το φαινόµενο επεκτείνεται και σε συστήµατα ταλαντωτών 
µεγάλου πλήθους. Ενα στερεό σώµα αποτελείται από δισεκατοµµύρια σωµατίδια 
µεταξύ των οποίων υπάρχουν δυνάµεις που θα µπορούσαν να υποτεθούν, προς 
στιγµήν, όµοιες µε εκείνες ενός ελαστικού ελατηρίου. Ετσι, αναµένει κανείς να 
εφαρµόζονται και εδώ τα περί των τρόπων ταλάντωσης. (Ιδετε και στη Βιβλιογραφία 
στο τέλος του εδαφίου αυτού: French, Vibrations and  Waves, page 135). 
   Ένα ακόµη χαρακτηριστικό ενός τρόπου ταλάντωσης είναι πως τα επί µέρους 
σωµατίδια (ταλαντωτές) έχουν σταθερό λόγο πλατών. Ας δούµε λοιπόν πως 
µπορούµε να αναζητήσουµε συστηµατικά τους τρόπους ταλάντωσης σε ένα 
συγκεκριµένο πρόβληµα µε δύο ταλαντωτές.  
Γενικά, πρέπει να γράψουµε τις εξισώσεις κίνησης εκάστου σώµατος ως προς τις  
µεταβλητές x  και y. Eστω αυτές πως είναι ανεπιτυχείς συντεταγµένες υπό την έννοια 
πως οι εξισώσεις κίνησης είναι συζευγµένες, δηλαδή εκείνη µε την δεύτερη παράγωγ  
του x ως προς το χρόνο περιέχει και το y, και εκείνη µε την δεύτερη παράγωγ  τουυ y ως 
προς το χρόνο περιέχει και το x.   
   
Εστω λοιπόν ότι µε τις αναπιτυχείς συντεταγµένες x  και y ότι προκύπτουν οι εξής 
εξισώσεις: 
 
                                  d2x/dt2=- α11x  -α12 y   και 
                                                                                                 (1) 
                                  d2y/dt2=- α21x  -α22 y 
 
Tώρα, υποθέτουµε, απλά και µόνο ότι έχουµε ταλάντωση µε ένα κανονικό τρόπο. 
Τότε είναι φανερό πως η κίνηση εκάστου από τα δύο σώµατα γίνεται απλή αρµονική , 
µε µία ζητούµενη κυκλική συχνότητα ωi και έτσι δεν συνυπάρχει σε αυτήν 
συνιστώσα από άλλες κυκλικές συχνότητες ωj≠i. 
 
∆ηλαδή τότε µπορούµε να βάλουµε  
 
x(t)= Α cos ( ωit+φ) και y(t)= B cos ( ωit+φ) 
 όπου το ω παίρνει εδώ µία µόνο τιµή, ωi,  ενώ οι αντίστοιχοι όροι από τυχόν άλλους 
τρόπους ταλάντωσης είναι µηδέν. 
Συνεπώς, παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο έχουµε 
 
                              d2x/dt2=- ωi

2 x     και 
 



                                  d2y/dt2=- ωi
2  y  (στη συνέχεια για απλότητα αµελούµε το δείκτη 

i) 
 
Αντικαθιστώντες στις εξισώσεις (1) παίρνουµε  δύο οµογενείς γραµµικές εξισώσεις  
ως προς x και y : 
 
 
(α11   -ω2) x  +α12 y=0   και 
                                                                                                 (2) 
α21x  +(α22 -ω2)y=0 
 
Από εδώ, οι δύο εξισώσεις που πρέπει να ισχύουν ταυτόχρονα δίνουν για το λόγο y/x: 
 
y/x=(ω2-α11)/α12    και  y/x= α21/ (ω2-α22)                                  (2.1) 
 
 Αρα, λόγω της ισότητας των δύο λόγων y/x παίρνουµε: 
 
  (ω2-α11)/α12    = α21/ (ω2-α22) 
     
δηλαδή 
 
(α11-ω2) (α22-ω2) –α21α12=0                         (3) 
 
Υπάρχει και άλλη µέθοδος µε την ορίζουσα που την εκθέτουµε σε συντοµία: 
Αυτή έγκειται στο να εξισώσουµε την ορίζουσα του γραµµικού και οµογενούς 
συστήµατος των εξισώσεων (2) µε το µηδέν ώστε να έχουµε µη µηδενική λύση για τα 
x και y: 
Τότε οδηγούµαστε πάλι στην εξίσωση (3). 
 
Αυτή είναι µία δευτεροβάθµια εξίσωση ως προς το ω2, και εν γένει έχει 2 λύσεις, που 
τις ονοµάζουµε ω1

2 και ω2
2. Ετσι, βρίσκουµε πως υπάρχουν ακριβώς 2 διαφορετικές 

κυκλικές συχνότητες και άρα 2 διαφορετικοί τρόποι ταλάντωσης. Σε κάθε έναν από 
αυτούς τους τρόπους υπάρχει ένας συγκεκριµµένος λόγος y /x που προκύπτει από µία 
οποιαδήποτε από τις εξισώσεις (2.1), π΄χ. 
                         Β 
(y/x)τρόπου i =( --------)τρόπου,i   = (ωi

2-α11)/α12 ,  µε i=1,2 
                         Α 

Aφού βρήκαµε τις κυκλικές συχνότητες ω1  και ω2, µπορούµε να πούµε πως η 
γενικότερη κίνηση εκάστου σωµατος σε συζευγµένη ταλάντωση προκύπτει ως 
υπέρθεση των δύο τρόπων, δηλαδή 
 
x(t)= x1(t)+ x2(t)= Α1 cos ( ω1t+φ1) + Α2 cos ( ω2t+φ2) 
 
y(t)= y1(t)+ y2(t)=(Β1/Α1 ) Α1 cos ( ω1t+φ1) + (B2/Α2) Α2 cos ( ω2t+φ2) 
 
=Β1 cos ( ω1t+φ1) + Β2 cos ( ω2t+φ2)        (4) 
 
∆είτε τώρα και τα σχόλια στο τέλος του αντίστοιχου εδαφίου Κυµατικής Berkeley 
(σελ 24 και 25). 
 



 Παρατηρούµε πως . ενώ επιλέγουµε τα Α1,φ1,Α2 και φ2 τελείως αυθαίρετα, δεν 
είχαµε καθόλου ελευθερία επιλογής όταν έπρεπε να διαλέξουµε τα αντίστοιχα 
µεγέθη στην εξίσωση (4) που αναφέρονται φυσικά στο δεύτερο σώµα. Τούτο 
έγινε επειδή ι αρχικές φάσεις,  φ1 και φ2,  ήταν ήδη καθορισµένες από το πρ΄το 
σώµα, ενώ για τα πλάτη ρου δεύτερου σώµατος: αυτά εξαρτώνται και από τα 
πλάτη του πρώτο, για έκαστο τρόπο ταλάντωσης, µέσω των σχέσεων (2.1).  
 
 
Ιδιότητες ενός τρόπου ταλάντωσης 
 
(α) Η ταλάντωση η οποία εξαρτάται από µία µόνο µεταβλητή Χ ή Υ ονοµάζεται κανονικός 
τρόπος ταλάντωσης και έχει τη δική  του κανονική συχνότητα. Σε ένα τέτοιο τρόπο 
ταλάντωσης όλα τα κινούµενα µέρη ταλαντώνονται µε την ίδια κανονική συχνότητα , και 
έχουν ένα λόγο πλατών Α/Β που λέγεται Σχήµα του τρόπου και τον χαρακτηρίζει. 
 
(β) Η ολική ενέργεια ενός συστήµατος  χωρίς απόσβεση µπορεί να εκφρασθεί µε το 
άθροισµα των τετραγώνων των κανονικών συντεταγµένων πολλ/σιασµένων µε σταθερούς 
συντελεστές, και το άθροισµα των τετραγώνων των πρώτων παραγώγων των ως προς τον 
χρόνο πολ/σιασµένων επί σταθερούς συντελεστές.  
 
(γ) Η σηµασία των κανονικών τρόπων ταλάντωσης βρίσκεται στο ότι  είναι εντελώς 
ανεξάρτητοι µεταξύ των. Η ενέργεια συσχετισµένη µε τον ένα τρόπο, ποτέ δεν 
ανταλλάσεται µε εκείνη ενός άλλου τρόπου. Αυτός είναι ο λόγος γιατί µπορούµε να 
προσθέσουµε την ενέργεια των διαφορετικών τρόπων για να βρούµε τη συνολική ενέργεια. 
 

2. Η έκφραση της κινητικής ενέργειας του συστήµατος σε έκαστο τρόπο ταλάντωσης, 
π.χ. τον τρόπο ω1,  είναι αρκετά απλή: 

 
Εκιν,1  = ½ m1 A2 ω1

2 sin2(ωt+φ1 ) + ½ m2 B2 ω2 sin2(ωt+φ1 ) = 
 

= ½ ω1
2 sin2(ω1 t+φ1 ) (m1A2+ m2B2) 

 
Η κινητική ενέργεια λόγω του τρόπου ταλάντωσης ω2 είναι 
 
Εκιν.2= ½ ω2

2 sin2(ω2 t+φ2 ) (m1C2+ m2D2), και άρα η συνολική  κινητική ενέργεια είναι: 
 
Εκιν,ολική = Εκιν,1  + Εκιν.2= ½ ω1

2 sin2(ω1 t+φ1 ) (m1A2+ m2B2) + ½ ω2
2 sin2(ω2 t+φ2 ) (m1C2+ m2D2) 

 
 
 
 
  
 
 
ΑΣΚΗΣΗ  1 
 
Εστω ένα σύστηµα δύο συζευγµένων  εκκρεµών ίσης µάζας και ίσων µηκών που 
εκτελούν συζευγµένες ταλαντώσεις. Να βρεθούν οι τρόποι ταλάντωσης. 
Oταν οι µάζες 2 συζευµένων εκκρεµών του  δεν είναι ίσες, να δείξετε ότι οι εξισώσεις 
κίνησης είναι : 
      ..                                                              ..                                                          
 m1x=- m1(g/l)x-s(x-y) και m1y=- m1(g/l)y+s(x-y) 
Στη συνέχεια, επιλέξετε ως κανονικές µεταβλητές την  



 Χ≡(m1x +m2 y)/( m1+ m2) και επιβεβαιώστε ότι πράγµατη η ανωτέρω αντιστοιχεί σε 
κανονικό τρόπο ταλάντωσης µε κανονική συχνότητα που δίνεται από τη σχέση  
ω1

2=g/l , και πως η Υ≡x-y αντιστοιχεί σε κανονική συχνότητα που δίνεται από τη 
σχέση 
        ω2

2=g/l + s( 1/m1 + 1/m2). Ποιές είναι οι φυσικές σηµασίες των Χ και Υ; 
 
ΑΣΚΗΣΗ 2 
Θέµα 1ο Το σύστηµα του σχήµατος αποτελείται από δύο σώµατα  
µε ίσες µάζες, m1 = m2 = m , συζευγµένες µε ελατήρια σταθεράς 
 k1 = k και  k2 = 2k. Θεωρούµε ότι τα σώµατα κινούνται µόνο 
 κατά τη διεύθυνση του πεδίου βαρύτητας. 
α) Γράψτε τη διαφορική εξίσωση κίνησης κάθε σώµατος. 
 β) Υπολογίστε τις συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης. 
(Υπόδειξη: Να γίνει πρώτα ένας γραµµικός µετασχηµατισµός των  
συντεταγµένων θέσης για να απαλειφθεί ο σταθερός όρος από τις εξισώσεις)  
 
Λύση: 
                                    . . 
Εστω, x1    και x2 οι αποµακρύνσεις από την θέση ισορροπίας. Ο Νόµος του Νεύτωνα για 
καθένα από τα 2 σώµατα δίνει: 
 
Εξ. Κίνησης m1:     m  x1 = m g – k1 x1  -   k2 ( x1- x2     ) 
                        .. 
Για m2  :      m x2   =  m g +  k2 ( x1- x2     )   
 
Aν  X1≡x1+a1   και  Χ2 ≡x2+a2  ,  και  ω0

2≡k/m, οι  δύο διαφορικές εξισώσεις γίνονται 

 ..                                                    .. 
Χ1 = -3 ω0

2 Χ1 + 2 ω0
2 Χ2 +…. και  Χ2 =  2 ω0

2 Χ1 - 2 ω0
2 Χ2 +…. 

 
Οπου οι …. έχουν όρους που εξαρτώνται από τα a1, a2  και g. Βαζοντας τις συνθήκες 
µηδενισµού των όρων αυτών προκύπτουν οι τιµές των a1  και a2,  και έτσι έχουµε  a1= 2g/ω0

2 
και a2= 5mg/(2h) 
..                                                 .. 
Χ1 = -3 ω0

2 Χ1 + 2 ω0
2 Χ2   και  Χ2 =  2 ω0

2 Χ1 - 2 ω0
2 Χ2  

 
Σε έναν τρόπο ταλάντωσης είναι: 
Χ1= Α1 cos(ωt+φ )  και  Χ2= Α2 cos(ωt+φ ) Οπότε 
 
 
(ω2 -3ω0

2) Α1 +2 ω0
2 Α2 =0    και   2ω0

2
  Α1 +  (ω2 -2ω0

2)A2  = 0 
 
Ο µηδενισµός της ορίζουσας δίνει 
        ( 5+ √17 )                                           ( 5- √17 ) 
ω1 =-------------  ω0                          και        ω2 =-------------  ω0 
              2                                                         2  
 
 
 
 
 
   
 
 



1.9 Επαλληλία ενός µεγάλου αριθµού n απλών αρµονικών ταλαντώσεων του 
ιδίου πλάτους a και ίσων διαδοχικών διαφορών φάσεων δ µεταξύ τους 
 
Εστω πως ένα µικρό σώµα , µάζας m, υπόκειται στην επαλληλία ενός αριθµού n 
αρµονικών ταλαντώσεων µε την  ίδια πόλωση, π.χ. εγκάρσια κατακόρυφη, και το ίδιο 
πλάτος και ίσες διαδοχικές διαφορές φάσης δ. 
  Το ερώτηµα είναι ποιό θα είναι το συνολικό αποτέλεσµα; 
Στην περίπτωση των 2 ταλαντώσεων, διαφοράς φασης δ, προέκυψε η διανυσµατική 
άθροιση των δύο ταλαντώσεων ως το διάνυσµα R  που αντιστοιχεί στο στη διαγώνιο 
του παραλληλογράµµου των 2  στρεφοµένων διανυσµάτων, Σχ. 1.6. 
 Στη γενικότερη περίπτωση των n  το πλήθος ταλαντώσεων έχουµε πως η συνολική 
ταλάντωση αντιστοιχεί στην πλευρά που κλείνει το πολύγωνο ίσων πλευρών που 
αντιστοιχούν στα στρεφόµενα διανύσµατα µιάς εκάστης ταλάντωσης, Σχ. 1.11. 
 Πως µπορεί να προκύψει τέτοιο φαινόµενο επαλληλίας ταλαντώσεων; Όπως θα 
δούµε στο Κεφάλαιο10, στο φαινόµενο πολλαπλής συµβολής, σε ένα σηµείο του 
χώρου είναι δυνατόν να προκύπτει ταλάντωση από επαλληλία ταλαντώσεων ίδιων 
συχνοτήτων που όµως έχουν σταθερή διαδοχική φάση λόγω των διαφορετικών 
αποστάσεων του σηµείου όπου παρατηρούµε την ταλάντωση από µία συστοιχία n 
πηγών που εκπέµπουν κύµατα σε φάση. (Εδώ βλέπουµε πως τα οδεύοντα κύµατα 
προκαλούν ταλαντώσεις ). 
 
Υπολογισµός; 
Από το πολύγωνο του Σχ. 1.11 έχουµε  
                                  sin(nδ/2) 
  R/2= r sin(nδ/2)= a ----------- 
                                    sin(δ/2) 
 
Η φάση της επαλληλίας σε σχέση µε την πρώτη συνιστώσα είναι  
 
    α= (900-δ/2) – (900-nδ/2) = (n-1)δ/2   
 
δηλαδή είναι το µισό της διαφοράς φάσης µεταξύ πρώτης και τελευταίας συνιστώσας 
ταλάντωσης. 
 
Ετσι είναι  
                                 sin(nδ/2) 
  R cos( ωt +α  )=  α ------------  cos[ ωt +  (n-1)δ/2  ]   
                                   sin(δ/2) 
 
Σηµειώστε πως το συνολικό πλάτος µπορεί να µηδενισθεί αν οι συνθήκες διαφοράς 
φάσης και ο αριθµός των ταλαντώσεων n συνδυαστούν να δώσουν µηδέν. Επίσης, 
είναι δυνατόν να προκύψει πως το κλάσµα δίνει τιµή ίση προς n, και άρα 
 
R = n a 
Τούτο συµβαίνει όταν οι n το πλήθος ταλαντώσεις δρουν σε φάση. 
 
 
 
 
 



Ταλαντώσεις µε µεγάλο πλήθος ίσων συζευγµένων µαζών 
 
Ας θυµηθούµε τη συζήτηση που είχαµε κάνει σε προηγούµενο µάθηµα: 

Ας δούµε πρώτα την πρώτη περίπτωση, όπου θα θεωρήσουµε την αρκετά καλής 
εποπτείας περίπτωση των εγκάρσιων ταλαντώσεων σε ένα σύστηµα χορδής µε 
τρεις  ή περισσότερες ίσες µάζες που συνδέονται µεταξύ των µε αβαρή ελατήρια  
ίσης σταθεράς k. 
 
Όπως έχουµε δει και στην περίπτωση,  συζευγµένων ταλαντώσεων σε συστήµατα 
µε δύο ταλαντωτές, η κίνηση εκάστου µέρους, a, b, c, d,… µπορεί να περιγραφεί 
µε της αποµακρύνσεις, ψa(t) , ψb(t) , ψc(t) , ψd(t) … Κάθε ΚΤΤ (Κανονικός 
Τρόπος Ταλάντωσης) χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι έκαστη αποµάκρυνση , 
ψi(t), διέπεται από την ίδια κυκλική συχνότητα, ωj, και µία αντίστοιχη γωνία 
φάσης, φj, που εξαρτάται µεν από τις αρχικές συνθήκες, αλλά είναι η ίδια σε όλα 
τα κινούµενα µέρη: 
 
ψa(t) = A cos (ωj t + φj), ψb(t) = B cos (ωj t + φj),  ψc(t) = C cos (ωj t + φj), κλπ 
 
και µάλιστα, χαρακτηρίζεται από έναν σχηµατισµό, όπως λέµε, που είναι, π.χ., 
Α: B : C:… = 1: 0: -2 :…              
O σχηµατισµός είναι χαρακτηριστικός ( και εν γένει διαφορετικός) εκάστου ΚΤΤ. 
Ετσι, για τον τρόπο, π.χ. j, είναι: 
 
ψa(t) = A cos (ωj t + φj), ψb(t) = 0 ,  ψc(t) = - 2  A cos (ωj t + φj), κλπ 
Πρέπει, εδώ να σηµειωθεί πως η τιµή του Α, για έκαστο τρόπο ταλάντωσης, 
επίσης εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες. Η τιµή του Α σχετίζεται µάλιστα µε 
την αρχική συνολική ενέργεια του συστήµατος των µαζών µολονότι η µορφή του 
σχηµατισµού είναι χαρακτηριστική της τάξης ,j,  του τρόπου. Ο σχηµατισµός 
κάθε τρόπου εξαρτάται, µε τη σειρά του, από τις τιµές των παραµέτρων mi, ki, για 
i=1,2,…n. Σε ειδικές απλουστευµένες περιπτώσεις, µπορεί να συµβεί να είναι όλα 
τα mi, ίσα µεταξύ των , καθώς και όλα τα  ki επίσης ίσα µεταξύ των. 
 
 
 
Aς δούµε λοιπόν στην περίπτωση εγκάρσιων ταλαντώσεων σε χορδή µε τρεις ίσες  
µάζες, και ελατήρια τα σχήµατα των διάφορων τρόπων ταλάντωσης : 
 
 
 

 
 
    
 
 
 
 
 
Τα ως άνω σχήµατα, παριστάνουν την κατάσταση ηρεµίας, και τα σχήµατα 1ου, 2ου 
και 3ου τρόπου ταλάντωσης σε χορδή µε 3 σώµατα και 4 ελατήρια, τα δύο ακραία 



ελατήρια βρίσκονται στερεωµένα σε αντίστοιχα τοιχώµατα, και τούτο αντιστοιχεί σε 
αρχικές συνθήκες του συστήµατος.  
 
Στην περίπτωση µιάς γραµµικής διάταξης  n- µαζών, µε ίσες αποστάσεις, ο n-στος 
τρόπος ταλάντωσης θα αντιστοιχεί στον σχηµατισµό ζιγκ-ζαγκ, όπως φαίνεται στο 
σχήµα, 
 
 
                         ……… 
 
 
 
 
Ενώ, για τον 1ο τρόπο ταλάντωσης, θα έχουµε τον σχηµατισµό που θα θυµίζει µισή 
περίοδο ηµιτονικής ταλάντωσης: 
 
 
 
 
 
 
 
Μπορείτε, να αναζητήσετε τις µορφές των σχηµατισµών για τους κανονικούς  
τρόπους ταλάντωσης για χορδή µε 4 , 5 , … n µάζες, και αντίστοιχα n+1 ελατήρια. 
 
 
Ποσοτική περιγραφή των ταλαντώσεων 
 

 
 
 
 
 
 
 



 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 
Συζευµένες ταλαντώσεις χορδής µε Ν-σφαιρίδια 
 



 
 
 
 



 
 
 
 
 
 



 
Οδεύοντας προς πλέον πολύπλοκα αλλά ωστόσο ακόµα γραµµικά συστήµατα 
(δηλαδή µονοδιάστατα) µπορούµε πλέον να δούµε ότι σιγά σιγά υπεισέρχονται νέες 
ένοιες  όπως αυτής στην οποία η κυκλική συχνότητα παύει να είναι γραµµική 
συνάρτηση του  µήκους κύµατος.  Αυτά έχουν  µεγάλη σηµασία για πραγµατικά 
συστήµατα  τόσο µε συνεχή όσο και ασυνεχή κατανοµή  µάζας. 
  Ας δούµε πιο συγκεκριµένα την περίπτωση ίσων µαζών m που είναι τοποθετηµένες 
µε γραµµική διάταξη που χαρακτηρίζεται από απόσταση α µεταξύ διαδοχικών 
σφαιρών , σε µία χορδή που έχει αµελητέα µάζα. 
 
Για µικρές αρµονικές ταλαντώσεις που γίνονται σε ένα επίπεδο, θα θέλαµε να βρούµε 
τις συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης. 
Αν yr είναι η ταλάντωση της r-στης µάζας,  αυτή σπρώχνεται προς τα κάτω προς το 
σηµείο ισορροπίας από δυνάµεις Τ … 
 
                                                                αp-1 
                         
             0  
                           1              2              3      ....  p-1      p          p+1             Ν    Ν+1 
 
 
Σχήµα 3.1 
 
Οι δυνάµεις που ασκούνται στο υπ αριθµόν p σωµατίδιο έχουν οριζόντιες και 
κατακόρυφες συνιστώσες. Τα τµήµατα χορδής ανάµεσα στις µάζες έχουν εν γένει 
 µήκη  
                  l’ = l /cos α1  κλπ . Είναι cos α1  =  1 -α1

2/2 και l’ = l (1 +α1
2/2), άρα  η 

 αύξηση µήκους είναι ανώτερης τάξης και αµελείται. 
 Ετσι, η οριζόντια συνισταµένη είναι  
  Τ (-cos α1   +cos α2 ) = ½ Τ ( α1 

2 -  α2
2 ) . Αυτή είναι αµελητέα και έτσι θα 

θεωρήσουµε µόνο κατακόρυφη κίνηση. 
 
  Στον κατακόρυφο άξονα, η εξίσωση κίνησης θα είναι 
        .. 
    m yp = -  T(sin α1 -   sin α2 ) = -(T/ma) [( yp-yp-1) + ( yp-yp+1)]   (Εγκάρσ. 1)  (ΑΑ) 
    
 Στη γενικότερη περίπτωση δεχόµαστε ότι τα σωµατίδια είναι Ν το πλήθος και 
έκαστη αρµονική ταλάντωση έχει έκφραση  
    yp = Ap cos ωt. 
 
Προκύπτουν έτσι,  N- εξισώσεις που περιέχουν το ω και τα πλάτη Ar. 
 Eιδικότερα, έχουµε µία εξίσωση όπου στο δεύτερο µέρος βρίσκεται ο άγνωστος ω 
και η κυκλική συχνότητα ω0 = (Τ/µα)1/2 

 
       Αr-1 + Ar+1                     -ω2+2ω0

2  
     -------------------- = ------------------- 
           A r                                       ω0

2  
 
r=1.2.....N 



 
 
 
Εφ όσον το δεύτερο µέρος είναι για κάθε ω ανεξάρτητο των πλατών A r, θέτουµε ότι 
έκαστο πλάτος έχει την έκφραση A r = C sin r θ .  Το κίνητρο για την αντικατάσταση 
αυτή είναι το ότι στην οριακή συµπεριφορά για µεγάλα Ν αντιστοιχεί, όπως έχουµε 
δει, σε ηµιτονική συµπεριφορά.  
 
Tότε εύκολα από τριγωνοµετρία έχουµε 
 Αr-1 + Ar+1 =2 sin(rθ) cosθ 
 
και εύκολα 
 
 
 Αr-1 + Ar+1 

------------------  = cosθ           (Σχέση 26.1)  
  Αr 

 
Ποιά είναι η τιµή του θ΄? 
 
Αυτό προκύπτει από τις Ν το πλήθος εξισώσεις βάζοντας ότι για r=0, και r=N+1, 
A0=0, AN+1=0. H τελευταία συνθήκη θα ισχύσει αν το (Ν+1)θ είναι ακέραιο 
πολλαπλάσιο του π. Γιατί; 
  Aπάντ.: ∆ιότι, ΑΝ+1 =Α sin (r θ)= Α sin[ (N+1)θ] = 0 (ακλόνητο άκρο), και συνεπώς 
                          (N+1)θ = nπ, n=1,2,3,…. 
 Από εκεί προκύπτει: 
 
       nπ 
θ= ------ 
      Ν+1 
                
                             
                             r n π 
και Α r = C sin ( ----------) 
                             Ν+1 
 
Οι επιτρεπόµενες κυκλικές συχνότητες των τρόπων ταλάντωσης  είναι : 
 
  
 
    Αr-1 + Ar+1                      -ω2+2ω0

2                             nπ 
     -------------------- = --------------- = 2 cos ( ------------)         (Ι) 
           A r                                       ω0

2                           Ν+1 
 
και έτσι 
                              nπ                                     nπ 
ω2

n =2ω0
2 [1-cos(--------)]    =  4 ω0

2 sin 2 [ ------------]        (ΙΙ) 
                         Ν+1                                 2(Ν+1) 
 
Τι σηµαίνει αυτό το αποτέλεσµα; 



 
(α) Υπάρχει µία µέγιστη συχνότητα ταλάντωσης , ωn ≈ 2 ω0 που ονοµάζεται 
συχνότητα αποκοπής και που χαρακτηρίζει όλα τα ταλαντωνόµενα συστήµατα που 
αποτελούνται από όµοια στοιχεία που επαναλαµβάνονται περιοδικώς  σε όλη την  
έκταση του συστήµατος. Αυτό θα το συναντήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο (βλ.  
∆ιάδοση κύµατος σε κρυστάλλους). 
 
(β)  Σε κάθε κυκλική συχνότητα (ή γωνιακή συχνότητα) ωn, η  p-στη µάζα θα έχει 
πλάτος ταλάντωσης  )  
                        n p π 
       Αp = C sin ------- 
                         Ν+1 
όπου C  σταθερό. 
 
 
Τώρα, µπορούµε να εξετάσουµε την περίπτωση ταλαντώσεων σε κρύσταλλο µε  
Τότε αντί της εξίσωσης (Εγκάρσ. 1) προκύπτει η  
 
        .. 
    m yp =  k [( yp-yp-1) + ( yp-yp+1)] 
 
 όπου yp , yp-1 κλπ είναι οι διαµήκεις αποµακρύνσεις από τη θέση ισορροπίας, και k η 
σταθερά σύζευξης.  
Οπως προέκυψε και στη συζήτηση των εγκαρσίων ταλαντώσεων µε πολλά σφαιρίδια, 
η σχέση µεταξύ της κυκλικής συχνότητας ωn και  της  θέσης n a, του n-στου 
σωµατιδίου είναι: 
 
                               nπ                                    nπ a 
ω2

n =2ω0
2 [1-cos(--------)]    =  4 ω0

2 sin 2 [ ---------    ]      (III) , όπου ω0
2=k/m, και Ν 

                         Ν+1                               2(Ν+1)a 
 
Θα δούµε πως η σχέση αυτή γίνεται σχέση µεταξύ του ω και του λεγόµενου 
κυµατικού αριθµού k. 
 
Το πλήθος των "µορίων ή ατόµων σε γραµµική διάταξη".  
Συνεπώς, αφού (Ν+1) a = L, όπου L το µήκος του κρυστάλλου, έχουµε 
                             nπ a 
ωn = 2 ω0 sin (  --------) , η αν x≡n a, 
                           2 L 
και αν ασκείται µία εξωτερική δύναµη µε τυχούσα συχνότητα ω, σαν συνέπεια  της 
παραπάνω ανάλυσης, προκύπτει όπως αποδεικνύεται η σχέση 
 
                         ka  
ω = 2 ω0 sin (  -----)  
                         2  
 
Aν τώρα,  το λ είναι πολύ µεγάλο, προκύπτει πως ω≈ ω0 (k a) ∝ k 
Aντίθετα, για  αρκετά µικρά λ, η κυκλική συχνότητα δεν είναι ανάλογη της k, και άρα 
λέµε πως το υλικό µέσο εµφανίζει διασπορά. Η φυσική σηµασία της διασποράς 
έγκειται στο γεγονός  ότι αν εισάγουµε, όπως θα δούµε στα οδεύοντα κύµατα, στο ένα 



άκρο ενός τέτοιου συστήµατος ένα κύµα , y=y0 cos(ωt-kx) + y0
' cos(ω' t-k' x), η 

µορφή του εξερχόµενου κύµατος θα διαφέρει από το αρχικό µια και το µέσο 
εµφανίζει διασπορά.(Βλέπετε και Hugh D. Young, Vol. I page 555). 
 
 
 
2An coska = An (2- (Ma/T0) ω2)    (69), όπου z=na , και k= 
 
Πόσοι διαφορετικοί τρόποι ταλάντωσης υπάρχουν; 
Από τη σχέση (ΙΙ), 
 
                              nπ                                   
ω2

n =2ω0
2 [1-cos(--------)]      (ΙΙ) 

                         Ν+1           
 
                            nπ 
ωn= 2 ω0 sin( ---------  )   
                          2(Ν+1) 
 
αν θέσουµε n=Ν+1, παίρνουµε ωΝ+1= 2 ω0. Ωστόσο, για την τιµή αυτή δεν έχουµε 
τρόπο ταλάντωσης αφού από τη σχέση 
 
                        n p π 
       Αp = C sin ------- 
                         Ν+1 
 παίρνουµε: 
 
                         (Ν+1) p π 
       Αp = C sin[ -------       ] = C sin[ πp ]=0 
                         Ν+1 
 
 
 
για n=Ν+2, είναι: 
                         (Ν+Ν+2-Νπ)                                     Νπ                             Νπ 
ωΝ+2 = 2 ω0 sin ( --------- ----- ------      )   = 2 ω0 sin( π - ----------  ) =2 ω0 sin( ---------- ) 
                          2(Ν+1)                                          2(Ν+1)                       2(Ν+1) 
 
αρα, ωΝ+2= ωΝ 

 
Ανάλογα, ωΝ+3= ωΝ-1, κλπ. Αρα, έχουµε µόνο Ν το πλήθος ανεξάρτητες κυκλικές 
συχνότητες που αντιστοιχούν στους τρόπους ταλάντωσης των Ν σωµατιδίων και 
ελατηρίων. 
Αλλά και για τα πλάτη , Αp,N+2 έχουµε ανάλογες σχέσεις: 
                                p(Ν+2)π 
Αp,N+2= C N+2 sin( -------------  ) 
                                  N+1 
 
 
 



                                          pΝπ 
=           C N+2 sin(2pπ -  -------------  ) 
                                           N+1 
 
 
                                   
                                     pΝπ 
=         -  C N+2 sin(  -------------  ) = ~ Αp.n 
                                     N+1 
 
 
Επίσης, συζητήθηκε και πως στην περίπτωση όπου η απόσταση a µεταξύ διαδοχικών 
ταλαντωτών είναι πολύ µικρή, τότε παίρνουµε την Κλασική Κυµατική Εξίσωση. 
 
Ασκηση: ∆ιερευνήστε το φαινόµενο για Ν πολύ µεγάλο. 
Για πεπερασµένο µήκος της αλυσίδας, έχουµε σαν συνέπεια πως η απόσταση των 
διαδοχικών µαζών είναι πολύ µικρή. Μπορούµε να εξετάσουµε το τι συµβαίνει για 
µικρές τιµές του n, δηλαδή για τους πρώτους τρόπους ταλάντωσης.  Τότε, µπορύµε 
να βάλουµε: 
 
 
                            nπ 
                   sin( ---------  ) ≈ 
                          2(Ν+1) 
                            nπ 
                       ( ---------  )  
                          2(Ν+1) 
 
και άρα, 
 
                            nπ                                 nπ 
ωn≈ 2 √(Τ/ml)  -----------  = √(Τ/(m/l)) ---------- 
                          2(Ν+1)                        (Ν+1)l 
Tελικά, 
            π        Τ 
ωn=n -----(  ------ )1/2 

            L          µ 
 
Eιδικά, 
            π        Τ 
ω1= -----(  ------ )1/2 

            L       µ 
 
Ασκηση: 
 
Να δείξετε πως για n<<Ν, 
 
 
 
 



                          nπx 
ψn(x,t)= Cn sin(------) cosωnt  (n=1,2,3,…) 
                            L 
 
Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης ενός κρυσταλλικού πλέγµατος. 
Αυτό το θέµα απλά θα το θίξουµε µια και άπτεται θεµάτων που αφορούν την 
κβαντική συµπεριφορά της συµπυκνωµένης ύλης. Η δοµή των στερεών 
(κρυστάλλων) έχει αρκετή περιοδικότητα, έτσι ώστε να µπορούµε να εξοµοιώσουµε 
ένα κρυσταλλικό πλέγµα µε ένα τρι-διάστατο «σουµιέ» κρεβατιού όσον αφορά την 
ταλαντωτική συµπεριφορα του. 
 
Για να εφαρµόσουµε τις σχέσεις: 
 
 
                            nπ 
ωn= 2 ω0 sin( ---------  )  
                          2(Ν+1) 
 
 
 
            π        Τ 
ωn=n -----(  ------ )1/2 

            L          µ 
 
µπορούµε να θεωρήσουµε το στερεό σαν γραµµική διάταξη ατόµων (σφαιριδίων) 
κατά µήκος µιάς από τις κύριες κατευθύνσεις του κρυστάλλου. Ετσι, µ είναι η ολική 
µάζα ατόµων ανά µονάδα µήκους. Αλλά τι είναι το Τ; 
 
∆ιαστατικά, το Τ/µ είναι το ίδιο µε το λόγο Υ/ρ , δηλαδή µε το λόγο του µέτρου του 
Young διά της πυκνότητας.   Μπορεί να δειχθεί τότε πως η έκφραση των τρόπων 
ταλάντωσης είναι: 
 
 
 
                          nπ 
νn= 2 ν0 sin( ---------  )  
                      2(Ν+1) 
όπου,  
 
ν0= (1/2l) (Υ/ρ)1/2 

µε τυπική τιµή του ν0≈1013/sec. 
Aυτή είναι η ανώτερη συχνότητα που είναι δυνατόν να διεγερθεί στον κρύσταλλο. Οι 
χαµηλής τάξης τρόποι περιγράφονται καλά µε τη σχέση ανάλογη της  
 
ν0= (1/2L) (Υ/ρ)1/2 

όπου L το πάχος  του κρυστάλλου. Όταν λοιπόν τούτο είναι 1 cm, θα έχουµε για 
χαµηλότερη συχνότητα, περίπου 
της τάξης των 105Ηz. Oσον αφορά τον υψηλότερο τρόπο,  αυτός  προκύπτει όταν τα 
διαδοχικά άτοµα  µετατοπίζονται προς αντίθετη κατεύθυνση το ένα προς το άλλο. 
Τέτοιου είδους κίνηση µπορεί να διεγερθεί αποτελεσµάτικά µε ένα laser που 



προσπίπτει σε ιοντικό κρύσταλλο χλωριούχου νατρίου, στον οποίο τα ιόντα Na+, και 
Cl- εξωθούνται πάντα σε αντίθετες κατευθύνσεις λόγω του ηλεκτρικού πεδίου του 
προσπίπτοντος κύµατος του laser. Mε την ως άνω τιµή του ν0, συντονισµός 
αναµένεται να συµβεί , µεταξύ λέιζερ και κρυσταλλικύ πλέγµατος, σε συχνότητα 
γύρω στα 1013Hz,  δηλαδή σε λ=(3x108m/sec)/( 1013Ηz) = 30 µm. To πείραµα δείχνει 
απορρόφηση συντονισµού στα 60µm, γεγονός που επιβεβαιώνει ποιοτικά 
τουλάχιστον τους ανωτέρω υπολογισµούς.  Θα µπορούσε να επαναληφθεί το πείραµα 
αυτό αν διαθέσουµε εξαιρετικά λεπτό wafer ΝaCl, πάχους 10-7 m= 0.1 µm.  
 
Οριακή συµπεριφορά στο λόγο των πλατών όταν το n παίρνει τη µέγιστη τιµή  
Για n=N,έχουµε   από την Εξ. (Ι): 
 
 
 
    Αr-1 + Ar+1                                        Νπ 
     -------------------- =  2 cos ( ------------)         (ΙV) 
           A r                                             Ν+1 
 
Και συνεπώς, ο λόγος τείνει  κοντά στο –2, για Ν πολύ µεγάλα. Ετσι,  επειδή  ο λόγος 
των διαδοχικών πλατών πλησιάζει το –1. ∆είτε και την άσκηση Pain 3.19, και τον 
σχολιασµό για την ακρίβεια του ισχυρισµού αυτού για µάζες πολύ κοντά στα άκρα ( 
 
 
Eξαναγκασµένες ταλαντώσεις γραµµικού συστήµατος ίσων µαζών συνδεοµένων 
µε ελατήρια ίσης δυσκαµψίας 
 
Το εδάφιο αυτό µελετάται συστηµατικά στο βιβλίο Κυµατικής του Berkeley για 
µηχανικά συστήµατα ενώ ένα ανάλογο, για ηλεκτρικές ταλαντώσεις, υπάρχει στο 
βιβλίο του Pain. 
Ας δούµε όµως ένα σύστηµα  λίγο διαφορετικό, εκείνο που αντιστοιχεί σε n-µαζες 
συνδεόµενες µέσω ελατηρίων σε γραµµική διάταξη, αλλά κάθενα σώµα αποτελεί 
µέρος ενός εκκρεµούς ιδιοσυχνότητας ω0. Θεωρούµε ταλαντώσεις του συστήµατος 
των µαζών πολύ µικρού πλάτους και αναζητούµε το σύνολο των τρόπων ταλάντωσης, 
στην προσέγγιση του συνεχούς, δηλαδή όταν οι αποστάσεις a, µεταξύ διαδοχικών 
σωµάτων είναι πολύ µικρότερες του «µήκους κύµατος», της ηµιτονικής καµπύλης 
που αναµένουµε πως θα περνάει µέσω της διάταξης των µαζών σε κάθε χρονική 
στιγµή t. 
 
H  εξίσωση κίνησης της υπαριθµό n µάζας είναι: 
 
        .. 
    M yp = -  T(sin α1 -   sin α2 ) = (T/Ma) [( yp-yp-1) + ( yp-yp+1)]   - Mω0

2yp (1) 
 
Eφαρµόζοντας για µικρά a το ανάπτυγµα Taylor: 
 
[( yp-yp-1)] = (dy/dz) a  + [d 2y/dz2

  ] a2/2 
 
( yp-yp-1)    = - (dy/dz) a + [d 2y/dz2

  ] a2/2 
 
Συνεπώς, η Εξ. (1) δίνει 



         
     d2y/ dt2= (Ka2/M)  [d 2y/dz2

  ] - ω0
2y    Εξίσωση Klein -Gordon 

 
Aν τώρα δοκιµάσουµε σα λύση µία µορφή 
 
y(z,t)= Α(z) cos(ωt+θ), θα έχουµε 
 
 (-ω2+ω0

2) A(z) = (Ka2/M) d2A(z)/dz2 
 
∆ιερεύνηση της ως άνω εξίσωσης 
Α) ω>ω0 
Τότε, έχουµε δυνατότητα διάδοσης κυµάτων ενώ η λύση για το Α(z) είναι της  
µορφής 
 
 Α(z) = Α sinkz + B coskz, ενώ  τα Α  και Β προσδιορίζονται από τις οριακές 
συνθήκες. 
Β) ω< ω0 
 
Τότε, βάζουµε , κ≡ (ω2-ω0

2) Μ/(Κa2), oπότε: 
 
d2Α/dz2= κ2 Α(z), άρα έχουµε γενική λύση: 
 
 Α(z)= Α e-κz+ B e+κz 

 

 
Ασκηση 1 ∆ύο όµοιοι ταλαντωτές a και  b, µάζας m, και ιδιοσυχνότητας ω0  είναι 
συζευγµένοι κατά τέτοιο τρόπο ώστε η δύναµη σύζευξης που ασκείται στον 
ταλαντωτή a,    να είναι  
αm (d2ψb/dt2 ), ενώ  εκείνη που ασκείται στον ταλαντωτή b, να είναι αm (d2ψb/dt2 ), 
όπου α η σταθερά σύζευξης, µε α<1.  Να βρείτε τις ιδιοσυχνότητες  του συστήµατος, 
και τις κανονικές συντεταγµένες. 
Λύση: 
 
Είναι 
 
ψΑ=Α ei(ωt+α)  και ψΒ=Β ei(ωt+α) 

 

µε  πραγµατικές συντεταγµένες τις πραγµατικές τιµές των ως άνω µιγαδικών 
παραστάσεων 
Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις κίνησης προκύπτει από την επίλυση του 
προβλήµατος του µηδενισµού της ορίζουσας 
Πράξεις: 
(-ω2ψα +ω0

2
 ψα) +αω2ψb=0 

και 
αψaω2 + (-ω2+ω0

2) ψb =0 
και, από τη συνθήκη µηδενισµού της ορίζουσας έχουµε: 
 
(-ω2+ω0

2)2-α2ω4=0 ή (-ω2+ω0
2)= αω2, και συνεπώς, οι τρόποι ταλάντωσης είναι  

 



ω1,2=ω0/(1±α)1/2. Αντικαθιστούµε πίσω στην εξίσωση που προκύπτει από τις 
παραγωγίσεις και προκύπτει 
-ω2

1 Α +ω0
2

 Α= -α Βω1
2 

και θέτωντας την έκφραση του ω1, παίρνουµε 
Α1/Β1=+1. 
 
Θέτοντας την έκφραση για το ω2, καταλήγουµε µετά από πράξεις σε 
 και Α2/Β2=-1. 
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Σχέση ταλαντώσεων και κυµάτων:  Παράδειγµα. 
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γράµµατα µπορεί να παραληφθεί χωρίς να επηρεαστεί  η συνέχεια των σηµειώσεων 
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Ασκήσεις (λυµένες) 

1. Πρόβληµα 1.6 Pain 
 Eνα σωµατίδιο εκτελεί αροµονκή κίνηση κατά µήκος του άξονα των x µε πλάτος 
µετατόπισης a και χρειάζεται χρόνο dt για να κινηθεί από το  x στο x+dx. ∆είξτε 
ότι η πιθανότητα να βρεθεί το σωµατίδιο µεταξύ x και  x+dx είναι 
 

2/122 )( xa
dx
−π

     

 
Λύση: 
 
Είναι  
x=a cosωt  , άρα  
                              v=dx/dt= - aω sinωt                (1) 
 
, και η πιθανότητα να βρεθεί ο ταλαντωτής µεταξύ του x και  x+dx είναι P=  2 dt / 
Τ. Ο παράγων 2 µπαίνει διότι η κίνηση του ταλαντωτή είναι συµµετρική ως προς 
το µηδέν, συνεπώς για απόλυτες τιµές θέσης µεταξύ |x| και  |x+dx|.  Από την (1) 
έχουµε την έκφραση του dt συναρτήσει του sinωt    που βέβαια ισούται µε  
 
(1- cos2 ωt )1/2= (1- x2/a2)1/2 και έτσι η πιθανότητα γίνεται: 

 
   P=  2  dx  /  { T ( a ω (1- x2/a2)1/2 )  }= 2  dx  /  { (2π /ω) ( a ω (1- x2/a2)1/2 )  }= 
 
   dx 
---------------- 
 π (a2-x2 )1/2 
 
 
2.  1.8  Pain 
 
Στο ταλαντωνόµενο σύστηµα, µε ν=5 Hz, δείξετε πως η µάζα θα αρχίσει να χάνει την 
επαφή της µε τη βάση όταν η µετατόπιση υπερβεί τα 10-2 m. 
 
 
 
 
 



 
 
 
Λύση:  Η µάζα έχει και το βάρος της, άρα χάνει επαφή όταν η επιτάχυνση της 
πλατφόρµας  είναι προς τα κάτω και  
αελατ> αβαρυτ ή 
 
  Kx          mg 
|----  | > -------        →   kx > m g   →  x > mg /k            (2).   
   m             m 
 
Aλλά, (k/m)=ω2 και έτσι η (2) δίνει 
 
 x > (10 m/s2)  (1/ω2) = x > (10 m/s2)  (1/ (4 π2 ν2 )) ≈ 
(10 m/s2)  (1/ (4 · 10· 25  ))= 10-2 m 
 
------ 
 

3. Πρόβληµα 1.14 του Pain.  Οι συντεταγµένες ενός σωµατιδίου µε µάζα m είναι  
 
y=b cosωt,       x =a sinω t 
 
Απαλείφοντας το t, δείξετε πως το σωµατίδιο ακολουθεί ελλειπτική τροχιά και, 
προσθέτοντας τις ενεργειακές του συνιστώσες  δείξετε πως η τροχιά του  είναι 
έλλειψη σταθερής ενέργειας, ίσης µε το άθροισµα των επί µέρους ενεργειών  των 
απλών αρµονικών ταλαντώσεων. 
Λύση: 
 

Α)   Είναι  1cossin 22
22

=+=





+






 tt

b
y

a
x ωω  → άρα, έχουµε έλλειψη 

 
Η ενέργεια κατά τον άξονα των x είναι το άθροισµα της δυναµικής και κινητικής 
ενέργειας. Η δύναµη προσδιορίζεται από τη σχέση  

m 



 
F=-kx= -mω2x      Συνεπώς, έχουµε  
                                   
Εx,δυναµ= ½ kx2 = ½  mω2 a2 sin2ωt 
                                   
 
Ex,κινητ.  = ½ m vx

2 = ½ m a2 ω2 cos2ωt     Προσθέτοντας τις δύο ενέργειες παίρνουµε 
 
 
Εx,ολικ= ½ ma2ω2  ,   Ανάλογα, για την κίνηση στον άξονα των y παίρνουµε 
 
Εy,ολικ= ½ mb2ω2   
 
 
 
Συνεπώς, η συνολική ενέργεια είναι Ε=Ex+Ey= ½ mω2  (a2+b2 )= σταθερά= άθροισµα 
επιµέρους απλών αρµονικών ταλαντώσεων, η µία κατά τον άξονα x ενώ η άλλη κατά 
τον άξονα y. 
 
4. Πρόβληµα 1.15 Pain   
 

δδ 2

21
2
2

2

1
2

2

sincos2
=−+

aa
xy

a
y

a
x     (1) 

 
 
Για  x=0: y=a2sinδ               (2) 
 
Για να βρω το ymax , |y|=|a2 | |sinδ| < |a2 | → ymax=a2 
 
Aν sinδ=t, τότε 4t4-4t3-3t2+4t-1=0  που προκύπτει από την    
Μία λύση της παραπάνω εξίσωσης  είναι: t=1, οπότε το σύστηµα των εξισώσεων  
 
ως προς δ έχουν λύση. 
Αρα, η µετρηση 2 τιµών του y  επαρκει για τον προσδιορισµό της διαφοράς φάσης. 
 

 

 

Αναφορές 

Applet, Fabry Perot: 
http://www.ee.buffalo.edu/faculty/cartwright/java_applets/cavity/FabryPerot/index.ht
ml 

Σχέση των εξαναγκασµένων ταλαντώσεων µε τις συζευγµένες ταλαντώσεις. 
 



Όπως θα δούµε, έχουµε την δυνατότητα συζευγµένης κίνησης όταν έχουµε δύο κατά 
τα άλλα αρµονικούς ταλαντωτές  που όµως συνδέονται µεταξύ των µε ελατήριο ή 
άλλο µηχανισµό αλληλεπίδρασης. Τώρα τα πράγµατα είναι προφανώς πιο πολύπλοκα 
διότι η δύναµη που ασκείται στον ταλαντωτή (1) από τον ταλαντωτή (2) δεν δίνεται 
από την απλή περιοδική σχέση όπως η F0cosωt, αλλά πρέπει να την προσδιορίσουµε 
στην πορεία. 
Θα εφαρµόσουµε άλλη στρατηγική για την επίλυση αυτού του προβλήµατος και όχι 
αυτή που εφαρµόσαµε παραπάνω στις εξαναγκασµένες ταλάντωσης ενός ταλαντωτή.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις και συντονισµός για 2 συζευγµένους ταλαντωτές 
 
Από διαίσθηση αναµένουµε πως θα υπάρχουν µεγάλα πλάτη ταλάντωσης όποτε η 
εξωτερική συχνότητα είναι πολύ κοντά σε µία από τις ιδιο-συχνότητες του 
συστήµατος. Ας δούµε πως προκύπτει, µε λεπτοµέρεια , το αποτέλεσµα αυτό. 
  
Είναι 
   .. 
mxΑ +mω0

2 xΑ +k(xA-xB)= F0 cosωt  
και  
 
   .. 
mxΒ +mω0

2 xΒ -k(xA-xB)=0  (ω0
2=g/l) 

Eισάγουµε τις κανονικές συντεταγµένες, q1=xA+xB, και q2=xA-xB, οπότε 
 
.. 
q1 +ω0

2 q1= (F0 /m)cosωt 
 
και 
.. 
q2 +ω 

' 2 q2=0, µε ω'2=ω0
2+2ωC

2      (ωC
2=k/m) 

 
Βλέπουµε σηµαντική απλοποίηση του προβλήµατος. 



Με αντικατάσταση, προκύπτει πως οι λύσεις µόνιµης κατάστασης µπορεί να 
προκύψουν ως 
 
q1=C cosωt ,  q2=D cosωt   
 
 
               F0/m 
όπου C=-------------  (1) 
               ω0

2-ω2 

 
και  
         F0/m 
 D= -------------   (2) 
          ω0

'
 
2-ω2 

 
Τα πλάτη  C και D  δείχνουν το είδος συντονισµού που είδαµε και στην περίπτωση 
ενός εξαναγκασµένου αρµονικού ταλαντωτή χωρίς απόσβεση. 
Για τις πραγµατικές αποµακρύνσεις xΑ και  xΒ έχουµε 
 
xA =A cosωt  και xΒ =Β cosωt, όπου Α=(1/2) (C + D) και Β=(1/2)  ( C - D) 
 
Οι εκφράσεις των Α και Β συναρτήσει των C και D δίνονται λόγω των Εξ.(1) και (2) 
ως 
             F0    (ω0

2+ωC
2) -ω2       

Α(ω)= ----  -------------------------- 
              m    (ω0

2-ω2) (ω0 ' 2-ω2)   
 
και 
 
 
             F0            ωC

2       
Β(ω)= ----  -------------------------- 
              m    (ω0

2-ω2) (ω0 ' 2-ω2)   
 
 
 

3. Εξαναγκασµένος αρµονικός ταλαντωτής µε απόσβεση(συνέχεια) 
 

 
Mία ανεξάρτητη λύση του αρµονικού ταλαντωτή µε απόσβεση είναι η 
 
 
x1(t)= exp[- t/(2Γ)] (Α1 sinω1t + B1 cosω1t )                      (1),  
 
όπου  ω1

2= ω0
2 –Γ2/4 

                                                                                ● 
Για t=0, x1(0)=Β1 , και    ω1Α1=  x1(0) + Γx1(0)/2 
Τότε η (1) δίνει 
                                                                                       ● 
 x1(t)= exp[- t/(2Γ)] {x1(0) cosω1t +[x1(0)+1/2 Γ x1(0)] sinω1t /ω1  }        (7) 
Όταν ω1=Γ/2, τότε έχουµε κρίσιµη απόσβεση . Τότε στην (7) µπορούµε να βάλουµε  



cosω1t ≈1, και  
 
sinω1t /ω1  ≈t 
Συνεπώς, 
                                                                                      
                                                                    ● 
 x1(t)= {x1(0) +[x1(0)+1/2 Γ x1(0)] t   }        (8) 
 
Όταν ω0< Γ/2, τότε όπως αποδεικνύεται 
                                                                                             ● 
 x1(t)= exp[- t/(2Γ)] {x1(0) cosh|ω1| t +[x1(0)+1/2 Γ x1(0)] sinh|ω1| t /|ω1|]  }        (7) 
 
 
 
Όταν ω1=Γ/2, τότε έχουµε την  κρίσιµη απόσβεση  
 
Eστω πως υπάρχει και η εξωτερική δύναµη F0 cosωt 
 
Toτε, θεωρούµε πως στη µόνιµη κατάσταση θα έχουµε µία λύση xs, 

 
x s= Α cosωt + B sinωt , ώστε να προβλέψουµε την δυνατότητα η κίνηση να έχει 
διαφορά φάσης µε την εξωτερική δύναµη. Με αντικατάσταση στην διαφορική 
εξίσωση κίνησης, βρίσκουµε πως αυτή η έκφραση την ικανοποιεί , αν και µόνο αν: 
         F0                                        Γω 
Α= -------  ---------------------------- ≡Αab 
         M       [(ω0

2-ω2 ) 2+ Γ2ω2] 
 
 
Και 
         F0                              (ω0

2-ω2 )           
Α= -------  ---------------------------- ≡Αelastic 
         M       [(ω0

2-ω2 ) 2+ Γ2ω2] 
 
Για την επίλυση της µη οµογενούς εξίσωσης, µπορούµε να γράψουµε την λεγόµενη 
Λαγκρανζιανή του φαινοµένου, 
            ● 

L= ½ m x2- ½ kx2+xF(t) ενώ η αντίστοιχη εξίσωση κίνησης είναι 
         ●●  

m x    +kx= F(t) 
 
     ..               . 
mx  +mγx =-sx + F0  ei ωt 
                                                   →                                                                                                        → 
Λύνοντας ως προς το διάνυσµα  x  εχουµε το µέτρο όσο και τη φάση.  
Αν x= A exp(i ωt) 
 
    (-A ω2 m +i ωAr +A s) exp(i ωt) = F0  ei ωt = (-A ω2 m +i ωmAγ +Aω0

2 m) 
 Ισχύει για καθε τιµή του χρόνου αν 
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Aν τώρα θεωρήσουµε πως το Α  έχει µια διαφορά φάσης ως πρς το F0 cosωt, τότε θα 
είναι 
  Α = |Α| ei  (ωt-δ) 
 
Τώρα, από την αναπαράσταση των µιγαδικών αριθµών βάση διανυσµάτων, προκύπτει 
εύκολα πως 
             ωγ 
tanδ= -------- 
           ω0

2-ω2 
 
Πράγµατι, είναι: 
          F0          eiωt                                         F0          eiωt    ( - iω γ +(ω0

2-ω2) ) 
A = ------ ----------------------- = -------  ------------------------- 
         m    iω γ +(ω0

2-ω2)             m      (ω γ)2 +(ω0
2-ω2)2 

 
               F0          eiωt         z0 e -iδ  
A  = -------  ----------------------------------   (2) 
            m                   z0 z0 
 
όπου  
 
z0 = [ (ω γ)2 +(ω0

2-ω2)2] 1/2 

 
Συνεπως, η (2) δίνει 
 
               F0          eiωt         e -iδ  
A  = -------  ----------------------------------   = 
            m      [ (ω γ)2 +(ω0

2-ω2)2 ] 
 
               F0          ei (ωt-δ)  
A  = -------  ----------------------------------   = 
            m      [ (ω γ)2 +(ω0

2-ω2)2 ] 
 
µε  tanδ= [ωγ/ (ω0

2-ω2) ] 
 
 
Μπορούµε να ορίσουµε ως   
 

2/122 ])([
ω

ω smrm −+=Ζ   

την σύνθετη αντίσταση του συστήµατος, κατ αναλογία µε την σύνθετη αντίσταση 
ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος µε  πηνίο, αυτεπαγωγή και ωµική αντίσταση εν σειρά. 
 
 
Το πρόβληµα αυτό λύνεται εύκολα µε αντικατάσταση 
 
    L → m 



   
    R→ r  
και 
 
1/C → s 
 
οπότε έχουµε 
 
 

2/122 ])1([
ω

ω
C

LRm −+=Ζ ,   αποτέλεσµα που θα προέκυπτε από την αντίστοιχη 

διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξης ως προς το q(t). 
 
 
 
 
 
To φαινόµενο ταλαντώσεων σε ηλεκτρικό κύκλωµα που έχει εν σειρά 
πηνίο , πυκνωτή και ωµική αντίσταση 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

L 

C 

R 



Στο ηλεκτρικό αυτό κύκλωµα, σύµφωνα µε τον κανόνα του Kirchoff ,το άθροισµά 
όλων των ηλεκτρικών τάσεων στα στοιχεία του ισούται µε µηδέν: 
 
VR+VC+VL=0 
 
 
 

 
ή : 
 
iR+q/C + LdI/dt=0 
 
 

0/ =++ CqqRqL &&&  
 
Αρα, η εξίσωση αυτή έχει πλήρη µαθηµατική αντιστοιχία µε το φαινόµενο µηχανικών 
ταλαντώσεων αν κάνουµε χρήση της αντιστοιχίας: 
 
 q→x 
 
    L → m 
   
    R→ r  
και 
 
1/C → s 
 
 

Eτσι, για να προκύψει  η λύση για την «αποµάκρυνση» , δηλαδή το q(t) 
 δεν έχουµε παρά να πάρουµε την έκφραση 
 

)cos()( 2/ φω +′Α= − tetx mrt   
και να κάνουµε τις ως άνω αντικαταστάσεις. Προκύπτει έτσι: 
 

)cos()( 2/ φω +′Α= − tetx LRt  
 
όπου 
 

2

2
2

4
1

L
R

LC
−=′ω  

 
υπό την προυπόθεση ότι η εξασθένιση είναι µικρή, δηλαδή ότι  
 

2

2

4
1

L
R

LC
>    

 



Με άλλα λόγια, στην περίπτωση ασθενούς απόσβεσης σε ένα κύκλωµα µε R,L και C, 
εν σειρά αλλά χωρίς κάποια εξωτερική ηλεκτρική τροφοδοσία, θα έχουµε απλή 
αρµονική χρονική εξάρτηση των φορτίων αλλά µε απόσβεση. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hλεκτροµαγνητικές Ταλαντώσεις  
Ασκηση 2  
(α) Σε ένα ταλαντευόµενο κύκλωµα LC , ποιά τιµή φορτίου , εκφραζόµενη 
συναρτήσει του µεγίστου φορτίου,  θα υπάρξει  στον πυκνωτή όταν η ενέργεια 
µοιράζεται εξ ίσου µεταξύ ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου; (β) Πόσος χρόνος 
απαιτείται για να ικανοποιηθεί αυτή η συνθήκη, αν υποθέσουµε ότι ο πυκνωτής είναι 
πλήρως φορτισµένος αρχικά; Υποθέστε ότι L=10 mh, C=2 µF . (γ) Παραστήσετε 
γραφικά την χρονική εξέλιξη της µαγνητικής και ηλεκτρικής ενέργειας στο κύκλωµα. 
 
Λύση 
 
 Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα µε βασική ενεργειακή θεώρηση αφού η 
ενέργεια του συστήµατος θα είναι σταθερή και θα ταλαντώνεται µεταξύ ενέργειας 
πυκνωτή και ενέργειας µαγνητικού πεδίου.  
          U=UB + UC = ½ L i2 + ½ q2/C 
(α)  
 
½ L i2 = ½ q2/C  = ½ ( ½ qmax

2 /C), άρα  q= qmax /21/2  . 
 
(β) q= qm cos ωt = qm /21/2 ,     αρα   ωt = arc cos (1/ \/2 )= π/4 ,  ω=1/ \/ (LC) 
 
t= (π/4) \/ (LC) =6.9x 10-5 sec. 
 
Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο και λαµβάνοντας υπόψη τη διατήρηση της 
ενέργειας του κυκλώµατος εν τη απουσία ηλεκτρικής αντίστασης θα έχουµε 
 
  dU/dt = d/dt (½ L i2 + ½ q2/C ) = Li di/dt + (q/C) dq/dt =0 
ή   L dq/dt d2q/dt2 + (q/C) dq/dt = 0  ( αφού di/dt= d2q/dt2)  
 
ή d2q/dt2 + (1/LC) q =0 
1 
 
Ασκηση 3 Κύκλωµα RLC (a) Na βρείτε µία έκφραση  για την ποσότητα q(t) σε 
ένα κύκλωµα εν σειρά που περιέχει R, L , C.  (β) Μετά πόσο χρόνο οι ταλαντώσεις 



φορτίου θα ελαττωθούν στο ½ του πλάτους αν L= 10mh, C=1 micro f, R=0.1 ohm; 
(γ) Ποια είναι η κυκλική συχνότητα των ταλαντώσεων; 
 
Λύση 
(a) 
dU/dt = d/dt (½ L i2 + ½ q2/C ) =  - i2 R, άρα 
 
L d2q/dt2 + R dq/dt + q/C =0 
Υπάρχει η αντιστοιχη εξίσωση στις µηχανικές ταλαντώσεις 
                              ..      . 
                        m   x +bx + kx =0 
 
µε λύση x=exp( -bt/2m) cos ( ω t+   α),  ω2= ω0

2 - γ2/2 = k/m - b2/(4m2),   γ=b/m 
(β) 
Με την προφανή αστιστοιχία, m L, R  b,  k  1/C , προκύπτει 
 
q=exp( -Rt/2L) cos ( \/ (1/CL)- (R2/4L2)      t+   α), 
 
t= 2L ln2 /R =...0.14 sec. 
 
(γ) ω = \/ (1/CL)- (R2/4L2) 

 
Απορρόφηση ενέργειας σε µηχανικό εξαναγκασµένο ταλαντωτή 
 
Σηµειακή µάζα είναι στο άκρο ελατηρίου σταθεράς s=mω0

2 . Υπό την επενέργεια 
εξωτέρικής δύναµης F=F0 cosωt  πάνω στη µάζα µε κατεύθυνση x, να βρείτε 
(α) Τα Α και Β που αντιστοιχουν στο ελαστικό πλατος και πλατος απορρόφησης 
(β) Να δειχθεί πως η µέση απροοροφούµενη ισχύς για ακέραιο αριθµό περιόδων είναι 
<P>= (1/2)  ωF0A 
(γ) Να αποδειχθεί ότι η ολική ενέργεια του συστήµατος έχει µέση τιµή για ένα 
ακέραιο αριθµό περιόδων ίση µε <Ε> =(1/4) m (ω0

2 + ω2) (Α2+Β2) 
 
Λύση 
Αν x= A sinωt + B cosωt, τότε η εξίσωση κίνησης 
         ..          . 
      mx = - r x - sx + F0 cosωt γίνεται,  και  αν  r/m≡γ  
   .                                                .. 
( x = ω (Α cosωt -  Β sinωt),      x = - ω2 (A sinωt + B cosωt)   ) 
 
- ω2 (A sinωt + B cosωt ) + ωγ (Α cosωt -  Β sinωt )+ ω0

2 (A sinωt + B cosωt ) = 
 = (F0/m) cosωt 
 
(… ) sinωt  + ( ….) cosωt =0, 
 
Επειδή η άνω σχέση πρέπει να ισχύει διά κάθε t, πρέπει οι ποσότητες µέσα στις 
παρενθέσεις να µηδενίζονται, άρα 
 
 



(ω0
2-ω2 ) Α = ωγΒ  και  (ω0

2-ω2 )Β + ωγΑ= F0/m 
 
Kύκλωµα LC 
 
Στο παρακάτω σχήµα έχουµε την ακολουθία αυτεπαγωγών και χωρητικοτήτων . 
Η ηλεκτρεργετική δύναµης εξ αυτεπαγωγής ισούται µε LdIn/dt στα άκρα της 
αυτεπαγωγής µε δείκτη n. Θα δίνεται δε από την εξίσωση 
 
                                    L 
 
 
 
                                                                         R=0 
 
 
                                           C                  
 
Σχήµα 3.5 
 
LdIn/dt = - C-1Q’ + C-1Q 
 
άρα, 
  
   d2In             dQ’            dQ’ 
L  ------  = - C’-1  ----- -C-1 -------- 
   dt2                     dt                dt 
 
 
Mε χρήση της αρχής της διατήρησης φορτίου 
dQ’ 
---- = In- In+1 
dt 
και ανάλογα 
 
dQ 
---- = In-1- In 
dt 
 
Αρα, 
 
 
 
 
   d2In 

L----- = C-1 [In+1- In]- C-1 [In- In-1] 
   dt2 
 
Η σχέση διασποράς θα είναι εκείνη που βρίσκεται στην περίπωση αλληλουχίας 
σφαιριδίων και ελατηρίων αφού διέπεται εκείνη η κίνηση από την ίδια διαφορική 



εξίσωση. Για να την βρούµε, µπορούµε να αντικαταστήσουµε στην θέση του λόγου 
k/m, τον λόγο C-1/L. 
 
ω(k)=2(C-1/L )1/2 sin (kα/2) 
Η γενική λύση για ένα µόνο τρόπο και χωρίς να ληφθούν υπόψη οι οριακές συνθήκες 
είναι 
 
In (t)=[A sinnka + B cos nka ] cos[ ω(k)t+φ) 
 
Η σηµασία του µεγέθους kα 
Στην περίπτωση του συστήµατος µε εντοπισµένες αυτεπαγωγές και χωρητικότητες, 
το kα είναι η αύξηση της φάσης  της “συνάρτησης σχήµατος” ,  
A sinnka + B cos nka, καθώς µεταβαίνουµε από τη µία εντοπισµένη αυτεπαγωγή 
στην επόµενη. Στην παραγµατικότητα, δεν χρειάζεται να προσδιορίσουµε την 
απόσταση ανάµεσα σε δύο αυτεπαγωγές, θα µπορούσαµε να αντικαταστήσουµε το ka 
µε κάποιο άλλο σύµβολο, π.χ. φ. Το φ θα συµβόλιζε την αύξηση φάσης όταν στη 
συνάρτηση σχήµατος A sinnφ + B cos nφ , το n αυξάνει κατά µία µονάδα. 
 
 
(Συνέχεια στο γραµµικού συστήµατος µαζών µε χορδές) 
 
Ασκηση: ∆ιερευνήστε το φαινόµενο για Ν πολύ µεγάλο. 
Για πεπερασµένο µήκος της αλυσίδας, έχουµε σαν συνέπεια πως η απόσταση των 
διαδοχικών µαζών είναι πολύ µικρή. Μπορούµε να εξετάσουµε το τι συµβαίνει για 
µικρές τιµές του n, δηλαδή για τους πρώτους τρόπους ταλάντωσης.  Τότε, µπορύµε 
να βάλουµε: 
 
 
                            nπ 
                   sin( ---------  ) ≈ 
                          2(Ν+1) 
                            nπ 
                       ( ---------  )  
                          2(Ν+1) 
 
και άρα, 
 
                            nπ                                 nπ 
ωn≈ 2 √(Τ/ml)  -----------  = √(Τ/(m/l)) ---------- 
                          2(Ν+1)                        (Ν+1)l 
Tελικά, 
            π        Τ 
ωn=n -----(  ------ )1/2 

            L          µ 
 
Eιδικά, 
            π        Τ 
ω1= -----(  ------ )1/2 

            L       µ 
 



Ασκηση: 
 
Να δείξετε πως για n<<Ν, 
 
 
 
                          nπx 
ψn(x,t)= Cn sin(------) cosωnt  (n=1,2,3,…) 
                            L 
 
Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης ενός κρυσταλλικού πλέγµατος. 
Αυτό το θέµα απλά θα το θίξουµε µια και άπτεται θεµάτων που αφορούν την 
κβαντική συµπεριφορά της συµπυκνωµένης ύλης. Η δοµή των στερεών 
(κρυστάλλων) έχει αρκετή περιοδικότητα, έτσι ώστε να µπορούµε να εξοµοιώσουµε 
ένα κρυσταλλικό πλέγµα µε ένα τρι-διάστατο «σουµιέ» κρεβατιού όσον αφορά την 
ταλαντωτική συµπεριφορα του. 
 
Για να εφαρµόσουµε τις σχέσεις: 
 
 
                            nπ 
ωn= 2 ω0 sin( ---------  )  
                          2(Ν+1) 
 
 
 
            π        Τ 
ωn=n -----(  ------ )1/2 

            L          µ 
 
µπορούµε να θεωρήσουµε το στερεό σαν γραµµική διάταξη ατόµων (σφαιριδίων) 
κατά µήκος µιάς από τις κύριες κατευθύνσεις του κρυστάλλου. Ετσι, µ είναι η ολική 
µάζα ατόµων ανά µονάδα µήκους. Αλλά τι είναι το Τ; 
 
∆ιαστατικά, το Τ/µ είναι το ίδιο µε το λόγο Υ/ρ , δηλαδή µε το λόγο του µέτρου του 
Young διά της πυκνότητας.   Μπορεί να δειχθεί τότε πως η έκφραση των τρόπων 
ταλάντωσης είναι: 
 
 
 
                          nπ 
νn= 2 ν0 sin( ---------  )  
                      2(Ν+1) 
όπου,  
 
ν0= (1/2l) (Υ/ρ)1/2 

µε τυπική τιµή του ν0≈1013/sec. 
Aυτή είναι η ανώτερη συχνότητα που είναι δυνατόν να διεγερθεί στον κρύσταλλο. Οι 
χαµηλής τάξης τρόποι περιγράφονται καλά µε τη σχέση ανάλογη της  
 



ν0= (1/2L) (Υ/ρ)1/2 

όπου L το πάχος  του κρυστάλλου. Όταν λοιπόν τούτο είναι 1 cm, θα έχουµε για 
χαµηλότερη συχνότητα, περίπου 
της τάξης των 105Ηz. Oσον αφορά τον υψηλότερο τρόπο,  αυτός  προκύπτει όταν τα 
διαδοχικά άτοµα  µετατοπίζονται προς αντίθετη κατεύθυνση το ένα προς το άλλο. 
Τέτοιου είδους κίνηση µπορεί να διεγερθεί αποτελεσµάτικά µε ένα laser που 
προσπίπτει σε ιοντικό κρύσταλλο χλωριούχου νατρίου, στον οποίο τα ιόντα Na+, και 
Cl- εξωθούνται πάντα σε αντίθετες κατευθύνσεις λόγω του ηλεκτρικού πεδίου του 
προσπίπτοντος κύµατος του laser. Mε την ως άνω τιµή του ν0, συντονισµός 
αναµένεται να συµβεί , µεταξύ λέιζερ και κρυσταλλικύ πλέγµατος, σε συχνότητα 
γύρω στα 1013Hz,  δηλαδή σε λ=(3x108m/sec)/( 1013Ηz) = 30 µm. To πείραµα δείχνει 
απορρόφηση συντονισµού στα 60µm, γεγονός που επιβεβαιώνει ποιοτικά 
τουλάχιστον τους ανωτέρω υπολογισµούς.  Θα µπορούσε να επαναληφθεί το πείραµα 
αυτό αν διαθέσουµε εξαιρετικά λεπτό wafer ΝaCl, πάχους 10-7 m= 0.1 µm.  
 
Οριακή συµπεριφορά στο λόγο των πλατών όταν το n παίρνει τη µέγιστη τιµή  
Για n=N,έχουµε   από την Εξ. (Ι): 
 
 
 
    Αr-1 + Ar+1                                        Νπ 
     -------------------- =  2 cos ( ------------)         (ΙV) 
           A r                                             Ν+1 
 
Και συνεπώς, ο λόγος τείνει  κοντά στο –2, για Ν πολύ µεγάλα. Ετσι,  επειδή  ο λόγος 
των διαδοχικών πλατών πλησιάζει το –1. ∆είτε και την άσκηση Pain 3.19, και τον 
σχολιασµό για την ακρίβεια του ισχυρισµού αυτού για µάζες πολύ κοντά στα άκρα. 
 
Eξαναγκασµένες ταλαντώσεις γραµµικού συστήµατος ίσων µαζών συνδεοµένων 
µε ελατήρια ίσης δυσκαµψίας 
 
Το εδάφιο αυτό µελετάται συστηµατικά στο βιβλίο Κυµατικής του Berkeley για 
µηχανικά συστήµατα ενώ ένα ανάλογο, για ηλεκτρικές ταλαντώσεις, υπάρχει στο 
βιβλίο του Pain. 
Ας δούµε όµως ένα σύστηµα  λίγο διαφορετικό, εκείνο που αντιστοιχεί σε n-µαζες 
συνδεόµενες µέσω ελατηρίων σε γραµµική διάταξη, αλλά κάθενα σώµα αποτελεί 
µέρος ενός εκκρεµούς ιδιοσυχνότητας ω0. Θεωρούµε ταλαντώσεις του συστήµατος 
των µαζών πολύ µικρού πλάτους και αναζητούµε το σύνολο των τρόπων ταλάντωσης, 
στην προσέγγιση του συνεχούς, δηλαδή όταν οι αποστάσεις a, µεταξύ διαδοχικών 
σωµάτων είναι πολύ µικρότερες του «µήκους κύµατος», της ηµιτονικής καµπύλης 
που αναµένουµε πως θα περνάει µέσω της διάταξης των µαζών σε κάθε χρονική 
στιγµή t. 
 
H  εξίσωση κίνησης της υπαριθµό n µάζας είναι: 
 
        .. 
    M yp = -  T(sin α1 -   sin α2 ) = (T/Ma) [( yp-yp-1) + ( yp-yp+1)]   - Mω0

2yp (1) 
 
Eφαρµόζοντας για µικρά a το ανάπτυγµα Taylor: 
 



[( yp-yp-1)] = (dy/dz) a  + [d 2y/dz2
  ] a2/2 

 
( yp-yp-1)    = - (dy/dz) a + [d 2y/dz2

  ] a2/2 
 
Συνεπώς, η Εξ. (1) δίνει 
         
     d2y/ dt2= (Ka2/M)  [d 2y/dz2

  ] - ω0
2y    Εξίσωση Klein -Gordon 

 
Aν τώρα δοκιµάσουµε σα λύση µία µορφή 
 
y(z,t)= Α(z) cos(ωt+θ), θα έχουµε 
 
 (-ω2+ω0

2) A(z) = (Ka2/M) d2A(z)/dz2 
 
∆ιερεύνηση της ως άνω εξίσωσης 
Α) ω>ω0 
Τότε, έχουµε δυνατότητα διάδοσης κυµάτων ενώ η λύση για το Α(z) είναι της  
µορφής 
 
 Α(z) = Α sinkz + B coskz, ενώ  τα Α  και Β προσδιορίζονται από τις οριακές 
συνθήκες. 
Β) ω< ω0 
 
Τότε, βάζουµε , κ≡ (ω2-ω0

2) Μ/(Κa2), oπότε: 
 
d2Α/dz2= κ2 Α(z), άρα έχουµε γενική λύση: 
 
 Α(z)= Α e-κz+ B e+κz 

 

2.1) Αποσβενόµενες ταλαντώσεις 
 
Είναι φυσικό να αναρωτηθεί κανείς για την σκοπιµότητα του να ξεκινάµε τη 
συζήτηση τού πεδίου των ταλαντώσεων από την περίπτωση χωρίς απώλειες. Ο λόγος 
ήταν ότι προκύπτει µία απλή και κατανοητή σε πρώτη προσέγγιση (αν και όχι 
ρεαλιστική ) περιγραφή. 
 Ας δούµε τώρα και την περίπτωση µε απόσβεση. Εδώ, µπορούµε να ξεκινήσουµε µε 
έναν αρµονικό ταλαντωτή (δύναµη ∝- k x) , αλλά που παρουσιάζει και ένα είδος 
απόσβεσης. Για απλότητα, ας δεχθούµε πως η δύναµη απόσβεσης είναι ανάλογη της 
ταχύτητας του σώµατος και τείνει να ελαττώσει την ταχύτητα, άρα Ff ∝ - constant• 
v). 
Τότε, η δυναµική του σωµατιδίου περιγράφεται µε τον Β Νόµο του Νεύτωνα ως 
     
     d2x 
m ----- = -kx -b v 
      dt2 
 δηλαδή 
     d2x 
m ----- +kx +b v =0                                 (1.3) 
      dt2 



Για τη λύση, θα θεωρήσουµε την περίπτωση οµογενούς γραµµικής διαφορικής 
εξίσωσης µε σταθερούς συντελεστές. Θα δούµε πως υπαρχουν τρεις δυνατές λύσεις αν 
αναζητήσουµε λύσεις της µορφής: 
 
X=Ceαt 
 
όπου στην τρίτη, το C= A+Bt, λύση που επί του παρόντος δεν θα µας απασχολήσει . 
Ετσι, παίρνοντας πως το C eίναι σταθερό, 
προκύπτει η αναγκαία συνθήκη από την  (1.3) 
 
Ceαt (mα2+bα+k) =0 
 
Η µόνη µη τετριµένη λύση είναι η  
       -b          b2         k 
α= -----±(  -----  -  ----  )1/2 

        2m       4m2       m 
 
Το α έχει διαστάσεις (Τime)-1. 
Ετσι, η µετατόπιση µπορεί να γραφεί ως 
 
               -b          b2         k 
        - [    -----±(  -----  -  ----  )1/2 ] t 
               2m       4m2       m 
exp 
 
 
Ενότητα 3η 
 
Αν τώρα, 
                                        b2         k 
     η ποσότητα ∆≡ (     -----  -  ----  ) είναι µικρότερη του µηδενός 
                                    4m2        m 
γράφουµε  
 
               b2         k 
       ± (  -----  -  ----  )1/2  ≡±iω' 
            4m2       m 
και έτσι, 
 
x(t)=C e-(b/2m)t     ( cosω't± i sin ω't)  
 
Η έκφραση αυτή µας φαίνεται να µας  προσκαλεί  να επιλέξουµε µόνο το πραγµατικό 
µέρος, και έτσι παίρνουµε 
 
x(t)=C e-(b/2m)t    cosω't 
σαν ρεαλιστική λύση. 
 Αλλος τρόπος αντιµετώπισης είναι να πάρουµε  ένα γραµµικό συνδυασµό των 
λύσεων µε + και -,οπότε 
 



 
x(t)=e-(b/2m)t (C1eiω't+ C2e-iω't) 
                                       Α                                A 
Αν τώρα βάλουµε C1=-------  eiφ          C2 = -  ------- e -iφ 
                                        2i                               2i 
προκύπτει εύκολα, 
 
x(t) =A e-(b/2m)t sin(ω't+φ) 
 
Eνα πρακτικό παράδειγµα αποσβενόµενων ταλαντώσεων φαίνεται στο Σχήµα, όπου 
παρουσιάζεται η απόσβεση κραδασµών σε ένα αυτοκίνητο µέσω του "αµορτισέρ". 
 
 

 
Fig_5_12_03 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΠΑΡΑΓΩΝ Q ENOΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗ ΜΕ ΑΠΌΣΒΕΣΗ 
 
Εχουµε δει  ότι η ενέργεια δίνεται από 
 

2

2
1 kA=Ε  µε χρήση της συνηθους έκφρασης για το πλάτος Α, έχουµε 

 
 

tt eekA γγ −− Ε==Ε 0
2

02
1 ,  όπου γ=b/m 

 
To γ έχει διαστάσεις αντιστρόφου χρόνου , και είναι µία από τις ενδιαφέρουσες 
παραµέτρους της φθίνουσας ταλάντωσης. Η άλλη είναι το ω0, η ιδιοσυχνότητα. Το γ 



είναι το αντίστροφο του χρόνου που απαιτείται ώστε η ενέργεια να ελαττωθεί στο 1/e 
της αρχικής τιµής, δηλαδή το γ εκφράζει τον ρυθµό κατανάλωσης της ενέργειας.  
Ας θυµηθούµε  τώρα τη σχέση 
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Τωρα, εκφράζοντας την ως άνω σχέση  ως προς ω0/γ=Q: 
 
 

)
4

11( 2
2

0
2

Q
−= ωω  

 
Αν το Q είναι πολύ µεγαλύτερο της µονάδας, προκύπτει  
 

)cos( 0
2/

0
0 atex Q +Α= − ωω  

 
 
 
 
Μαθηµατική προσέγγιση (αναφορά) 
http://www.dean.usma.edu/math/research/mathtech/java/Harmonic/development.pdf 
 
Εξαναγκασµένες Ταλαντώσεις 
Στο σηµείο αυτό είναι καλό να δούµε καποιά "Java Applets" που αναδεικνύουν 
ζωντανά το είδος συτό των ταλαντώσεων (πχ 
http://surendranath.tripod.com/Shm/FDHM.html) 
 
Επίσης, το θέµα αυτό αντιµετωπίζεται µε το πρόγραµµα Mathematica: 
http://www.ma.iup.edu/projects/CalcDEMma/foscill/foscill0.html 
 
Είναι φυσικό να διερωτηθεί κανείς πως συντηρούνται οι ταλαντώσεις που διαρκούν 
πολύ ώρα όταν έχουµε, όπως πάντα συµβαίνει, και αισθητή τάση απόσβεσης αυτών. 
  Αυτή η συντήρηση του πλάτους των ταλαντώσεων γίνεται µε εξωτερικές 
εξαναγκασµένες ταλαντώσεις. Για την καλύτερη περιγραφή του φαινοµένου θα 
εξετάσουµε πρώτα τη συµπεριφορά ενός εξαναγκασµένου µηχανικού ταλαντωτή, που 
απλά είναι ένα σώµα, µάζας , συνδεδεµένο µε ένα ελατήριο µε έναν τοίχο . 
Παράλληλα θεωρούµε πως η σύζευξη έχει απώλειες λόγω τριβών και για 
αντισταθµισή των ασκούµε στη µάζα  µία εξωτερική δύναµη, 
 F0cos(ωt), όπως στο Σχήµα. 
 
 
 
 
 
                         
                        S                                            m 
 



                                                                Mm                   F0cosωt 
 
 
 
 
Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις και συντονισµός 
 
Ενα φυσικό σύστηµα µπορούµε να το διαγείρουµε µε µία συχνότητα που είναι πολύ κοντά 
στην ιδιοσυχνότητα ελευθέρων ταλαντώσεων.  Τότε αποδεικνύεται ότι το πλάτος των 
ταλαντώσεων µπορεί να γίνει πολύ µεγάλο µε επανειληµένη εφαρµογή πολύ µικρών 
δυνάµεων . Αυτό ονοµάζεται συντονισµός (αιώρα κλπ) 
 
Εφαρµογές των εξαναγκασµένων ταλαντώσεων µε απόσβεση ή µη 
(Σεισµολογία, οπτικες τράπεζες, γαλβανόµετρα). Οπτικοί υπολογιστές και 
συµβολοµετρία 
 
 
 
Εστω η δύναµη είναι F=F0  cos ωt. H φυσική συχνότητα ω0 θα ισούται µε (k/m)1/2 και είναι η 
ιδιοσυχνότητα ελευθέρων ταλαντώσεων του συστήµατος. 
Η εξίσωση των εξαναγκασµένων ταλαντώσεων θα είναι 
       .. 
   mx  = - kx + F0  cos ωt     (x1). 
 
χωρίς την εξωτερική δύναµη θα έχουµε ταλάντωση µε ω0 . Με την παρουσία και της 
εξωτερικής δύναµης, θα έχουµε επαλληλία ταλαντώσεων µε δύο συχνότητες , ω και ω0 . 
Λόγω των αναπόφευκτων τριβών, σιγά σιγά θα εξασθενίσει η ταλάντωση µε την 
ιδιοσυχνότητα και θα παραµείνει µόνο η εξαναγκασµένη ταλάντωση µε συχνότητα ω. Τότε 
έχουµε την µόνιµη κατάσταση.  
  Ας διερευνήσουµε την συµπεριφορά του συστήµατος ταλαντωτή για ω << ω0  και ω >>ω0  
Στην πρώτη περίπτωση, αναµένουµε ότι το σωµατίδιο θα παρακολουθεί περίπου πιστά την                                     
                                                                                                                                                  .. 
µεταβολή της δύναµης µε πλάτος όχι πολύ διαφορετικό από F0 /k  (= F0 /mω0 2) . Ο όρος mx 
παίζει συγκριτικά µε τον όρο kx πολύ µικρότερο ρόλο. Το αντίθετο συµβαίνει όταν  
ω >>ω0   διότι τότε µε την πολύ µεγάλη επιτάχυνση, ό όρος kx γίνεται συγκριτικά πολύ 
µικρός , και έτσι η απόκριση του συστήµατος ελέγχεται από την αδράνεια (m). H ταλάντωση 
έχει αντίθετη φάση από την  διεγείρουσα δύναµη, διότι η επιτάχυνση σε αρµονική δύναµη 
είναι αντιθέτου προσήµου από την αποµάκρυνση. 
 
Για να βρούµε την µόνιµη λύση βάζουµε x=C cos ωt . Mε αυτή την έκφρση θα πρέπει η 
εξίσωση  (χ1) να ικανοποιείται εκ ταυτότητας για κάθε ω και t  
          .. 
Είναι x =-ω2  C cos ωt, άρα µε αντικατάσταση 
 
     -m ω2  C cos ωt + k C cosω t =+ F0  cos ωt 
 
και συνεπώς 
 
 
                      F0                     F0/m 
          C= ----------  =  -------------                        (2.2) 
                    k-m ω2           ω0

2 - ω2 

Η εξίσωση (2.2) καθορίζει το C έτσι ώστε η  Εξ (χ1) να ισχύει πάντα.  
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Παρατηρούµε στην περιοχή του “συντονισµού” µία απότοµη µετάπτωση από µεγάλη 
θετική σε µεγάλη απότοµη τιµή του πλάτους C.  
Ας παραστήσουµε όµως την αποµάκρυνση x µε ένα πλάτος Α που είναι εξ ορισµού 
θετική ποσότητα, και µια φάση α σε χρόνο t=0.  
 
                      X= A cos ( ωt +α) 
Ετσι είναι α = 0 για ω< ω0 και α = π για ω> ω0 . 

 

 

 

     ..          . 

mx  +rx =-sx + F0  ei ωt 
                                                   →                                                                                                        → 



Λύνοντας ως προς το διάνυσµα  x  εχουµε το µέτρο όσο και τη φάση. Αν x= A exp(i 
ωt) 
 
    (-A ω2 m +i ωAr +A s) exp(i ωt) = F0  ei ωt 
 Ισχύει για κάθε τιµή του χρόνου αν 
 
 
                               F0   i 
           Α= ------------------------ 
                   (i ω r +(s-ω2m)) i 
 
ή πολλαπλασιάζοντας  αριθµητή και παρανοµαστή επί –i, 
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 παριστάνει την µιγαδική έκφραση της σύνθετης αντίστασης του ταλαντωτή. 

Αυτή, έχει συνεπώς ένα µέτρο |Zm |  και µία φάση φ, άρα έχουµε  για την χρονική 
εξάρτηση της αποµάκρυνσης x(t) 
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όπου 
 
|Ζm|= [r2+(ωm-s/ω)2]1/2                             (5) 
 
 
 
Ετσι, λόγω των εξισώσεων (4) και (5), η διαφορά φάσης φ µεταξύ  δύναµης και 
µετατόπισης  προκύπτει αφού από την έκφραση 
 
 

r
sm ωωθ /tan −

=                                     (6) 

 
βρούµε το θ, και κατόπιν: 
 

∆ιαφ. Φάσης «αποµάκρυνσης  -  δύναµης» =τοξ. 
r

sm ωω /−  -π/2 

 
Παράδειγµα αππλετ εξαναγκασµένων ταλαντώσεων 
http://www.netzmedien.de/software/download/java/oszillator/ 



Συντονισµός 
Είδετε το παράδειγµα 
http://www.shep.net/resources/curricular/Physics/java/physengl/resonance.html 
 
Παραδειγµατα σε Γέφυρες 
http://www.cse.ucsc.edu/~hongwang/ENGR27/Lab/mass_spring_2/ 
 
 
OΠΤΙΚΈΣ ΤΡΑΠΕΖΕΣ (*) 
 
Το εδάφιο αυτό αφορά µία εφαρµογή των ταλαντώσεων και κυµάνσεων σε 
πειραµατικές ή άλλες διατάξεις οπτικής.  Οι διατάξεις οπτικής πολλές φορές 
βασίζονται σε φωτεινές πηγές, οπτικά στοιχεία , όπως φακοί, κάτοπτρα κλπ, και µέσα 
διάδοσης φωτός, όπως αέρας, γυαλί κλπ. Πολλές φορές θέλουµε να εστιάσουµε µία 
δέσµη φωτός σε ένα σηµείο µικρών διαστάσεω, π.χ. διαµέτρου µερικών εκατοντάδων 
νανοµέτρων. Υπάρχουν άλλες οπτικές διατάξεις, όπως συµβολόµετρα όπου οι 
συνθήκες µεγίστου και ελαχίστου έντασης εξαρτώµενες από τη διαφορά φάσης 
µεταξύ δύο η περισσοτέρων κυµάτων που συµβάλουν. Η τελευταία όµως µπορεί να 
επηρεάζεται από τη θέση, ταχύτητα και επιτάχυνση των φωτεινών πηγών, οπτικών 
στοιχείων και από τις µεταβολές του µέσου διάδοσης των κυµάτων. Συνεπώς, θα 
πρέπει όσο το δυνατόν να περιορίζονται οι κινήσεις των πηγών και φακών. Τούτο 
οδηγεί στη χρήση της οπτικής τράπεζας. Ενας ορισµός µιάς οπτικής τράπεζας είναι ο 
ακόλουθος: 
Σε µία ιδανική οπτική τράπεζα τα διάφορα οπτικά στοιχεία , και φωτεινές πηγές είναι 
ακίνητα ως προς ένα σύστηµα αναφοράς που συµπίπτει µε την τράπεζα αυτή, ενώ ο 
τρόπος  στήριξης της τράπεζας στο δάπεδο είναι σχεδιασµένος µε τέτοιο τρόπο ώστε 
αυτή να µήν υφίσταται παραµορφώσεις (σαν συνέπεια της αλληλεπίδρασης 
κραδασµών στο δάπεδο µε την τράπεζα) να είναι ελάχιστες . Η ελαχιστοποίηση των 
παραµορφώσεων έχει ως συνέπεια την σχετική σταθερή θέση των οπτικών τµηµάτων 
που στηρίζονται στην τράπεζα. 
  Η οπτική τράπεζα µπορεί να προσοµοιωθεί µε ένα σκληρό ελατήριο που έχει στην 
άκρη του µία µάζα. Το ελατήριο δεν είναι τελείως ελαστικό αλλά συνυπάρχει και 
κάποια σταθερά απόσβεσης. Τέλος, το ένα άκρο του ελατηρίου είναι στερεοµένο στο  
δάπεδο, όπως στο Σχήµα 
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Γνωρίζουµε πως το πλάτος ταλάντωσης της µάζας  M, δίνεται από τις γνωστές 
εκφράσεις όπως 
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όταν δεν υπάρχουν τριβές στο σύστηµα. Αν υπάρχουν τριβές, η αποµάκρυνση x(t) tης 
µάας  m δίνεται από µία έκφραση 
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.όπου 
 
Ζm= [r2+(ωm-k/ω)2]1/2      και  tanφ= (ωm-k/ω)/r,  µε ω0=k/m. 
 
Παρατηρούµε πως  το πλάτος εξαναγκασµένης ταλάντωσης της οπτικής τράπεζας 
µάζας m, είναι ανάλογο του 
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δηλαδή είναι τόσο µικρότερο όσο το m είναι µεγαλύτερο, αλλά όπως βλέπουµε το 
πρόβληµα είναι αρκετά πιό σύνθετο, και το x0 είναι συνάρτηση και των ω, r και k. 
Οσον αφορά το ω, τούτο συνήθως δίνεται από το λεγόµενο φάσµα συχνοτήτων  
κραδασµών που επάγονται από κινήσεις του δαπέδου. Αν το φάσµα αυτό έχει µέγιστο 
στο ω', τότε τα k και  m µπορούν να επιλεγούν έτσι ώστε το ω0 να απέχει πολύ από το 
ω', και άρα το Ζm να έχει µία πολύ µεγάλη τιµή. Συνεπώς, διαφορετικό φάσµα 
κραδασµών, µπορεί να συνεπάγεται διαφορετική σχεδίαση των παραµέτρων της 
οπτικής τράπεζας. 
 
Στην πραγµατικότητα, η τράπεζα εκτείνεται σε δύο διαστάσεις, µε αποτέλεσµα οι 
κραδασµοί να διεγείρουν σε αυτή ανώτερης τάξης τρόπους ταλάντωσης όπως 
περιγράφεται αναλυτικά στην αναφορά [1]. Σύµφωνα µε αυτήν οι συνοριακές 
συνθήκες που εξαρτώνται από τις δύο διαστάσεις  a και b της τράπεζας  δίνουν 
 
2/λ = ( n1

2
 /a2 +n2

2
 /b2) , όπου n1

   και n2
  είναι ακέραιοι θετικοί αριθµοί. 



 
 
 
 

 
 
Με βάση το αποτέλεσµα αυτό, µπορούµε να σχεδιάσουµε τις παραµέτρους της 
οπτικής τράπεζας  έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί η επίδραση της σε οπτικά 
εξαρτήµατα που είναι τοποθετηµένα σε αυτήν. Επειδή τα διάφορα τµήµατα της 
τράπεζας µπορούν να εκτελούν τόσο διαµήκεις όσο και εγκάρσιες ταλαντώσεις, θα 
πρέπει να βρεθούν   και οι αντίστοιχο τρόποι.  Πρέπει η οπτική τράπεζα, να θεωρηθεί 
ως µία εκτεταµµένη πλάκα και όχι ως υλικό σηµείο.  Η ταλαντώσεις είναι 
εξαναγκασµένες µε δυνάµεις που ασκούνται στη βάση των  ποδαριών της τράπεζας. 
Οι δυνάµεις µπορεί να είναι κάθετες προς  έκαστο πόδι ή κάθετες προς αυτά. Αρα, το 
όλο θέµα είναι αρκετά σύνθετο και έτσι δεν θα συζητηθεί αναλυτικότερα εδώ. 
Ωστόσο, δείτε την αντιµετώπιση του προβλήµατος µιάς χορδής που δέχεται στο ένα 
άκρο της µία εγκαρσια δύναµη που οδηγεί σε µία αποµάκρυνση y(t)=Β  cos(ωt). 
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Στο σχήµα φαίνονται οι δύο τοπικές επιταχύνσεις  προκαλούν  εγκάρσιες και 
διαµήκεις ταλαντώσεις στα τµήµατα µίας οπτικής τράπεζας. 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[1] Pain,  Παράγρ. , 2.2-2.8 και 8.5-8.7, σελ. 258-262. 
[2] http://wwwex.physik.uni-
ulm.de/lehre/PhysikalischeElektronik/Phys_Elektr/node233.html 
[3] 
http://www.mae.wmich.edu/labs/Solid_Mechanics/Coherent_Optics/Coherent_Optics.
html 
[4] http://www.physics.uwa.edu.au/pub/Theses/PhD/2001_Winterflood.pdf 
[5] http://www.elettra.trieste.it/experiments/beamlines/ape/ 
 
Ασκήσεις  
 
1) Ο συντελεστής απόσβεσης  σε αποσβενόµενο αρµονικό ταλαντωτή   είναι 
ρυθµιζόµενος. Γίνονται δύο µετρήσεις. Πρώτα, όταν ο συντελεστής απόσβεσης είναι 
µηδενικός, η κυκλική συχνότητα είναι 38880 rad/s. ∆εύτερον, µία στατική µέτρηση 
δείχνει ότι η δυσκαµψία (σταθερά ελατηρίου) του συστήµατος είναι 184 N/m. Σε 
ποία τιµή πρέπει να τεθεί ο συντελεστής απόσβεσης ώστε να πετύχουµε κρίσιµη 
απόσβεση; 
2) Ενας αρµονικός ταλαντωτής µε φυσική περίοδο Τ=2 sec τοποθετείται σε ένα 
τέτοιο περιβάλλον ώστε δύναµη τριβής ανάλογη προς την ταχύτητα του 
ταλαντωνόµενου  σωµατιδίου. To πλάτος ταλάντωσης ελαττώνεται στα 70% της 
αρχικής του τιµής σε 5 sec. Ποιά είναι η περίοδος του ταλαντωτή στο  νέο αυτό 
περιβάλλον; 
 
3) Eνα ελατήριο µε k=12 N/m και και µία προσδεδεµένη µάζα ταλαντώνονται σε ένα 
ιξώδες µέσο. Ενα δεδοµένο µέγιστο +6 cm  , από τη θέση ισορροπίας, παρατηρείται 
σε t=1.5 sec, και το επόµενο µέγιστο, +5.6 cm,  σε t=2.5 sec. Ποιά θα είναι η θέση της 
µάζας σε   3 sec  και 4.8 sec ; Ποιά ήταν η θέση στο t=0; 
4) ∆είξετε µε άµµεση αντικατάσταση ότι η εξίσωση αποσβενόµενων αρµονικών 

ταλαντώσεων επαληθεύεται από τη λύση της αντίστοιχης διαφορικής εξίσωσης 
στις διάφορες περιπτώσεις απόσβεσης. 

5) Μία µάζα 0.5 kg αναρτάται από ένα ελαττήριο που επιµηκύνεται κατά 8 εκατ. Το 
σηµείο ανάρτησης του ελατηρίου τίθεται σε ηµιτονική κίνηση. Σε ποιά συχνότητα 
περιµένετε συµπεριφορά συντονισµού; 

 
 
 
 
Η ταχύτητα στην εξαναγκασµένη κίνηση µε απόσβαση 
 
Από την έκφραση 
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Ετσι, η ταχύτητα και η δύναµη  έχουν διαφορά φάσης ίση απλά µε το φ, και όταν 
φ=0, η ταχύτητα και η δύναµη βρίσκονται σε φάση. 
 
Αυτή,  µε µιγαδικό συµβολισµό µπορεί να γραφεί 
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Πράγµατι, το πραγµατικό µέρος αυτής της έκφρασης δίνει την  Εξ.(2). 
 
Ετσι, η ταχύτητα προηγείται της µετατόπισης ως προς τη φάση κατά π/2, όπως 
φαίνεται συγκρίνοντας τις Εξ. (1) και (2). 
 
Υπολογίστε τη γωνία φάσης  µεταξύ δύναµης και ταχύτητας 
 
Είναι ίση µε φ αφού  
 
 F=F0cos(ωt), ενώ v=Re(v) =(F0/Ζm)cos(ωt-φ) 
 
 
 
ΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑ 
 

1. ∆είξετε ότι σε µία επαλληλία n το πλήθος ταλαντώσεων, ίσου πλάτους και 
κυκλικής συχνότητας, µε σταθερή διαφορά φάσης, δ, εκάστη από την 
επόµενη ταλάντωση δίνει ένα ολικό  τετράγωνο του πλάτος ίσο µε  

 
                       a2 sin2(nδ/2)/ sin2(δ/2) 
 

2. Πρόβληµα 2.9 Pain 
3. Πρόβληµα 2.10 Pain 
4. Πρόβληµα 3.4 Pain 
5. Όταν το εκκρεµες του συστήµατος βρίσκεται στην κατακόρυφη θέση, τα 

ελατήρια έχουν το φυσικό τους µήκος. Βρείτε  τις συχνότητες των Κ.Τ.Τ. και 
τους λόγους των πλατών 

 
 



 
Καταλογος επιλεχθέντων θεµάτων 
 
 
1. Ήχοι-Υπέρηχοι γ) Φυσική µουσικών οργάνων   (Σ.Μ.) 
2. ΑΤΟΜΙΚΑ ΡΟΛΟΪΑ ΑΠΟ ΚΡΥΑ ΑΤΟΜΑ (Μ.Μ) 
3.  Αστρονοµικά Τηλεσκόπια  (Μπ.Π και Μ.Τ.) 
4. 24.Doppler effect and applications   (Μ.Ε.) 
   24.1 LIDAR 
5. Συµβολόµετρο Μιchelson   (Τ.Β.) 
6. ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗ ΣΕΛΑΟΣ (Τ.Κ.) 
7. "GPS (Global Positioning System)" ∆.Χ και Η.Τ. 
8. Μικροκυµατική ακτινοβολία Υποστρώµατος   Σ.Α και Ρ.Λ. 
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10.  The hubble constant    .  Ε. Mπάκα και Μιχαλοπούλου  
11. Kύµατα Βαρύτητας . Μ.Φ. και Π.Κ. 
12. Clocks and their History  .  Π.Χ. και Π.Σ. 
13. Nitrogen  Laser   N.X και  Ν.Κ. 
14. Ακτινοβολία  Cherenkov και εφαρµογές Β. Α. και Σ.Μ. 
15. Παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας µε χρήση θαλάσσιων κυµάτων Μ.Τ. και Μ.Ν. 

16. Fourier ανάλυση και Fourier σύνθεση κυµάτων  Σ.Α. και Μ.Ι. 
17. Background light spectrum, due to the night sky radiation at the ultraviolet region 
Χ.Ε.. 

18. Η διαδικασία της ψηφιοποίησης στις ψηφιακές φωτογραφικές µηχανές. Μ.Μ. . 

19. Ψηφιοποίηση και αλγοριθµοι υποβάθρου σε φωτογραφικές µηχανές DSLR     Γ.Γ 
και Σ.Κ. 

20. Night Sky Pollution     M.I. 

21. Σεισµόµετρα.   Μ.Γ και Μ.∆ 
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22. Nonlinear optics and applications .   Γ.Μ. και Β.Ε. 

23. "Σεισµικά Κύµατα".  Μ.Κ. και Μ.Ε. 

24. Οptical Coherence  Tomography   Τ.Ε  και  Σ.Μ 

 

 

 
 
Γραµµικό Σύστηµα n το πλήθος µαζών  µε ίσου k χορδές µε απόσταση a →0.  
Aς θεωρήσουµε εγκάρσιες ταλαντώσεις στο σύστηµα αυτό.   Η εξίσωση κίνησης θα 
προκύψει αν θεωρήσουµε  τις δύο κατακόρυφες συνιστώσες των δυνάµεων που 
ασκούνται σε ένα τµήµα της χορδής µάζας ρ∆x. Ετσι, η δύναµη που ασκείται από  
αριστερά  είναι ίση µε το γινόµενο της κλίσης επί την τάση Τ, ενώ δεξιά µπορεί να 
εκφραστεί ως µία διαφορική διαφορά της δύναµης εξ αριστερών, µε τη βοήθεια 
αναπτύγµατος της κλίσης κατά Taylor: 
 
               ρ∆x  ])/()/[(/)( 22 xxyxyTxyty ∆∆∆+∆∆−∆Τ∆=&&  
 
Τωρα, αν θεωρήσουµε κίνηση των διάκριτων 3 διαδοχικών σφαιριδίων που 
συνδέονται µε χορδές, η εξίσωση κίνησης του µεσαίου είναι 
 
        .. 
    m yp = -  T(sin α1 -   sin α2 ) = -(T/a) [( yp-yp-1) + ( yp-yp+1)]   (Εγκάρσ. 1)  (ΑΑ) 
    
 
= -T[( yp-yp-1) + ( yp-yp+1)] /dx,             (1) αν βέβαια θέσουµε a=dx 
 
Πρέπει εδώ να τονιστεί, πως στις εφαρµογές που θεωρούµε (συµπυκνωµένη ύλη κλπ) 
η φύση λειτουργεί µε εξισώσεις διαφορών, όπως η προηγούµενη, σε αντίθεση µε τις 
γνωστές διαφορικές εξισώσεις. Ωστόσο, στην ειδική οριακή περίπτωση, των a→”0”, 
θα δείξουµε πως το φαινόµενο µπορεί να περιγραφεί και από διαφορική εξίσωση. 
 
Aλλά,  
( yp-yp+1)=  ( yp-1-yp) + [∆( yp-1-yp)/∆x] ∆x 
 
Αρα , η (1) γράφεται, αν θέσουµε m=ρdx 
           .. 
          yp = -(Τ/m) [( yp-yp-1) -( yp-yp-1) - ∆( yp-1-yp)/∆x]/dx=-(Τ/m) [-d2y/dx2]dx 
 
=-(Τ/(m/ dx)) [-d2y/dx2]=(Τ/ρ) [d2y/dx2] 
 
αρα βγάζοντας και τον δείκτη p από το y αφού αυτό πλέον γίνεται συνάρτηση του x 
και t, εχουµε 
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Αναφορές 
 

1. http://www.uni-leipzig.de/~mona/SMO_Lectures/lecture_7. 
 

2. http://www.uni-leipzig.de/~mona/EXPIII/Lecture_12.pdf 
 

3. http://www.uni-leipzig.de/~mona/PHOT/Lecture_2.pdf 
 

4. http://www.uni-leipzig.de/~mona/mona/photonics.html 
 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
Ταλαντώσεις σε συνεχή µέσα 
 
 
∆ιάλεξη 5 
       - Εγκάρσιες ταλαντώσεις συνεχούς µέσου  

- Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις δύο συζευγµένων ταλαντωτών 
- Εγκάρσιες ταλαντώσεις σε σύστηµα n  διαδοχικών χορδών και µαζών. 
- Πόλωση   

 
 
 
Μία χορδή από ένα οµογενές συνεχές µέσο, υπόκειται σε κάποια µηχανική τάση Τ όταν είναι 
οριζόντια, οπότε στιγµιαία την αποµακρύνουµε από την ισορροπία µε ένα καλούπι, και την 
αφήνουµε να ταλαντωθεί. 
Η θεωρία µπορεί να βρει εφαρµογές σε ταλαντώσεις γεφυρών, πλοίων κλπ. 
 
Εγκάρσιοι τρόποι συνεχούς χορδής 
 
Λόγω της συνέχειας της συνάρτησης εγκάρσιας αποµάκρυνσης ψ(z,t) στις 
περιπτώσεις των σχετικά χαµηλότερων τρόπων ταλάντωσης, µπορούµε να γράψουµε 
τις δυνάµεις που ασκούνται εγκάρσια σε ένα τµήµα της χορδής µήκους ∆z: 
 
 
                               T1                                T2 

                                       z1             z2 



                                            ∆z 
Σχήµα 2.1 
 
Η κατακόρυφη δύναµη είναι 
                                        ∂ψ             ∂ψ 
                      Fx(t)= T0 ( ----)2- T0 ( ----)1                 (1) 
                                        ∂z              ∂z 
Το - µπαίνει αφού οι  οριζόντιες προβολές των 2 δύνάµενων στα δύο άκρα έχουν 
αντίθετη κατεύθυνση. 
 
Αν όµως θεωρήσουµε τη συνάρτηση της κλίσης , f(z)= ∂ψ/∂z, και την αναπτύξουµε 
σε σειρά Taylor γύρω από το σηµείο z, και ύστερα θέσουµε z =z2, παίρνουµε 
 
 
                                      df 
f(z2 )= f(z1 ) + (z2-z1) ( ----)1+ …(όροι ανώτερης τάξης) 
                                      dz 
 
Ετσι, µπορείτε να δείξετε ότι η Εξ. (1) γίνεται 
                                ∂2ψ(z,t) 
f(z2 )-f(z1 ) =  ∆z  ----------- 
                                ∂z2 
και άρα η συνισταµένη της κατακόρυφης δύναµης είναι 
 
 
                       ∂2ψ(z,t) 
Fx(t)= T0 ∆z  ----------- 
                        ∂z2 
και άρα ο Β νόµος του Νέυτωνα για το τµήµα της χορδής µήκους ∆z/cosθ≈∆z, και 
µάζας 
ρ0 ∆z, γίνεται 
 
 
 
                ∂2ψ               ∂2ψ(z,t) 
ρ0 ∆z ---------= T0 ∆z  ----------- 
                ∂t2                   ∂z2 
 
ή 
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και είναι γνωστή ως κλασική κυµατική εξίσωση  ( ΚΚΕ) 
. 
 



 
KΛΑΣΙΚΗ ΚΥΜΑΤΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 
 
Την ως άνω εξίσωση θα συναντήσουµε πολλές φορές, και αφορά µία γραµµική 
διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης. Θα µάθουµε πολλές ιδιότητες της. Προφανώς η 
σταθερά Τ0/ρ0 χαρακτηρίζει ειδικά την περίπτωση της χορδής. Σε άλλες περιπτώσεις, 
κάποια άλλη θετική σταθερά µπαίνει στη θέση της Τ0/ρ0.  
Στάσιµα κύµατα 
Προσπαθούµε τώρα να βρούµε τους κανονικούς τρόπους -τα στάσιµα κύµατα- µιάς 
συνεχούς χορδής. Πριν όµως δούµε αυτό το θέµα, ας δούµε ένα άλλο παράδειγµα, 
τους τρόπους ταλάντωσης τες ράβδου του µπέιζ µπόλ, όπως φαίνεται στα σχήµατα 
πιό κάτω. 
 
 
 
Συµπληρωµατικό σηµείωµα 
 
 
 
Παρατηρούµε πιο κάτω τον 1o  τρόπο , 2ο  τρόπο και 3ο τρόπο ταλάντωσης ράβδου 
µπέιζ µπώλ 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Βλέπουµε ότι όσο µεγαλύτερη είναι η τάξη του τρόπου, τόσο µεγαλύτερος είναι ο 
αριθµός των κόµβων που παρουσιάζουν τα αντίστοιχα σήµατα της ράβδου. Θέτουµε 
στην αρχή το παράδειγµα αυτό για να φανεί το πλήθος των φαινοµένων για τα οποία 
πρέπει να µπορεί η κυµατική εξίσωση να δώσει λύση. 
 
Είναι φανερό ότι  αναζητώντας έκαστο τρόπο ταλάντωσης της συνεχούς χορδής, θα 
πρέπει να έχουµε κάθε στοιχειώδες τµήµα της µήκους ds να εκτελεί εγκάρσια κίνηση 
µε την ίδια κυκλική συχνότητα ω, και την ίδια σταθερά φάσης, φ, ενώ το πλάτος Α(z) 
του αντίστοιχου τµήµατος της χορδής που περιορίζεται στο διάστηµα  z ως   z+dz 
µπορεί να µεταβάλλεται µε το z. Μία λύση, για ένα τρόπο ταλάντωσης,  µπορεί να 
έχει τη  µορφή  
                                    ψ(z,t)= A(z) cos (ωt+φ )                                       (1) 
 
Οπως και στην περίπτωση χορδή µε διάκριτες ίσες και ισαπέχουσες µάζες, όπου η 
µορφή του    
 τρόπου  Α1:A2:… Ar :   AN  εξαρτάται από την κυκλική συχνότητα ωn, εδώ στην 
περίπτωση συνεχούς κατανοµής µάζας, η µορφή  του τρόπου εξαρτάται από την 
κυκλική συχνότητα του τρόπου ταλάντωσης, ωn.  Για να προχωρήσουµε στην 
ανεύρεση του A(z), προσδιορίζουµε από τη σχέση (1) την επιτάχυνση, και 
αντικαθιστούµε στην κλασική κυµατική εξίσωση. Τότε 
έχουµε 
 
.. 
ψ(z,t)= -ω2 ψ(z,t) = -ω2 A(z) cos (ωt+φ )  , και ετσι η (ΚΚΕ) δίνει  
 
d2 A(z)                  ρ0 
-------   =  -  ω2  ------  Α(z)                                          (1) 
dz2                       Τ0 
 



H εξ. (2) έχει τη µορφή διαφορικής εξίσωσης αρµονικών ταλαντώσεων. Το σχήµα 
εξαρτάται από τη θέση z , και όχι το χρόνο! 
 
Μία λύση για το σχήµα θα έχει τη µορφή 
 
 A(z)= A sin ( 2π z/λ) + Β cos ( 2π z/λ)                        (2) 
 
 
όπου λ παριστάνει µία σταθερά που περιγράφει το διάστηµα εντός του οποίου γίνεται 
µία πλήρης ταλάντωση. Το λ λέγεται "µήκος κύµατος". 
 
 
 
 

                                     λ 
Σχήµα 2.2 
 
Η παράµετρος αυτή χαρακτηρίζει ταλαντώσεις στο χώρο, και µετριέται σε µέτρα. 
Κατ ανάλογο τρόπο, η παράµετρος Τ χαρακτηρίζει ταλαντώσεις στο χρόνο, και είναι 
γνωστή ως "περίοδος". 
H συνθήκη για να είναι η (2) λύση της Εξ. (1) είναι κατ ανάγκη 
 
                    (2π/λ)2 = ω2 (ρ0/Τ0) =  (4π2 ν2) (ρ0/Τ0)→ λ ν =√(Τ0/ρ0)=v0  (2)' 
 
Το v0 έχει διαστάσεις ταχύτητας και είναι γνωστό ως ταχύτητα φάσης οδευόντων 
κυµάτων µέσα στη χορδή. Στη µελέτη των στασίµων κυµάτων που τώρα κάνουµε, η 
έννοια της ταχύτητας δεν είναι απαραίτητη, γιατί τα στάσιµα κύµατα δεν πηγαίνουν 
πουθενά. Παραµένουν στο ίδιο µέρος, και η χορδή πάλλεται σαν ένας µεγάλος 
κατανεµηµένος αρµονικός ταλαντωτής. 
  
 Η γενική λύση για τη µετατόπιση ψ(z,t) σε ένα συγκεκριµένο τρόπο (στάσιµο κύµα)  
προκύπτει αν συνδυάσουµε τις εξισώσεις (1) και (2), οπότε έχουµε 
 
ψ(z,t) = cos (ωt+φ ) (A sin ( 2π z/λ) + Β cos ( 2π z/λ) )     (3) 
 
 
∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις στην ταλαντωτική κίνηση συνεχούς µέσου: 
 
Πρώτον   Το µέσον είναι φραγµένο µε κάποιο τρόπο και έτσι η ταλάντωση 
µηδενίζεται σε δύο άκρα ή υπάρχει µία άλλη συνθήκη στα άκρα του µέσου η κλίση 
των εγκαρσίων ταλαντώσεων µηδενίζεται. Στην περίπτωση αυτή έχουµε ταλαντώσεις 
σε συνεχές µέσο ή στάσιµα κύµατα, για λόγους που θα δούµε στη συνέχεια. 
 
∆εύτερον, το µέσον  είναι  εκτεταµένο , συνήθως και προς τις δύο κατευθύνσεις , και 
όταν δηµιουργείται µία διαταραχή , αυτή διαδίδεται στο µέσον υπό τη µορφή των 



λεγοµένων οδευόντων κυµάτων. Θα ασχοληθούµε στη συνέχεια µε την πρώτη 
περίπτωση. 
Επιλέγουµε συγκεκριµένες Οριακές συνθήκες που φαίνονται στο Σχήµα 
 
 
 
 
 
                                     λ 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Αν θέλουµε , π.χ., τα άκρα της χορδής να είναι ακίνητα, τότε η Εξ. (3) γίνεται για 
z=0: 
 
B 1 =0 → B=0. Αρα για z=L, (το µήκος της χορδής είναι ίσο µε L), θα είναι: 
 
ψ(L,t) = A sin ( 2πL/λ ) =0 ∀t →  2πL/λ = m π, m =0, ±1, ±2,… → 
άρα 
 
λ1= 2 L, λ2= (1/2) λ1, λ3= (1/3) λ1, κλπ                             (4) 
 
Αρα, γενικά είναι: λm= 2L/m,  m=1,2,3,…. 
 
Λόγοι αρµονικών συχνοτήτων 
Λόγω της σχέσης (2)', η Εξ. (4) δίνει  νn= n ν1, n=1, 2,3,…. 
Oι συχνότητες 2ν1, 3ν1, κλπ λέγονται ανώτερες αρµονικές, ενώ η ν1 λέγεται 
θεµελειώδης συχνότητα. Η σχέση αυτή της αναλογίας είναι αποτέλεσµα της 
παραδοχής πως η χορδή είναι απόλυτα οµοιόµορφη και απόλυτα εύκαµπτη. Στα 
περισσότερα φυσικά συστήµατα , όπως στην χορδή πιάνου, µπορούµε να έχουµε, 
π.χ., ν2= 2.78 ν1, ν3= 4.62 ν1 κλπ.  Αρα, η έννοια των ανώτερων αρµονικών δεν 
απαντάται µε απόλυτη ακρίβεια σε πραγµατικές χορδές. 
 
 
Οι ιδανικές χορδές έχουν τα εξής σχήµατα: 
 
 
 
 

L 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                   0                    λ1=2 L                                  L 
 
 
 

                   0                    λ2=L                                  L 
 
                                      ν2=2 ν1 
 
 
 

                   0                    λ3= (1/3) λ1 =2 L/3               L 
                                          ν3=3 ν1 
                                         
           
 



                   0                                                               L 
                                     λ4=(1/4)λ1=  L /2                    
                                            ν4=4 ν1 
 
 
 
 
Τα ανωτέρω είναι παραδείγµατα στασίµων κυµάτων σε πακτωµένη χορδή ή χορδή µε 
ακλόνητα τα δύο άκρα. 
Οι παραπάνω εικόνες αποτελούν λύσεις κλασικής της κυµατικής εξίσωσης µε τις 
συγκεκριµένες συνοριακές συνθήκες. Ωστόσο, αντιστοιχούν σε ειδικές περιπτώσεις 
κίνησης που είναι γνωστές και ως τρόποι ταλάντωσης  της χορδής. Η γενικότερη 
κίνηση µπορεί να είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των κινήσεων των τρόπων 
ταλάντωσης. Ετσι, αφού έχουµε ,π.χ., τις λύσεις (που έχουµε βρει) 
 
ψ1= cos (ω1 t+φ1 ) (A1 sink1x+B1 cosk1x), και  
 
ψ2= cos (2ω1 t+φ2 )  (A2 sin2k1x+B2 cos2k1x) , τότε , λόγω της γραµµικότητας της Εξ. 
( ΚΚΕ) , εύκολα µπορεί να δειχθεί πως και η ψ=α1 ψ1 + α2ψ2 είναι λύση της ιδίας 
εξίσωσης. (Αναζητήστε πως συγκεκριµενοποιούνται οι συνθήκες στα  φ1  και φ2).  
Απάντηση :  Εύκολα προκύπτει πως η ΚΚΕ ικανοποιείται για  τυχούσα σχέση µεταξύ 
των φ1  και  φ2 , γεγονός που µπορεί να σηµαίνει πως δεν βρίσκονται σε φάση  στην 
αρχή των χρόνων όταν φ1≠φ2.  
Η συζήτηση αυτή µπορεί να επεκταθεί και στην περίπτωση όπου η κίνηση είναι 
γραµµικός συνδυασµός,  της γενικότερης µορφής: 
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                                    (5) 

 
Η ψ αποτελεί µία δυνατή κίνηση της χορδής, πράγµα που σηµαίνει ότι η γενική 
κίνηση µιάς χορδής µε ακλόνητα τα δύο άκρα αποτελεί γραµµικό συνδυασµό των 
τρόπων ταλάντωσης. Αυτό είναι γνωστό και µε την φράση ότι η ψ προκύπτει ως 
σύνθεση Fourier σε ένα σύνολο αρµονικών. Σε λίγο θα δούµε πως  µία τυχούσα µορφή 
ταλάντωσης ψ(z) µπορεί να προσδιοριστεί ως σειρά Fourier, δηλαδή πως µπορεί να 
προσδιοριστούν οι συντελεστές του αναπτύγµατος, αν η ψ είναι δεδοµένη. 
 
Για να προσδιορίσουµε την λύση, δηλαδή τον προσδιορισµό των  ai, αν είναι 
δεδοµένη η συνάρτηση ψ. Πριν φτάσουµε εδώ, ας ξαναγράψουµε την Εξ. (5) µε τη 
βοήθεια της  (3), οπότε στην περίπτωση χορδής µε ακλόνητα τα δύο άκρα, θα είναι 
 

)cos()sin(),(
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Εστω πως θεωρούµε την κίνηση για t=t0, τότε είναι: 
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Τότε, πολλαπλασιάζοντας και τα δύο σκέλη της (7) επί sin(n1 πz/L) και 
ολοκληρώνοντας από 0 ως L,έχουµε: 
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Το ολοκλήρωµα του δεύτερου σκέλους µηδενίζεται εκτός αν n=n1. Σε αυτή λοιπόν 
την περίπτωση παίρνουµε: 
 

dz
L

znz
L

L

n
πψ sin)(2

0
∫=Β  

 
Ετσι, φθάνουµε στο λεγόµενο Θεώρηµα του Fourier . Στην περίπτωση µας αυτό 
δηλώνει ότι οποιαδήποτε συνάρτηση που µηδενίζεται στα δύο άκρα του πεδίου 
ορισµού της και  είναι οµαλή, όπως η ψ(z), µπορεί να αναλυθεί ως µία σειρά , της 
µορφής (7), δηλαδή µία σειρά ηµιτονικών όρων που όλοι έχουν χωρική συχνότητα 
,δηλ. nπ/L, ακέραιο πολλαπλάσιο µιάς βασικής (της π/L), όπου L είναι το εύρος του 
πεδίου ορισµού της συνάρτησης.  
 
 Το θεώρηµα αυτό, µπορεί να διευρυνθεί ώστε να περιλαµβάνει και συναρτήσεις , 
που στην πραγµατικότητα είναι η µορφή της χορδής σε µία συγκεκριµένη χρονική 
στιγµή, t0, οι οποίες δεν πληρούν την συνθήκη που θέσαµε. ∆ηλαδή είναι δυνατόν, η 
ψ(z) να µην µηδενίζεται για z=  0, και  z=  L, αλλά να πληρούται κάποια άλλη 
συνθήκη. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε πως για z=  L, είναι dψ/dz|z=L=0, ∀ t. 
 
Τότε θα είναι, λόγω της : 
 
ψ(z,t) = cos (ωt+φ ) (A sin ( 2π z/λ) + Β cos ( 2π z/λ) )     (3) 
 
ψ(0,t)= cos(ωt+φ ) (A 0 + B 1)=0 →  B=0. Ενώ για z=L, θα είναι 
 
dψ/dz|z=L=0 →  cos (2πL/λ)=0 →  2πL/λ=(2n+1)π/2  → λn=4L/(2n+1) 
 
Ετσι, προκύπτει λ1=4L/3, λ2= 4L/5, … 
 
 
Ετσι, στο Σχήµα βλέπουµε µία χορδή που δεξιά συνδέεται µε έναν κρίκο που µπορεί 
να ολισθαίνει χωρίς τριβή σε ένα στύλο.  Ευκολα µπορεί να δειχθεί ότι  η δύναµη που 
ασκείται κατακόρυφα από την χορδή στο στύλο (λόγω έλλειψης τριβής ) είναι µηδέν . 
Αυτή είναι 
 
Fy=Τ dψ/dz|z=L =0 , και άρα dψ/dz|z=L =0, δηλαδή βρίκαµε τη συνθήκη που θέσαµε 
πριν. 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z=0 z=L



 
 
 
 
 
 
Σχήµα: Στο ως άνω σχήµα φαίνονται παραστατικά, ο θεµελειώδης, και οι δύο επόµενοι 
τρόποι ταλάντωσης σε χορδή µε ακλόνητα τα δύο άκρα 
 
 
 
 
 
 
 
Κυµατικός αριθµός 
Mπορούµε να ορίζουµε ένα ακόµη χρήσιµο µέγεθος ,σ, που πρακτικά είναι το 
αντίστροφο του µήκους κύµατος, και είναι γνωστό ως κυµατικός αριθµός, 
                                            σ=1/λ                                 (5) 
και εκφράζεται σε "κύκλους ανά µέτρο". Ο κυµατικός αριθµός πολλαπλασιαζόµενος 
επί 2π είναι γνωστός ως γωνιακός κυµατικός αριθµός, k. 
                                        k=2π/λ                                       (6)        
 Παρά τους ορισµούς αυτούς, στη συνέχεια,για το παρόν µάθηµα όταν λέµε 
κυµατικός αριθµός θα εννοούµε το k, δηλαδή τον γωνιακό κυµατικό αριθµό. Παρόλη 
την πρακτική στο παρόν εξάµηνο, προειδοποιούµε τους µέλλοντες φασµατοσκόπους 
ότι συχνά θα βρίσκουν στη βιβλιογραφία και στα τεχνικά εγχειρίδια συχκευών να 
γίνεται χρήση του ορισµού (5) και να ονοµάζεται το µέγεθος αυτό κυµαταριθµός ή 
στα Αγγλικά wavenumber. Καλό είναι,λοιπόν, να είµαστε προσεκτικοί µε το τί 
εννοούµε όταν µιλάµε για κυµαταριθµό.  
 
Η σχέση (3) µε βάση το νέο µέγεθος γίνεται 
 

L

n=1, fundamental mode

n=2, second harmonic n=3, third harmonic
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Standing Waves on a clamped String



ψ(z,t) = cos (ωt+φ ) (A sin ( kz) + Β cos ( kz) )                            (6)  
και έτσι βλέπουµε πως γίνεται αρκετά απλούστερη από άποψη εµφάνισης από την 
Εξ.(3)! 
 
 
Στην ειδική περίπτωση όπου τα δύο άκρα της χορδής είναι σταθερά είναι 
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Σχέση των εξαναγκασµένων ταλαντώσεων µε τις συζευγµένες ταλαντώσεις. 
 
Όπως θα δούµε, έχουµε την δυνατότητα συζευγµένης κίνησης όταν έχουµε δύο κατά 
τα άλλα αρµονικούς ταλαντωτές  που όµως συνδέονται µεταξύ των µε ελατήριο ή 
άλλο µηχανισµό αλληλεπίδρασης. Τώρα τα πράγµατα είναι προφανώς πιο πολύπλοκα 
διότι η δύναµη που ασκείται στον ταλαντωτή (1) από τον ταλαντωτή (2) δεν δίνεται 
από την απλή περιοδική σχέση όπως η F0cosωt, αλλά πρέπει να την προσδιορίσουµε 
στην πορεία. 
Θα εφαρµόσουµε άλλη στρατηγική για την επίλυση αυτού του προβλήµατος και όχι 
αυτή που εφαρµόσαµε παραπάνω στις εξαναγκασµένες ταλάντωσης ενός ταλαντωτή.   
 
 
Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις και συντονισµός για 2 συζευγµένους ταλαντωτές 
 
Από διαίσθηση αναµένουµε πως θα υπάρχουν µεγάλα πλάτη ταλάντωσης όποτε η 
εξωτερική συχνότητα είναι πολύ κοντά σε µία από τις ιδιο-συχνότητες του 
συστήµατος. Ας δούµε πως προκύπτει, µε λεπτοµέρεια , το αποτέλεσµα αυτό. 
  
Είναι 
   .. 
mxΑ +mω0

2 xΑ +k(xA-xB)= F0 cosωt  
και 
 
   .. 
mxΒ +mω0

2 xΒ -k(xA-xB)=0  (ω0
2=g/l) 

Eισάγουµε τις κανονικές συντεταγµένες, q1=xA+xB, και q2=xA-xB, οπότε 
 



.. 
q1 +ω0

2 q1= (F0 /m)cosωt 
 
και 
.. 
q2 +ω 

' 2 q2=0, µε ω'2=ω0
2+2ωC

2      (ωC
2=k/m) 

 
Βλέπουµε σηµαντική απλοποίηση του προβλήµατος. 
Με αντικατάσταση, προκύπτει πως οι λύσεις µόνιµης κατάστασης µπορεί να 
προκύψουν ως 
 
q1=C cosωt ,  q2=D cosωt   
 
 
               F0/m 
όπου C=-------------  (1) 
               ω0

2-ω2 

 
και  
         F0/m 
 D= -------------   (2) 
          ω0

'
 
2-ω2 

 
Τα πλάτη  C και D  δείχνουν το είδος συντονισµού που είδαµε και στην περίπτωση 
ενός εξαναγκασµένου αρµονικού ταλαντωτή χωρίς απόσβεση. 
Για τις πραγµατικές αποµακρύνσεις xΑ και  xΒ έχουµε 
 
xA =A cosωt  και xΒ =Β cosωt, όπου Α=(1/2) (C + D) και Β=(1/2)  ( C - D) 
 
Οι εκφράσεις των Α και Β συναρτήσει των C και D δίνονται λόγω των Εξ.(1) και (2) 
ως 
             F0    (ω0

2+ωC
2) --ω2       

Α(ω)= ----  -------------------------- 
              m    (ω0

2-ω2) (ω0 ' 2-ω2)   
 
και 
 
 
             F0            ωC

2       
Β(ω)= ----  -------------------------- 
              m    (ω0

2-ω2) (ω0 ' 2-ω2)   
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1.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Στο ως άνω ταλαντωνόµενο σύστηµα µε ταλαντώσεις µικρού πλάτους τοσο στο 
οχηµα µαζας Μ, όσο και στο εκκρεµές, µαζας m, (α) Γραψετε εξισώσεις κίνησης 
µαζών Μ, m. (β)  Βρειτε τη σχέση υπολογισµού των συχνοτήτων κανονικων 
τρόπων ταλάντωσης. (γ) αν g/L=s/Μ=ω0 και m=Μ, βρείτε τις συχνότητες των 
ΚΤΤ, και πηλίκα πλατών. 
 
Λύση 
   .. 
mx1= -Τ sinθ 
           x1-x2 
sinθ=-------- 
            L 
 
και άρα 
 
   ..                           x1-x2 
mx1= -Τ sinθ= -Τ  -------- 
                                  L 
 
Για τη µαζα του οχήµατος 

θ
s 

L 

M 



 
      ..                      x1-x2 
Μ x2= -s x2 + T  --------- 
                               L 
 
κλπ 
                                3± √5 
Απαντ. ω1,2

2=ω0
2 ------------- 

                                   2 
 
 
2.  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Στην ως άνω ταλαντωνόµενη εύκαµπτη χορδή, να βρείτε τις επιτρεπόµενες 
συχνότητες τρόπων ταλάντωσης (Θέµα εξετάσεων) 
 
 
Λύση: 
Από τις συνθήκες του µηδενισµού στις κατακόρυφες δυνάµεις στα z =0   και z=L, 
εχουµε 
 
(z =-L   )     :                   y(x,t)= (Α sinkx +B coskx) cos(ωt+ φ) → 
 
 0=kA cos(-kL) –Β k sin(-kL) → 
(αν cos(kL)≠0)         tankL=-Α/Β. 

Z=-L Z=+L



Αναλογα, για z=L, tankL=Α/Β.  Συνεπώς, πρέπει: tankL=0 → kL=nπ, 
n=0,1,2,… 
Και 
ω=kv=k ρ/Τ , αρα  ω=(nπ/L) ρ/Τ ,  n=0,1,2,3,.. 
 
∆ιερευνήστε τωρα την περίπτωση  cos(kL)=0, η οποία δεν µπορεί να 
αποκλειστεί. 
 

 

 

Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις τεντωµένης χορδής ακλόνητης στο ένα άκρο. 
 
Μία χορδή, όπως στο Σχήµα, µπορεί να δέχεται στο ένα άκρο της µία περιοδική 
εγκάρσια δύναµη µε αποτέλεσµα το άκρο αυτό να εκτελεί την κίνηση 
 
y(0,t)=Βcos(ωt) 
 
Τότε, αναζητούµε στη µόνιµη κατάσταση την µορφή της κίνησης  υπό την 
προϋπόθεση ότι η απόσβεση της κίνησης της χορδής λόγω τριβών είναι ανεπαίσθητη.  
∆εχόµαστε ότι η κίνηση, στη µόνιµη κατάσταση, θα έχει την µορφή ενός τρόπου 
ταλάντωσης, δηλαδή όλα τα τµήµατά της εκτελούν αρµονική κίνηση µε κυκλική 
συχνότητα ω, αλλά µε διαφορετικό πλάτος που περιγράφεται από ένα σχήµα της 
µορφής f (x). Συνεπώς, η συνολική περιγραφή της κίνησης θα έχει µία γενική µορφή 
 
y(x,t)=f(x) cos(ωt)      (2) 
 
Η κίνηση, υποθέτουµε ότι ξεκινάει όταν y(x,t)=f(x) cos(ωt)|t=0=0  ∀ x, δηλαδή η 
χορδή είναι οριζόντια (ηρεµεί) στην αρχή των χρόνων. Σιγά –σιγά, το πλάτος της 
αποµάκρυνσης αυξάνεται, και τελικά φτάνει σε ένα µέγιστο, που πρέπει να το 
αναζητήσουµε, επειδή η εξωτερική διέγερση προσφέρει σε κάθε περίοδο µία ενέργεια 
στην ταλαντωνόµενη χορδή. Από την άλλη πλευρά, η δυναµική της κίνησης σε κάθε 
σηµείο της χορδής  διέπεται από τον Β Νόµο του Νεύτωνα, που όπως έχουµε δείξει, 
στην περίπτωση µικρού πλάτους ταλαντώσεων τεντωµένης χορδής οδηγεί στην 
Κλασσική κυµατική εξίσωση 
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Ετσι, η εξ.(2) δινει 
 

2
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)(
dx

fdxf
v

=−
ω , η  επειδή µπορούµε να θέσουµε ω/v=k, έχουµε µία χωρική 

διαφορική εξίσωση: 
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=+ fk
dx

fd  που ως γνωστόν δίνει λύση της µορφής 

 
f(x)=Α sin(ωx+α), όπου η σταθερά α θα µπορεί να προσδιοριστεί από τις  συνοριακές 
συνθήκες.  Αυτές είναι  y(0,t)=Βcosωt  , και  y(L,t)=0 ∀ t.  Συνεπώς, 
 
Α sin(ω0+α)= Β  →  sinα=Β/Α, και η δεύτερη συνθήκη δίνει 
 
Α sin(ωL+α)=0   →  ωL/v+α=nπ   →  α=nπ-ωL/v → 
 

)sin(
v
Ln ωπ −

Β
=Α  

 
Συνεπώς, 
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Η σχέση αυτή, ικανοποιεί τη συνθήκη ότι για x=L, η αποµάκρυνση µηδενίζεται. 
Ωστόσο παρατηρούµε πως για ορισµένες τιµές του ω, ο παρονοµαστής που έχει 
ηµιτονική µορφή µηδενίζεται και συνεπώς το πλάτος «απειρίζεται». Βέβαια, τούτο εν 
γένει δεν µπορεί να συµβεί διότι η ύπαρξη κάποιου βαθµού τριβών περιορίζει το 
πλάτος σε µία τιµή που βέβαια είναι τόσο µεγαλύτερη όσο το Β δηλαδή το πλάτος της 
εξωτερικής διέγερσης  είναι µεγαλύτερο.  Το συµπέρασµα από την παραπάνω  
εξίσωση είναι ότι αν η χορδή διεγείρεται µε συχνότητα ω ≈ωn=nπv/L, τότε θα είναι 
Α/Β>>1.  Η συζήτηση χρίζει  περισσότερης διερεύνησης και ο τρόπος µε τον οποίο 
το πλάτος Α σιγά-σιγά µεγαλώνει µοιάζει µε την περίπτωση του εξαναγκασµένου 
αρµονικού ταλαντωτή που περιγράφεται στο Σχ. 4..1c του French, page 96. 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
Σχήµα. Από το βιβλίο του French, Vibrations and Waves.. 
 
 
 
 
 Η ανάλυση αυτή θυµίζει την περίπτωση των ελεύθερων ταλαντώσεων χορδής 
ακλόνητης και στα 2  άκρα.  Τωρα, µπορούµε να συζητήσουµε και τις διαµήκεις 
ταλαντώσεις µιάς µεταλλικής ράβδου. 
 
Αν θελετε να εξετασετε ιτ συµβαινει όταν εχουµε και τριβλή, δειτε στην αναφορα [2] 
 
∆ιαµήκεις ταλαντώσεις µεταλλικής ράβδου. 
 

Εχουµε δει ότι η ιδιοσυχνότητα είναι ανάλογη της έκφρασης 
ρ
Υ , όπου Y είναι το 

µέτρο του Young και ρ η πυκνότητα  
 

0/
/
ldl

dF Α
=Υ− ,   µε F =διαµήκη δύναµη, Α = εγκαρσια διατοµή  

Εδώ η αποµάκρυνση συµβολίζεται µε ξ, οποτε η µέση παραµόρφωση γραφεται ως 
∆ξ/∆x ενώ η αντίστοιχη τάση είναι  ίση µε Y∆ξ/∆x. 
Aποδεικνύεται ότι η διαφορά δυνάµεων, όπως και στις εγκάρσιες ταλαντωσεις 
χορδής εκφράζεται ως 
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Τώρα, µε εφαρµογή του Νόµου του Νεύτωνα, προκύπτει τελικά 
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Στη συνέχεια, µπορεί να µελετηθεί το θέµα περίπου όπως στις εγκάρσιες 
εξαναγκασµένες ταλαντώσεις χορδής. Προκύπτει πρώτα το σύνολο ιδιοσυχνοτήτων 
στις ελεύθερες ταλαντώσεις όταν το ένα άκρο είναι ακλόνητο: 
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Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις και συντονισµός για 2 συζευγµένους ταλαντωτές 
που ταυτόχρονα είναι και εκκρεµή, άρα έχουν ιδιοσυχνότητα. 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
Από διαίσθηση αναµένουµε πως θα υπάρχουν µεγάλα πλάτη ταλάντωσης όποτε η 
εξωτερική συχνότητα είναι πολύ κοντά σε µία από τις ιδιο-συχνότητες του 
συστήµατος. Ας δούµε πως προκύπτει, µε λεπτοµέρεια , το αποτέλεσµα αυτό. 
  
Είναι 
   .. 
mxΑ +mω0

2 xΑ +k(xA-xB)= F0 cosωt  
και  
 
   .. 
mxΒ +mω0

2 xΒ -k(xA-xB)=0  (ω0
2=g/l) 

Eισάγουµε τις κανονικές συντεταγµένες, q1=xA+xB, και q2=xA-xB, οπότε 
 
.. 
q1 +ω0

2 q1= (F0 /m)cosωt 
 
και 
.. 
q2 +ω 

' 2 q2=0, µε ω'2=ω0
2+2ωC

2      (ωC
2=k/m) 

 
Βλέπουµε σηµαντική απλοποίηση του προβλήµατος. 
Με αντικατάσταση, προκύπτει πως οι λύσεις µόνιµης κατάστασης µπορεί να 
προκύψουν ως 
 
q1=C cosωt ,  q2=D cosωt   
 
 
               F0/m 
όπου C=-------------  (1) 
               ω0

2-ω2 

 

Α Β 



και  
         F0/m 
 D= -------------   (2) 
          ω0

'
 
2-ω2 

 
Τα πλάτη  C και D  δείχνουν το είδος συντονισµού που είδαµε και στην περίπτωση 
ενός εξαναγκασµένου αρµονικού ταλαντωτή χωρίς απόσβεση. 
Για τις πραγµατικές αποµακρύνσεις xΑ και  xΒ έχουµε 
 
xA =A cosωt  και xΒ =Β cosωt, όπου Α=(1/2) (C + D) και Β=(1/2)  ( C - D) 
 
Οι εκφράσεις των Α και Β συναρτήσει των C και D δίνονται λόγω των Εξ.(1) και (2) 
ως 
             F0    (ω0

2+ωC
2) --ω2       

Α(ω)= ----  -------------------------- 
              m    (ω0

2-ω2) (ω0 ' 2-ω2)   
 
και 
 
 
             F0            ωC

2       
Β(ω)= ----  -------------------------- 
              m    (ω0

2-ω2) (ω0 ' 2-ω2)   
 
 
 
 
Eξαναγκασµένες ταλαντώσεις γραµµικού συστήµατος εκκρεµών  ίσων µαζών 
συνδεοµένων µε ελατήρια ίσης δυσκαµψίας 
 
Το εδάφιο αυτό µελετάται συστηµατικά στο βιβλίο Κυµατικής του Berkeley για 
µηχανικά συστήµατα ενώ ένα ανάλογο, για ηλεκτρικές ταλαντώσεις, υπάρχει στο 
βιβλίο του Pain. 
Ας δούµε όµως ένα σύστηµα  λίγο διαφορετικό, εκείνο που αντιστοιχεί σε n-µαζες 
συνδεόµενες µέσω ελατηρίων σε γραµµική διάταξη, αλλά κάθενα σώµα αποτελεί 
µέρος ενός εκκρεµούς ιδιοσυχνότητας ω0. Θεωρούµε ταλαντώσεις του συστήµατος 
των µαζών πολύ µικρού πλάτους και αναζητούµε το σύνολο των τρόπων ταλάντωσης, 
στην προσέγγιση του συνεχούς, δηλαδή όταν οι αποστάσεις a, µεταξύ διαδοχικών 
σωµάτων είναι πολύ µικρότερες του «µήκους κύµατος», της ηµιτονικής καµπύλης 
που αναµένουµε πως θα περνάει µέσω της διάταξης των µαζών σε κάθε χρονική 
στιγµή t. 
 
H  εξίσωση κίνησης της υπαριθµό n µάζας είναι: 
 
        .. 
    M yp = -  T(sin α1 -   sin α2 ) = (T/Ma) [( yp-yp-1) + ( yp-yp+1)]   - Mω0

2yp (1) 
 
Eφαρµόζοντας για µικρά a το ανάπτυγµα Taylor: 
 
[( yp-yp-1)] = (dy/dz) a  + [d 2y/dz2

  ] a2/2 



 
( yp-yp-1)    = - (dy/dz) a + [d 2y/dz2

  ] a2/2 
 
Συνεπώς, η Εξ. (1) δίνει 
         
     d2y/ dt2= (Ka2/M)  [d 2y/dz2

  ] - ω0
2y    Εξίσωση Klein -Gordon 

 
Aν τώρα δοκιµάσουµε σα λύση µία µορφή 
 
y(z,t)= Α(z) cos(ωt+θ), θα έχουµε 
 
 (-ω2+ω0

2) A(z) = (Ka2/M) d2A(z)/dz2 
 
∆ιερεύνηση της ως άνω εξίσωσης 
Α) ω>ω0 
Τότε, έχουµε δυνατότητα διάδοσης κυµάτων ενώ η λύση για το Α(z) είναι της  
µορφής 
 
 Α(z) = Α sinkz + B coskz, ενώ  τα Α  και Β προσδιορίζονται από τις οριακές 
συνθήκες. 
Β) ω< ω0 
 
Τότε, βάζουµε , κ≡ (ω2-ω0

2) Μ/(Κa2), oπότε: 
 
d2Α/dz2= κ2 Α(z), άρα έχουµε γενική λύση: 
 
 Α(z)= Α e-κz+ B e+κz 

 

 
Ερώτηση: Τι συµβαίνει όταν το ανωτέρω σύστηµα υφίσταται στο ένα άκρο του µία 
δύναµη της µορφής F0cosωt ; 
 
 
Ασκηση 1 ∆ύο όµοιοι ταλαντωτές a και  b, µάζας m, και ιδιοσυχνότητας ω0  είναι 
συζευγµένοι κατά τέτοιο τρόπο ώστε η δύναµη σύζευξης που ασκείται στον 
ταλαντωτή a,    να είναι  
αm (d2ψb/dt2 ), ενώ  εκείνη που ασκείται στον ταλαντωτή b, να είναι αm (d2ψb/dt2 ), 
όπου α η σταθερά σύζευξης, µε α<1.  Να βρείτε τις ιδιοσυχνότητες  του συστήµατος, 
και τις κανονικές συντεταγµένες. 
Λύση: 
 
Είναι 
 
ψΑ=Α ei(ωt+α)  και ψΒ=Β ei(ωt+α) 

 

µε  πραγµατικές συντεταγµένες τις πραγµατικές τιµές των ως άνω µιγαδικών 
παραστάσεων 
Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις κίνησης προκύπτει από την επίλυση του 
προβλήµατος του µηδενισµού της ορίζουσας 
Πράξεις: 



(-ω2ψα +ω0
2

 ψα) +αω2ψb=0 
και 
αψaω2 + (-ω2+ω0

2) ψb =0 
και, από τη συνθήκη µηδενισµού της ορίζουσας έχουµε: 
 
(-ω2+ω0

2)2-α2ω4=0 ή (-ω2+ω0
2)= αω2, και συνεπώς, οι τρόποι ταλάντωσης είναι  

 
ω1,2=ω0/(1±α)1/2. Αντικαθιστούµε πίσω στην εξίσωση που προκύπτει από τις 
παραγωγίσεις και προκύπτει 
-ω2

1 Α +ω0
2

 Α= -α Βω1
2 

και θέτωντας την έκφραση του ω1, παίρνουµε 
Α1/Β1=+1. 
 
Θέτοντας την έκφραση για το ω2, καταλήγουµε µετά από πράξεις σε 
 και Α2/Β2=-1. 
 
 
Επαγωγική σύζευξη: 
 
Η συνολική ροή που διαρρέει όλες τις σπείρες του πρωτεύοντος ενός 
µετασχηµατιστή, είναι 
 
                Lp= np

2 φ 
Όπου Lp είναι η αυτεπαγωγή του πρωτεύοντος πηνίου.  Αν η µονάδα του ρεύµατος σε 
µια µοναδική σπείρα του δευτερεύοντος παράγει ροή φ, τότε η ροή που διασχίζει 
κάθε σπείρα του δευτερεύοντος  είναι nsφ, και η ολική ροή που διασχίζει όλες τις 
σπείρες του δευτερεύοντος πηνίου είναι   Ls =ns

2
 φ.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
Μηχανικά- Οπτικά φίλτρα 
Αναφορές  
 

1. http://www-staff.lboro.ac.uk/~mapm/Movies/Strings/string_forced.html 
 

2. http://www.nbuv.gov.ua/ellib/Crimea/Dudchenko/avtor/Dudchenko_Tischenko.pdf 
 
Aνάλυση Φουριέ   Εγινε 25-11-03 ΣΕ και ΕΕ 
 
           Στην περίπτωση χορδής που εκτελεί ένα συγκεκριµένο τρόπο ταλάντωσης 
 
yn(x,t) = An exp[i(ωn t-δn)]    sin (nπ x/L) 
 
Μπορούµε να φαντασθούµε ότι µία αυθαίρετη σύνθεση (επαλληλία)  από τρόπους 
ταλάντωσης είναι επιτρεπτή! Πάρετε ένα στιγµιότυπο για την αρχή των χρόνων. 
 
Τότε 
 
yn(x,0) = An exp[i(-δn)]  sin (nπ x/L)  ---   
  
               ∞ 
yn(x,0) = Σ Bn  sin (nπ x/L)   (F1)  
               n=0 
 
Με Βn= cos (ωn t0 -δn) 
 
 
 
Ισχύει και το αντίστροφο της (F1) 
 
Μπορεί µια αυθαίρετη κυµατοµορφή µε κάποια περιοδικότητα να αναλυθεί σε άπειρη 
σειρά ηµιτονικών συναρτήσεων οπως εκείνες της (F1). 
Αυτό φαίνεται αρκετά αυθαίρετο, οστώσο όµως η αυθαιρεσία εξαφανίζεται  
όταν πάµε στο όριο Ν ⇒ ∞ της περίπτωσης συζευγµένων σφαιριδίων  Ν το πλήθος 
που εκτελούν εγκάρσιες µικρού πλάτους ταλαντώσεις. Εκεί έχουµε Ν το πλήθος 
τρόπους ταλάντωσης . Η περιγραφή εκάστου τρόπου περιλάµβανε εκεί δύο σταθερές 
ρυθµιζόµενες 
 
 
    (1) πλάτος και (2) φάση. Αρα έχουµε 2Ν προς προσδιορισµό σταθερές. Αυτές µας 
επιτρέπουν να προσδιορίσουµε αυθαίρετες τιµές αρχικής αποµάκρυνσης και 



ταχύτητας εκάστου σωµατιδίου.  Ο προηγούµενος ισχυρισµός είναι λογική συνέπεια 
της εφαρµογής του αποτελέσµατος των Ν σφαριδίων σε αυθαίρετα µεγάλο αριθµό 
συνδεοµένων σωµατιδίων.  
 
 
 
 
 
Αναφορές 
1. http://biology-web.nmsu.edu/twright/BIOL450/Lectures/Hand03.ppt#1 
Μάθηµα 29-11-05 τέλος 
 
 
Μάθηµα 18ο : 1 -12-05 αρχή 
Eπανάληψη των περί ανάλυσης Φουριέ. 
Στην πραγµατικότητα, έχουµε περιπτώσεις όπου η ταλαντωτική κίνηση χορδής δεν 
αντιστοιχεί σε συνοριακές συνθήκες µε ακλόνητα τα δύο άκρα. Π.χ. έχουµε το ένα 
άκρο ακλόνητο, ενώ το άλλο άκρο µπορεί να συνδέεται µε ένα γλιστερό και αβαρή 
κρίκο που να µετακινείται χωρίς τριβή κατά µήκος ενός στήλου. Τέλος, αυτός ο 
κρίκος θα µπορούσε να έχει πεπερασµένη µάζα.   
 Με βάση το θεώρηµα του J. Fourier το 1822, οποιαδήποτε πολύπλοκη περιοδική 
ταλάντωση µπορεί να αναλυθεί σε ένα σύνολο  απλών αρµονικών ταλαντώσεων µε 
συχνότητες που είναι πολλαπλάσια της περιόδου της περιοδικής αυτής κίνησης. Οι 
διάφορες συνιστώσες κινήσεις µε τα σχετικά των πλάτη και φάσεις, όταν προστίθενται 
σύµφωνα µε την αρχή της επαλληλίας,  µπορεί να δώσουν την αρχική πολύπλοκη 
περιοδική κίνηση. 
 
 Μία συνάρτηση είναι περιοδική όταν ικανοποιεί τη σχέση 
 f(t+τ)= f(t)  διά κάθε t, όπου τ είναι η περίοδος της. Το t µπορεί να είναι µία 
µεταβλητή που να αντιστοιχεί σε θέση, x, δηλαδή να έχουµε στην υπό θεώρηση 
συνάρτηση χωρική περιοδικότητα. 
 
 
To θεώρηµα του Fourier (Μοιράσθηκαν σχετικές σηµειώσεις) 
 
Σύµφωνα µε αυτό, οποιαδήποτε µονοσήµαντη περιοδική συνάρτηση f(x) που είναι 
είτε συνεχής είτε κατά τµήµατα συνεχής, και έχει έναν πεπερασµένο αριθµό 
ασυνεχειών (στο f η στην κλίση df/dx), µπορεί να παρασταθεί ως ένα άθροισµα όρων 
της µορφής: 
 
f(x)= ½ a0 +a1 cosx + a2 cos2x+…..+ancosnx 
                                                               ∞ 
 +b1sinx +b2sin2x+…+bnsinnx= ½ a0+ Σ  (ancosnx + bnsinnx )               (1) 
                                                               n=1 

 
Υπολογισµός των συντελεστών, a0, an, και bn 
 



Για  να βρούµε τον συντελεστή an πολλαπλασιάζουµε την  Εξ.(1) επί cosnx , και στα 
δύο σκέλη της, και στη συνέχεια  κανουµε, και στα δύο σκέλη, ολοκλήρωση  πάνω σε 
όλη την παρίοδο του x (0 ως 2π). 
Τότε, µπορεί να δειχθεί ότι 
 
an= (1/π) ∫02π f(x) cosnx dx 
 
Ανάλογα, µπορεί να δειχθεί ότι: 
bn= (1/π) ∫02π f(x) sinnx dx 
 
Τέλος, αποδεικνύεται εύκολα πως 
 
a0= (1/π) ∫02π f(x) dx 
 
Στις σχέσεις για τα  an και   bn σηµαντικό ρόλο παίζουν οι ιδιότητες 
 
(1/π) ∫02π   sinnx cosmx dx= 0 και 
 
  
(1/π) ∫02π   cosnx cosmx dx= δnm 
 
Mιγαδική αναπαράσταση των σειρών Fourier 
 
                     ∞ 
 f(x)= ½ a0+ Σ  (ancosnx + bnsinnx )                
                    n=1 

 
Θέτοντας, an= cn sinθn, και   bn=cncosθn, οπότε προκύπτει 
 
 
                      ∞ 
 f(x)= ½ a0+ Σ  cn sin(nx+θn )                
                    n=1 

 
όπου 
                                             an 
cn

2= an
2+bn

2   και  θn= tan-1 --- 
                                             bn 
Πράγµατι,  από τις σχέσεις 
an= cn sinθn, και   bn=cncosθn 

 
υψώνοντας στο τετράγωνο παίρνουµε : cn

2= an
2+bn

2 
 
Επίσης, διαιρώντας κατά µέλη τις: 
 
an= cn sinθn, και   bn=cncosθn 
παίρνουµε την  
tanθn=  an /bn 

 

 



Προβλήµατα 
 

1. Τετραγωνικός παλµός, περιοδικός 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
a0= (1/π) ∫02π f(x) dx= (1/π) 0 =0 
 
 
 
an= (1/π) ∫02π f(x) cosnx dx= (1/π) ) [ ∫0π Α cosnx dx + ∫π2π (-Α )cosnx dx ]=0 
διότι, 
∫0π Α cosnx dx=+ ∫π2π cosnx dx=0 
 
 
 
 
 
 
 
bn= (1/π) ∫02π f(x) sinnx dx 
 

ο-π 
π 2π

Α 

Σχήµα 9.1 



= (1/π) [ ∫0π Α sinnx dx  + ∫0π (-Α )sinnx dx  = (2/π) Α  ∫0π Α sinnx dx  = 
 
(2/nπ) Α [cosnx]π0= (2/nπ) Α (1-cosnπ) 
 
Αρα, bn=0, για άρτια n, και είναι ίσο µε 4Α/ (nπ), για περιττό n. 
 
Eτσι, 
                                  sin3x       sin5x 
f(x)= (4 Α/π) (sinx + -------  + -------- +…) 
                                     3              5 
 
 
Aναφορές 

1. Fast Fourier Transforms: 
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c12-0.pdf 
2. Crash course on Fourier Transforms: 
http://www.astro.psu.edu/users/mce/A451_2/A451/downloads/notes2.pdf 
3. Tutorial on Fourier Theory 
http://www.cs.otago.ac.nz/cosc453/student_tutorials/fourier_analysis.pdf 
4. Fast Fourier Transform (60 σελίδες): 
http://asl.umbc.edu/pub/strow/p640/fftall.pdf 
5. Ιntroduction to Optics and Spectroscopy (Univ. Delaware) 
http://asl.umbc.edu/pub/strow/p640/fftall.pdf 
6. Ιntroduction to Optics and Spectroscopy  , Wirth 
www.udel.edu/chem/sneal/sntch/Resources/Chi.pdf 
7http://www.complextoreal.com/chapters/fft1.pdf 
8. http://www.complextoreal.com/fft3.htm 
9. http://cnyack.homestead.com/files/afourtr/foutr1.htm  (ωραίο φροντιστήριο) 
10. Μετασχηµατισµός Φουριέ αποσβενύµενης ηµιτονικής συνάρτησης: 
http://cnyack.homestead.com/files/afourtr/ftdsoid.htm 
11. Short time Fourier transform 
http://cnyack.homestead.com/files/artran/stft2t1.htm 
12. Nice sound Fourier analysis: 
http://www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/viewtopic.php?t=33 
13. Συνελίξεις: 
http://artemmis.univ-
mrs.fr/cybermeca/Formcont/Traisig/Convol/java_convolution.htm 
14. http://math.haifa.ac.il/robotics/Background/Convolution/node4.html 
 

 
 
 

 
 


