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Θ1. (αʹ) ΄Εστω A, B μη κενά σύνολα πραγματικών αριθμών τέτοια ώστε x ≤ y, για κάθε x ∈ A και κάθε
y ∈ B. Να δείξετε ότι inf B ≥ x, για κάθε x ∈ A. (1 μον.)

(βʹ) ΄Εστω (αν) ακολουθία πραγματικών αριθμών. Υποθέτουμε ότι

lim
ν→+∞

ν
√

|αν | = ρ < 1 .

Δείξτε ότι
lim

ν→+∞
αν = 0 .

(1,5 μον.)

Λύση.

(αʹ) Αν inf B < x, για κάποιο x ∈ A, τότε επιλέγοντας ε = x − inf B > 0, από το χαρακτηρισμό του
infimum, θα υπάρχει y ∈ B τέτοιο ώστε

y < inf B + ε = x

το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα inf B ≥ x, για κάθε x ∈ A.

(βʹ) Για ε > 0 αρκετά μικρό, έτσι ώστε 0 < ρ+ ε < 1, υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε | ν
√

|αν | − ρ| < ε, για
κάθε ν ≥ ν0. Επομένως

ν
√
|αν | < ρ+ ε = λ < 1 , για κάθε ν ≥ ν0

και κατά συνέπεια
0 ≤ |αν | < λν , για κάθε ν ≥ ν0 .

Συνεπώς, αϕού λ < 1, έχουμε ότι limν→+∞ λν = 0. ΄Αρα και limν→+∞ |αν | = 0 ⇔ limν→+∞ αν = 0.

Θ2. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
ν=2

(
2

ν
+ ln

(
ν − 1

ν

))
.

(1,5 μον.)

Λύση. Για κάθε ν ≥ 2 είναι aν = 2
ν + ln

(
ν−1
ν

)
= 2/ν + ln(1− 1/ν) > 0. Αν bν = 1/ν, τότε

lim
ν→∞

aν
bν

= 2 + lim
ν→∞

ln(1− 1/ν)

1/ν
= 2 + lim

x→0+

ln(1− x)

x

(L’Hôpital)
= 2− lim

x→0+

1

1− x
= 1 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

ν=1(1/ν) αποκλίνει,
∑∞

ν=1(1/ν) = ∞, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης
και η σειρά

∑∞
n=2

(
2
ν + ln ν−1

ν

)
θα αποκλίνει. Δηλαδή

∞∑
ν=2

(
2

ν
+ ln

(
ν − 1

ν

))
= ∞ .
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Θ3. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R με

f(x) =

{
sin 1

x x ̸= 0

0 x = 0 .

Δείξτε ότι το όριο limx→0 f(x) δεν υπάρχει. (1 μον.)

(βʹ) Θεωρούμε τη συνάρτηση y = tanx στο διάστημα (−π/2, π/2). Αν y = arctanx, x ∈ R, είναι η
αντίστροϕη της y = tanx, δείξτε ότι

(arctanx)
′
=

1

1 + x2
, ∀x ∈ R .

Αν a ̸= 0, υπολογίστε την παράγωγο d
dx (arctan

x
a ). (1 μον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω xn = 1/nπ και yn = 1/(2nπ + π/2), n ∈ N∗. Τότε xn, yn → 0, ενώ

f(xn) = sinnπ = 0 και f(yn) = sin(2nπ + π/2) = 1 για κάθε n ∈ N∗ .

Δηλαδή f(xn) → 0 και f(yn) → 1. Επομένως το limx→0 f(x) δεν υπάρχει.

(βʹ) ΄Εστω y = arctanx, x ∈ R. Τότε x = tan y με y ∈ (−π/2, π/2) και επομένως

(arctanx)
′
=

dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

d
dy (tan y)

= cos2 y =
1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2
, ∀x ∈ R .

Αν a ̸= 0, χρησιμοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας έχουμε

d

dx
(arctan

x

a
) =

1

1 + (x/a)2
· d

dx

(x
a

)
=

a2

a2 + x2
· 1
a
=

a

a2 + x2
.

Θ4. Αν f(x) := 1
2 sin(ln(x+1)), x > −1, χρησιμοποιώντας τον τύπο Taylor για την f μέχρι τον όρο δεύτερης

τάξης και κέντρο το n ∈ N∗, δείξτε ότι

|f(n− 1) + f(n+ 1)− 2f(n)| = |f ′′(ξ)| , για κάποιο ξ ∈ (n− 1, n+ 1) ,

με |f ′′(ξ)| < 1
n2 . (2 μον.)

Λύση. Από τον τύπο Taylor έχουμε

f(n− 1) = f(n)− f ′(x) +
f ′′(ξ1)

2!
, για κάποιο ξ1 ∈ (n− 1, n)

και

f(n+ 1) = f(n) + f ′(n) +
f ′′(ξ2)

2!
, για κάποιο ξ2 ∈ (n, n+ 1) .

Τότε,

f(n+ 1) + f(n− 1)− 2f(n) =
1

2
[f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2)] .

Από το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής είναι

1

2
[f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2)] = f ′′(ξ) , για κάποιο ξ ∈ (ξ1, ξ2) ⊂ (n− 1, n+ 1)
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και επομένως

|f(n− 1) + f(n+ 1)− 2f(n)| = |f ′′(ξ)| , για κάποιο ξ ∈ (n− 1, n+ 1) .

Επειδή

f ′(x) =
cos(ln(x+ 1))

2(x+ 1)
και f ′′(x) = − sin(ln(x+ 1)) + cos(ln(x+ 1))

2(x+ 1)2
,

είναι |f ′′(x)| ≤ 1
(x+1)2 και κατά συνέπεια

|f ′′(ξ)| ≤ 1

(ξ + 1)2
<

1

n2
. (n < ξ + 1 < n+ 2)

Θ5. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής και η συνάρτηση g : [a, b] → R είναι ολοκληρώ-
σιμη με g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Δείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b], τέτοιο ώστε∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx .

Εϕαρμογή. Υπολογίστε το όριο

lim
a→0

∫ 1

0

√
1 + a2x2017

1 + x2
dx .

(2 μον.)

Λύση. Επειδή g(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], είναι
∫ b

a
g(x) dx ≥ 0. Αν

m = min
a≤x≤b

f(x) και M = max
a≤x≤b

f(x) ,

τότε
mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x) , ∀x ∈ [a, b] . (1)

Επειδή το γινόμενο fg είναι ολοκληρώσιμη συνάρτηση, από τη (1) έχουμε

m

∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤ M

∫ b

a

g(x) dx . (2)

(ι) Αν
∫ b

a
g(x) dx = 0, τότε από τη (2) θα είναι και

∫ b

a
f(x)g(x) dx = 0. Επομένως ισχύει∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx ,

για κάθε ξ ∈ [a, b].

(ιι) Αν
∫ b

a
g(x) dx > 0, από τη (2) έχουμε

m ≤
∫ b

a
f(x)g(x) dx∫ b

a
g(x) dx

≤ M .

Επομένως από το θεώρημα του Bolzano ή ενδιάμεσης τιμής υπάρχει ξ ∈ [a, b] με

f(ξ) =

∫ b

a
f(x)g(x) dx∫ b

a
g(x) dx
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και ισοδύναμα ∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx .

Εϕαρμογή. Επειδή οι συναρτήσεις f(x) =
√
1 + a2x2017 και g(x) = 1

1+x2 είναι θετικές και συνεχείς στο
διάστημα [0, 1], είναι∫ 1

0

√
1 + a2x2017

1 + x2
dx =

√
1 + a2ξ2017

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

=
√

1 + a2ξ2017 · arctanx|x=1
x=0

=
√
1 + a2ξ2017 · arctan 1 =

π

4

√
1 + a2ξ2017 ,

για κάποιο ξ, με 0 ≤ ξ ≤ 1. Επειδή lima→0

√
1 + a2ξ2017 = 1, είναι

lim
a→0

∫ 1

0

√
1 + a2x2017

1 + x2
dx =

π

4
.

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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