
ΕΠΙ ΠΤΥΧΙΟ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ Π ΣΕΜΦΕ, 08/02/2016 

Θέμα 1. (α) Έστω f : Α ---+ � ό που Α ς;; �2 μη κενό . 
(1) Πότε ένα σημείο (χ0, y0) ε �2 καλείται σημείο σvσσ(�ρεvσηι:; του Α; (0,5) 
(2) Αν (χ0, y0) ε �2 σημείο συσσι�ρεvσης του Α και L ε� πότε λέμε ότι η f έχει 

στο σημείο (χ0, y0) όριο τοv πραγματικό αριfJμό L ; (0,75) 
(β) Εξετάστε αν υπάρχουν τα παρακάτω όρια 

1 χ3 + y3 (i) lirn χ· cos- (0, 5) (ii) lirn 
2 2 

(0, 75). 
(x,y)---+(0,0) Υ (x,y)---+(0,0) Χ + Υ 

Θέμα 2. (α) Έστω f : �2---+ � και (χο,Υο) ε �2. 
(1) Δώστε τον ορισμό των μερικών παραγι�γων της f στο σημείο (χο, Υο) . (0,5) 
(2) Δώστε τον ορισμό της παραγωγισιμότητας της f στο σημείο (χο, Υο) .  (0,5) 

(β) Δίνεται η συνάρτηση f : �2---+ �με τύπο f(x, y) = vlxYI για κά-&ε (χ, y) ε �2. 
(1) Είναι η f είναι συνεχής στο (0, Ο) ; (0,5) 
(2) Είναι η f μερικώς παραγωγίσιμη στο (0, Ο) ; (0,5) 
(3) Είναι η f παραγωγίσιμη στο (0, Ο) ; (0,5) 

Θέμα 3. (α) Έστω f : �2---+ �, (χ0, y0) ε �2 και e = (e1, e2) μοναδιαίο διάνυσμα 
του �2. 

(1) Δώστε το ορισμό της μερικής παραγώγου �� (χο, Υο) της f στο σημείο (χο, Υο) 
κατά την κατεύ-&υνση e. (0,5) 

(2) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο (χο, Υο) με τι ισούται η �� (χο, Υο) ; (0,5) 
(β) Έστω J: �2---+ �με f(x, y) = χ2 + y2. 
(1) Βρείτε τις μερικές παραγώγους της f σε κά-&ε σημείο (χ, y) ε �2 και εξηγείστε 

γιατί η f είναι παντού παραγωγίσιμη. (0,75) 
(2) Αν (χο, Υο) = (1, 2) βρείτε το μοναδιαίο διάνυσμα e για το οποίο η παράγωγος 

της f στο (χ0, y0) κατα την κατεύ-&υνση e γίνεται ελάχιστη. (0, 75) 

Θέμα 4. 
(1) Έστω f : �2 ---+ � και (χ0, y0) ε �2 με την f να έχει μερικές παραγώγους 

στο (χ0, y0) έως και δεύτερης τάξης. Διατυπώστε τqν τύπο του πολυωνύμου 
Taylor της f βαttμού n = 2 στο σημείο (χο, Υο) .  (0,5) 

(2) Αποδείξτε ότι η εξίσωση χ+ y + z + cos(xyz) = Ο ορίζει πεπλεγμένα μια 
μοναδική συνάρτηση z = f (χ, y) σε μια περιοχή του σημείου (Ο, Ο, -1) και 

, of of υπολογιστε τις --;::;-(0, Ο) και --;::;-(0, 0). (1) 
υΧ υy 

(3) Να μελετη-&εί ως προς τα τοπικά ακρότατα η συνάρτηση f : �2 ---+ � με τύπο 

f (χ, Υ) = χ3 + y3 - 3xy. 
Έχει η f ολικά ακρότατα; (1) 
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