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Θ1. (α') Έστω η συνάρτηση f: C ---7 C με 

αν z =1- Ο, 

αν z = Ο. 
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Εξετάστε αν ικανοποιούνται οι εξισώσεις Caιιchy-Riemann της f στο σημείο (0, 0). Είναι η f 
παραγωγίσιμη στο σημείο z = Ο; Σε ποια σημεία του C είναι η f αναλυτική; Αιτιολογήστε τις 
απαντήσεις σας. (1,5 μον.) 

(β') Να βρε-βεί η τιμή του α Ε IR για την οποία η συνάρτηση u(x, y) = -e-Y sin χ +αχ2 +y2 είναι αρμονική 
στο IR2. Στη συνέχεια να βρε-βεί η συζυγής αρμονική υ της u κα-βώς επίσης και η ακέραια συνάρτηση 
f(z) = u(x, y) + iυ(χ, y), με f(O) = Ο. Να εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του z =χ+ iy.(1 μον.) 

Θ2. Έστω f : U ---7 C αναλυτική συνάρτηση στο ανοικτό σύνολο U ς C και έστω z0 Ε U. Τπο-βέτουμε ότι 
.f' ( zo) = Ο και f" ( zo) =1- Ο. 

(α') Αν g(z) := f(z)- f(zo), δείξτε ότι υπάρχει ανοικτός δίσκος D(zo, δ) ς U με κέντρο το z0 και ακτίνα 
δ> Ο με g(z) =1- Ο για κά-βε z Ε D(zo,δ) \ {z0}. (0,8 μον.) 

(β') Αν Ο< r <δ, δείξτε ότι 
1 J, z- z0 2 

2πi 'fίz-zo l=r f(z)- f(zo) dz = f"(zo) . 
(0,7 μον.) 

Θ3. Αν f(!) = z()+l), σε ποιους δακτύλιους με κέντρο το zo = i η f αναπτύσσεται σε σειρά Laιιrent; Να 
βρε-βεί το ανάπτυγμα Laιιrent της f στο μεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σημείο v2 + 2i. 

(1,5 μον.) 
00 

Θ4. Έστω -,--2.,----­
e 2πzi _ 1 Σ α nzn το ανάπτυγμα Laurcnt της συνάρτησης f(z) = e2π;;_1 στο δακτύλιο 

n=-oo 

Δ = { z Ε C : 1 < I z I < 2} με κέντρο το zo = Ο . 

Χρησιμοποιώντας το -βεώρημα Laurent κα-βώς επίσης και το -βεώρημα ολοκληρωτικών υπολοίπων να υπο­
λογιστούν οι συντελεστές αn, για κά-βε n ::=:; Ο. 

Θ5. (α') Διατυπώστε το λήμμα Jordan. 

(β') Δείξτε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα 
Ι= r+= χ sin( J2x) 

dx = � sin1. 
lo χ4 + 1 2e 

(2 μον.) 
(0,5 μον.) 

(2 μον.) 

Σημείωση: Αν το zo Ε C είναι πόλος τάξης k Ε Ν* της συνάρτησης J, το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της f στο 
zo δίνεται από τον τύπο 

1 [ k ] (k-1) 
Res (!, zo) = 

( ) ' lirn (z- zo) f(z) . k - 1 . z-->zu 
Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες 


