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ΘΕΜΑ 1. (α) Έστω η αχολουι3ία (α,) με α, >Ο Vn Ε Ν χαι li1n,�-x α, = α> Ο. 
Δ ,.,- , ι· '�'.ι εις τε οτι lll1 v α 1 α2 ... αn =α. 

'/1.---?c:x:J 
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(β) Έστω η αχολουι')ία (αn) με α1 = 1 χαι αn+l = -, -- Vn Ε Ν. Δείξτε ότι η 

3 + cιΊΙ. 
( αn ) συγχλίνει χαι βρείτε το όριό της. 

ΘΕΜΑ 2. (α) Θεωροι)με το σι)νολο Κ = { m + 4n : ηι, n Ε Ν} . Βρείτε τα inf J( 
τι. τι ι 

χαι suμ Κ. 
(β) Έστω αη > Ω Vn Ε Ν χαι ότι η σειρά Σ�=l αn cιποχλίνει. Εξετάστε αν η σειρά 

()() Σ αn. λ' ' λ' 
-- σuγχ ινει η αποχ ινει. 1 + a.n n=l 

ΘΕΜΑ 3. (α) Αν f : IR --7 IR παραγωγίσιμη με f'(x) f. Ο για χά-0ε χ Ε IR δείξτε 
ότι η Ι είναι γνησίως μονότονη. 

(β) Έστω f : IR --7 IR χαι χ0 Ε IR. Υπο-0έτουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη για 
χά-0ε χ f. χ0. Αν lirnHr:o f'(x) = c Ε IR δείξτε ότι η .f είναι παραγωγίσψη σιο χ0 χαι 
.f'(J:u) = c. 

(γ) Έστω .f : IR --7 IR δύο ψορές παραγωγίσιμη με συνεχή δεύτερη παράγωγο χαι 

τέτοια ώστε f (�) = ----/2--, για χάι')ε n Ε Ν. Υπολογίστε ιις τιμές .f(O), f '(Ο) χαι n n + 1 
.f"(O). (Υπόδειξη: Για την J"(O) χρησιμοποιήστε τον τι)πο Ta.y1oΓ τάξης 1ι = 1 για 
χέντρο το :τ0 = 0). 

ΘΕΜΑ 4. (α) Δείξτε ότι η συνάρτηση Ι: [0, 1] --7 IR με .f(x) = -1 αν χ ρητr)ς 
χαι j'(x) = 1 αν χ άρρητος (i) είναι πανιού ασυνεχής χαι (ii) δεν είναι ολοχληρώσιμη. 

1 k + 2k + ... + nk 
(β) Βρείτε το liω k 1 για χά·Ηε h; Ε Ν. 

ιι�οο n + 

(γ) Έστω .f : [α, b] --7 IR. (i) Αν ΊΙ .f είναι συνεχής στο Tu Ε (α. b) με .f(τu) > Ο, 
δείξτε όιι υ:ϊάρχει δ > Ο με (xu -δ, :.ι::0 +δ) ς [α , b] χαι ./'(:ι;) > .f'(xu)/2 για r)λα τα 
χ Ε (χ0- δ, χ0 +δ). (ii) Αν η f είναι επιπλέον ολοχληρι:)σψη χαι παίρνει μη αρνητιχές 
τιμές δείξτε όιι Ι: }'(.τ) d.τ � j'(.τ0) ·δ. (iii) ΧρησψοποιιJντας τα προηγο•)μενα, δείξτε 
6τι αν η f είναι συνεχής, παίρνει μη αρνητιχές τιμές χαι δεν είναι ΊΙ μηδενιχή συνάρτηση 
τότε Ι: f(.τ) cl.τ > Ω. 

ΔΙΆΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ 2 cJρες χαι 45'. 


