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ΘΕΜΑ 1ο                                                                                                            ( 1.5 µ )                               

Αν  1 2, , ,a a aν…   και  1 2, , ,b b bµ…  είναι οι ιδιάζουσες τιµές των πινάκων  και , 

τύπου 

A B

ν ν×  και µ µ×  αντίστοιχα, βρείτε τις ιδιάζουσες τιµές και την πολική µορφή  

του .  ⊗A B

Λύση :  Αν  και , τότε T
1 1 1=A U S V T

2 2 2=B U S V

( )( )( T
1 2 1 2 1 2⊗ = ⊗ ⊗ ⊗A B U U S S V V ) , 

άρα οι ιδιάζουσες τιµές του  είναι , όπου ⊗A B i ja b 1, 2, , ;i ν= …  1, 2, ,j µ= … . 

Αν ( )( )T T
1 1 1 1 1 1 1= =A U S V V V P Q 2 2, =B P , τότε Q ( )( )1 2 1 2⊗ = ⊗ ⊗A B P P Q Q . 

 
 
 
ΘΕΜΑ 2ο                                                                                                            ( 2.5 µ )     

Βρείτε την Schur παραγοντοποίηση του πίνακα  

0 2 2
1 1 4
0 0 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A , 

έχοντας υπόψη ότι 2λ =  και [1 1 1 0
2

T
=x ]  είναι ιδιοποσά του πίνακα. 

Λύση : Τα διανύσµατα [ ]T1 1 1 0
2

=x  και [ ]T1
1 1 1 0
2

= −u , [ ]T2 0 0 1=u  

είναι ορθοκανονική βάση του  και για  3R

T

61 1 0 2 1
2 2 2

1 1 20 0 1
2 2 2

0 0 1 0 0 3

P P AP

⎡ ⎤⎡ ⎤ −
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥− −= ⇒ = −⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 
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ΘΕΜΑ 3ο  

Έστω  ο πίνακας  ν ν×∈A R   είναι κανονικός και  ie= k
k k

ϕλ λ   ( )1,2, ,k ν= …  είναι 

οι ιδιοτιµές του. Αποδείξατε ότι  

I.    1 2, , , νλ λ … λ  είναι οι ιδιάζουσες τιµές του .                                        ( 1.5 µ ) A

II.  οι πίνακες ,  στην πολική παραγοντοποίηση του  έχουν ιδιοτιµές P Q A kλ   και 

ke ϕi   ( )1,2, ,k ν= … ,  αντίστοιχα.                                                                       ( 1.5 µ ) 

Λύση :  I.   Βιβλίο Γραµµικής Άλγεβρας, σελ. 198, ασκ. 8. 

A  κανονικός, 2 2* *Ax x A x x AA x x= λ ⇒ = λ ⇒ = λ ⇒ σ = λ = λ . 

II.  Στην ιδιάζουσα παραγοντοποίηση του κανονικού πίνακα  έχουµε 

 διότι, 

TA USV=

U V= 2* *AA x A Ax x= = λ . Tότε, 

( )
( )( ) ( )( )

1 2

1 2

T T
1 2

T T
1 2

diag e , e , , e

diag , , , diag e ,e , ,e

ii i

ii i

A USU U U

  U U U

ν

ν

ϕϕ ϕ
ν

ϕϕ ϕ
ν

= = λ λ λ

= λ λ λ =

…

… … U PQ
. 

 

 

ΘΕΜΑ 4ο  

Έστω  1 2, , , νσ σ σ…   είναι οι ιδιάζουσες τιµές του πίνακα ν ν×∈A R , αποδείξατε ότι  

I.   1 2tr νσ σ≤ + + +A … σ

)

.                                                                                ( 1.5 µ ) 

II.  (1 2 max trνσ σ σ+ + + =
W

A W… ,  για κάθε ορθογώνιο πίνακα .         ( 1.5 µ ) W

Λύση :  I.  Άσκηση 8.7 

II.  Για κάθε ορθογώνιο πίνακα , οι πίνακες  και  έχουν τις ίδιες ιδιάζουσες 

τιµές. Τότε  

W A AW

( ) ( )1 2 1 2max tr
W

AW A W+ + + ≥ ⇒ = + + +… …trν νσ σ σ σ σ σ . 

Ιδιαίτερα, αν  

1 2
T T TA USV AW USV W SV WU S ν= ⇒ = = = = σ + σ + +…tr tr tr tr σ  

ακριβώς όταν . TW VU=
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