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1. Να λυθεί η εξίσωση: z4 = −1 +
√

3i.

2. Αν n ∈ N, να βρεθούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης

zn−1 = z , z ∈ C .

Να διακρίνετε τις περιπτώσεις (i) n = 1, (ii) n = 2 και (iii) n ≥ 3.

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C με

f(z) =

{
z2

z αν z 6= 0,

0 αν z = 0 .

Αποδείξτε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σημείο (0, 0) ενώ δεν υπάρχει η παράγωγος

f ′(0).

4. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

f(z) = (3x2y − y3 + e2y cos 2x) + i(3xy2 − x3 − e2y sin 2x+ 3)

είναι αναλυτική στο C και υπολογίστε την παράγωγο f ′(z). Αφού εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του z,
υπολογίστε με ένα δεύτερο τρόπο την παράγωγο f ′(z).

5. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : G→ C είναι αναλυτική στον τόπο(ανοικτό, συνεκτικό σύνολο) G ⊆ C. Αν

για κάθε z ∈ G είναι είτε f(z) = 0 ή f ′(z) = 0, αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή στο G.

Υπόδειξη. Θεωρείστε την f2.

6. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

u(x, y) = y3 − 3x2y − x

x2 + y2
, (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} ,

είναι αρμονική στο R2 \ {(0, 0)} και στη συνέχεια να βρεθεί η αναλυτική συνάρτηση f = u+ iv στο C \ {0}
με f (1) = −1.

7. Αποδείξτε ότι ο μετασχηματισμός w = cos z = cos(x+iy) = cosx cosh y−i sinx sinh y απεικονίζει τη λωρίδα

Ω =
{
z = x+ iy : 0 ≤ x ≤ π

2
, y ≥ 0

}
του z-επιπέδου στο 4ο τεταρτημόριο του w-επιπέδου.

8. Αποδείξτε ότι το ολοκλήρωμα ∮
[−R,R]∪γR

|z|z dz = R3πi ,

1



όπου γR το ημικύκλιο του άνω ημιεπιπέδου με κέντρο 0, ακτίνα R > 0 και θετική φορά διαγραφής.

9. Για κάθε z1, z2 ∈ C είναι

ez2 − ez1 =

∫
[z1,z2]

ez dz ,

όπου [z1, z2] είναι το ευθύγραμμο τμήμα με αρχή το z1 και πέρας το z2. Αν <z1,<z2 ≤ 0, αποδείξτε ότι

|ez2 − ez1 | ≤ |z2 − z1| .

Συμβολισμός: =z = Im z, <z = Re z
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