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Θέμα 1. (αʹ) ΄Εστω (X,M, µ) χώρος μέτρου και έστω (En) μία οποιαδήποτε ακολουθία μετρήσιμων συνόλων.
Αποδείξτε ότι

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
≤
∞∑

n=1

µ (En) .

(Αν χρειαστείτε κάποια βοηθητική πρόταση, διατυπώστε την χωρίς απόδειξη.) (0,8 μον.)

(βʹ) Να αναφέρετε τις βασικές ιδιότητες τόσο του τριαδικού όσο και ενός γενικευμένου συνόλου

Cantor. Μπορείτε να βρείτε ακολουθία (An) μετρήσιμων υποσυνόλων του [0, 1], έτσι ώστε
κάθε An να μην περιέχει ανοικτά διαστήματα και η ένωση των An να έχει μέτρο Lebesgue 1;

(1 μον.)

(γʹ) ΄Εστω οι συναρτήσεις f : E → R και g : f (E)→ R, όπου E ∈ M. Αν η f είναι μετρήσιμη και
η g είναι συνεχής, αποδείξτε ότι η g ◦ f είναι μετρήσιμη συνάρτηση. (0,7 μον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέμπουμε στις σημειώσεις του μαθήματος.

(βʹ) Για τις ιδιότητες τόσο του τριαδικού όσο και ενός γενικευμένου συνόλου Cantor παραπέμπουμε
στις σημειώσεις του μαθήματος.

΄Εστω An, An ⊂ [0, 1], ένα γενικευμένο σύνολο Cantor με m(An) = 1−1/n για κάθε n ∈ N (το
A1 είναι το τριαδικό σύνολο Cantor με m(A1) = 0). Τα An δεν περιέχουν ανοικτά διαστήματα.

Αν A =
⋃∞

n=1An, τότε

An ⊂ A ⊂ [0, 1] για κάθε n ∈ N
και επομένως

1− 1

n
= m(An) ≤ m(A) ≤ m([0, 1]) = 1 για κάθε n ∈ N .

΄Αρα m(A) = 1.

(γʹ) Παραπέμπουμε στις σημειώσεις του μαθήματος.

Θέμα 2. ΄Εστω X ⊆ R Lebesgue μετρήσιμο σύνολο.

(αʹ) Διατυπώστε το θεώρημα μονότονης σύγκλισης για αύξουσα ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων

συναρτήσεων καθώς επίσης και για φθίνουσα ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων.

Αν (fn), fn : X → [0,∞], είναι ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων, χρησιμοποιώντας το
θεώρημα μονότονης σύγκλισης αποδείξτε ότι∫

X

∞∑
n=1

fn dm =

∞∑
n=1

∫
X

fn dm .

(1 μον.)

(βʹ) Υποθέτουμε ότι το X με m(X) > 0 έχει σ-πεπερασμένο μέτρο, δηλαδή X =
⋃∞

n=1An, όπου

(An) είναι ακολουθία Lebesgue μετρήσιμων συνόλων με m (An) <∞ για κάθε n ∈ N. Αν

fn =
1

2n (1 +m(An))
χAn

,

αποδείξτε ότι η f =
∑∞

n=1 fn ∈ L1(X) με 0 < f(x) < 1 για κάθε x ∈ X. (1,5 μον.)
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Λύση.

(αʹ) Παραπέμπουμε στις σημειώσεις του μαθήματος.

(βʹ) Από το (α΄) έχουμε ∫
X

f dm =

∞∑
n=1

∫
X

1

2n (1 +m(An))
χAn

dm

=

∞∑
n=1

m(An)

2n (1 +m(An))

≤
∞∑

n=1

1

2n
= 1

και επομένως η f ∈ L1(X). Επειδή

∞∑
n=1

fn(x) ≤
∞∑

n=1

1

2n (1 +m(An))
≤
∞∑

n=1

1

2n
= 1 ,

είναι 0 ≤ f(x) ≤ 1 για κάθε x ∈ X.

Είναι f(x) =

∞∑
n=1

1

2n (1 +m(An))
χAn

(x) = 0 για κάποιο x ∈ X, αν και μόνο αν χAn
(x) = 0

για κάθε n ∈ N. Ισοδύναμα x /∈ An για κάθε n ∈ N. ΄Ατοπο επειδή X =
⋃∞

n=1An. Επομένως

f(x) > 0 για κάθε x ∈ X.
΄Εστω f(x) = 1 για κάποιο x ∈ X. Τότε,

1 =

∞∑
n=1

1

2n (1 +m(An))
χAn

(x) ≤
∞∑

n=1

1

2n
= 1

και κατά συνέπεια
∞∑

n=1

1

2n

[
1− 1

1 +m(An)
χAn

(x)

]
= 0 .

΄Ομως το άθροισμα της σειράς μη αρνητικών όρων είναι μηδέν αν και μόνο αν κάθε όρος της

σειράς είναι μηδέν, δηλαδή

1

1 +m(An)
χAn

(x) = 1 για κάθε n ∈ N .

Ισοδύναμα, x ∈ An και m(An) = 0 για κάθε n ∈ N. Επειδή X =
⋃∞

n=1An, τότε συνεπάγεται

ότι και m(X) = 0 που είναι άτοπο. Επομένως f(x) < 1 για κάθε x ∈ X.
΄Αρα 0 < f(x) < 1 για κάθε x ∈ X.

Θέμα 3. (αʹ) Διατυπώστε και αποδείξτε το θεώρημα ομοιόμορφης σύγκλισης για μια ακολουθία μετρήσιμων

συναρτήσεων (fn), fn : E → R, όπου E Lebesgue μετρήσιμο σύνολο. (1,3 μον.)

(βʹ) ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων (fn) με

fn(x) =
1

n
e−x/n , x ∈ R .

Να βρεθεί η f(x) = limn→∞ fn(x) για κάθε x ∈ [0,∞). Συγκλίνει η (fn) ομοιόμορφα στο
[0,∞); Αποδείξτε ότι limn→∞

∫
[0,∞)

fn dm 6=
∫
[0,∞)

f dm. Γιατί δεν εφαρμόζεται το θεώρημα

ομοιόμορφης σύγκλισης; (1,2 μον.)

Λύση.
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(αʹ) Παραπέμπουμε στις σημειώσεις του μαθήματος.

(βʹ) Επειδή

‖fn − 0‖∞ = sup {|fn(x)| : x ∈ [0,∞)} ≤ 1

n
−−−−→
n→∞

0 ,

limn→∞ fn(x) = f(x) ομοιόμορφα στο [0,∞) με f(x) = 0 για κάθε x ≥ 0. Για κάθε n ∈ N
είναι ∫

[0,∞)

fn(x) dm(x) =
1

n

∫ ∞
0

e−x/n dx = 1

και επομένως limn→∞
∫
R fn dm = 1 6= 0 =

∫
R f dm.

Δεν εφαρμόζεται το θεώρημα ομοιόμορφης σύγκλισης επειδή m([0,∞)) =∞.

Θέμα 4. (αʹ) Διατυπώστε το λήμμα Fatou και υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0

n3

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx .

(1,5 μον.)

(βʹ) Διατυπώστε το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue και υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0

n3x3/2

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx .

(1,5 μον.)

Δικαιολογείστε τις απαντήσεις σας.

Λύση.

(αʹ) Για κάθε n ∈ N η fn(x) = n3

1+n2x3 sin
(
x
n

)
είναι συνεχής και μη αρνητική συνάρτηση στο [0, 1].

Είναι fn(0) = 0 και

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n2x

1 + n2x3
·
sin
(
x
n

)
x
n

=
1

x2
για κάθε x ∈ (0, 1] .

Επειδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα ∫ 1

0

1

x2
dx = +∞ , (αποκλίνει)

από το λήμμα Fatou έχουμε

lim inf
n→∞

∫ 1

0

n3

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx ≥

∫ 1

0

(
lim inf
n→∞

n3

1 + n2x3
sin
(x
n

))
dx

=

∫ 1

0

1

x2
dx = +∞ .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1

0

n3

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx = +∞ .
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(βʹ) Για κάθε n ∈ N η fn(x) = n3x3/2

1+n2x3 sin
(
x
n

)
είναι συνεχής και μη αρνητική συνάρτηση στο [0, 1].

Είναι fn(0) = 0 και

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n2x5/2

1 + n2x3
·
sin
(
x
n

)
x
n

=
1√
x
για κάθε x ∈ (0, 1] .

Επίσης

|fn(x)| =
n3x3/2

1 + n2x3
sin
(x
n

)
≤ n3x3/2

1 + n2x3
· x
n
=

n2x5/2

1 + n2x3
<

1√
x
για κάθε x ∈ (0, 1]

και το γενικευμένο ολοκλήρωμα ∫ 1

0

1√
x
dx = 2

συγκλίνει. Αν g(x) := 1/
√
x, τότε g ∈ L1([0, 1]) και |fn(x)| < g(x) για κάθε n ∈ N και για

κάθε x ∈ (0, 1]. ΄Αρα, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ 1

0

n3x3/2

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx =

∫ 1

0

1√
x
dx = 2 .

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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