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1. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων ορισμένων στο R με

fn =

χ[0, 1
4 ]

αν n ρητός

χ
[ 14 , 1]

αν n άρρητος .

Δείξτε ότι lim sup
n→∞

fn = χ
[0,1]

, lim inf
n→∞

fn = χ{ 1
4} και

∫
R
lim inf
n→∞

fn dm < lim inf
n→∞

∫
R
fn dm < lim sup

n→∞

∫
R
fn dm <

∫
R
lim sup
n→∞

fn dm .

2. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη, παραγωγίσιμη στο 0 και τέτοια ώστε

f(0) = 0. ΄Εστω

g(x) =

{
f(x)
x αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

Δείξτε ότι η g ∈ L1(R).

3. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση με f(x) ≥ 0 αν x ∈ [0, 1], f(x) = 0 αν x ∈ R\ [0, 1] και
∫
[0,1]

f dm > 0.

Θεωρούμε την ακολουθία συναρτήσεων (fn) με

fn(x) :=
f(x+ n)

n
, x ∈ R .

Δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R

lim
n→∞

fn dm = 0 .

Αν g(x) := supn∈N fn(x), δείξτε ότι ∫
R
g dm =∞ .

4. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 1] με

fn(x) =
n3/2x

1 + n2x2
.

(i) Δείξτε ότι η (fn) συγκλίνει σημειακά στη μηδενική συνάρτηση στο [0, 1]. Συγκλίνει η (fn) ομοιόμορφα
στη μηδενική συνάρτηση στο [0, 1];

(ii) Δείξτε ότι οι υποθέσεις του θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης ικανοποιούνται και επομένως

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx = 0 .

(iii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα
∫ 1

0
fn(x) dx και να επαληθεύσετε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 0 .
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5. ΄Εστω f ∈ L1(E), E ∈M και έστω a > 0. Δείξτε ότι

lim
a→∞

a ·m({|f | > a}) = 0 .

Υπόδειξη. Αν (an) είναι ακολουθία πραγματικών αριθμών με limn→∞ an = ∞, θεωρείστε την ακολουθία

συναρτήσεων (gn) με gn := |f |χ{|f |>an}
και δείξτε ότι limn→∞

∫
E
gn dm = 0.

6. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 1] με fn(x) = xn − 2x2n+1
, n ∈ N ∪ {0}.

(i) Δείξτε ότι
∞∑

n=0

(∫
[0,1]

fn dm

)
6=
∫
[0,1]

( ∞∑
n=0

fn

)
dm .

(ii) Δείξτε ότι
∞∑

n=0

(∫
[0,1]

|fn| dm

)
=∞ .

7. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση g : [0,∞) → R είναι συνεχής και περιοδική με περίοδο T > 0. Δείξτε ότι η

συνάρτηση f(t) := g(t)e−t είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [0,∞) και ότι∫ ∞
0

g(t)e−t dt =
1

1− e−T

∫ T

0

g(t)e−t dt .

Εφαρμογή. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
∫∞
0

e−x| sinx| dx.
Υπόδειξη. Αν N ∈ N, δείξτε ότι

∫ NT

0

g(t)e−t dt =

N−1∑
n=0

∫ (n+1)T

nT

g(t)e−t dt =
1− e−NT

1− e−T

∫ T

0

g(x)e−x dx .

Παράδοση των ασκήσεων έως 7/4/2014
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