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1. ΄Εστω (an) πραγματική ακολουθία και έστω An := (−∞, an).

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

(i) (−∞, lim an) ⊆ limAn ⊆ (−∞, lim an]

και

(ii) (−∞, lim an) ⊆ limAn ⊆ (−∞, lim an] .

(βʹ) Αν limAn = limAn = limn→∞An, να αποδειχθεί ότι το όριο limn→∞ an υπάρχει(μπορεί να ισούται

και με ±∞). Να αποδειχθεί ότι γενικά το αντίστροφο δεν ισχύει.

Λύση.

(αʹ) Αν x ∈ (−∞, lim an), δηλαδή x < an, τότε υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε x < an για κάθε n ≥ n0.
Επομένως x ∈

⋂∞
k=n0

Ak και κατά συνέπεια x ∈ limAn. Δηλαδή (−∞, lim an) ⊆ limAn.

Αν x ∈ limAn, τότε υπάρχει n1 ∈ N τέτοιο ώστε x ∈
⋂∞

k=n1
Ak. Δηλαδή x ∈ Ak για κάθε k ≥

n1. Επομένως x < ak για κάθε k ≥ n1 και αυτό συνεπάγεται ότι x ≤ lim an. Δηλαδή limAn ⊆
(−∞, lim an].

Ανάλογη είναι η απόδειξη της (ii).

(βʹ) Αν limAn = limAn = limn→∞An, από τις (i) και (ii) έπεται ότι

(−∞, lim an) ⊆ (−∞, lim an]

οπότε lim an < lim an. Επειδή lim an ≤ lim an, συμπεραίνουμε ότι lim an = lim an και επομένως το

όριο limn→∞ an υπάρχει(μπορεί να ισούται και με ±∞). Το αντίστροφο δεν ισχύει. Πράγματι, αν

an = (−1)n/n, τότε limn→∞ an = 0 και

limAn = (−∞, 0) ⊂ (−∞, 0] = limAn .

2. ΄Εστω (X,A) μετρήσιμος χώρος και έστω µ : A → [0,+∞] μία συνάρτηση με µ(A) < +∞ για κάποιο

A ∈ A. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

(i) ∀A,B ∈ A με A ∩B = ∅ ⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) . Δηλαδή το µ είναι ένα πεπερασμένα αθροισ-

τικό θετικό μέτρο.

(ii) µ(∅) = 0 και ∀A,B ∈ A: µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B) .

(iii) ∀A,B ∈ A : µ(A4B) + µ(A ∩B) = µ(A ∪B) .

Αν το µ είναι ένα πεπερασμένα αθροιστικό θετικό μέτρο, τότε για κάθε αριθμήσιμη οικογένεια (An) ξένων

ανά δύο μετρήσιμων συνόλων είναι

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≥
∞∑

n=1

µ(An) .

Λύση. (i)⇒ (ii): Αν A ∈ A με µ(A) < +∞, τότε A ∩ ∅ = ∅ και από τη (i) έχουμε

µ(A) = µ(A ∪ ∅) = µ(A) + µ(∅)⇒ µ(∅) = 0 .
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Αν A,B ∈ A, χρησιμοποποιώντας τη (i) έχουμε

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B \A) + µ(A ∩B) (A ∩ (B \A) = ∅)
= µ(A) + µ(B) ((B \A) ∩ (A ∩B) = ∅)

(ii)⇒ (iii): Εφαρμόζουμε τη (ii) για τα μετρήσιμα σύνολα A4B και A ∩B. Τότε,

µ(A4B) + µ(A ∩B) = µ ((A4B) ∪ (A ∩B)) + µ ((A4B) ∩ (A ∩B))

= µ(A ∪B) + µ(∅) = µ(A ∪B) .

(iii)⇒ (i): ΄Εστω A,B ∈ A με A∩B = ∅. Από την (iii) για το ζεύγος των μετρήσιμων συνόλων (A∪B, B)
έχουμε

µ ((A ∪B)4B) + µ ((A ∪B) ∩B) = µ ((A ∪B) ∪B) ,

οπότε

µ(A) + µ(B) = µ(A ∪B) .

Υποθέτουμε ότι το µ ένα πεπερασμένα αθροιστικό θετικό μέτρο. ΄Εστω A,B ∈ A με A ⊆ B. Επειδή τα

σύνολα A και B \A είναι ξένα, από τη (i) έχουμε

µ(B) = µ (A ∪ (B \A) = µ(A) +m(B \A)

και επομένως µ(A) ≤ µ(B).

΄Εστω (An) αριθμήσιμη οικογένεια ξένων ανά δύο μετρήσιμων συνόλων. Επαγωγικά, για κάθε N ∈ N από

τη (i) έχουμε µ
(⋃N

n=1An

)
=
∑N

n=1 µ(An). Επομένως

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≥ µ

(
N⋃

n=1

An

)
=

N∑
n=1

µ(An) , για κάθε N ∈ N .

΄Αρα,

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≥
∞∑

n=1

µ(An) .

3. ΄Εστω ο μετρήσιμος χώρος (N,P(N)) και έστω ν : P(N)→ [0,+∞] με

ν(A) =


0 αν A = ∅∑
n∈A

1
n2 αν το A είναι πεπερασμένο σύνολο και δεν περιέχει το 0

+∞ αν το A είναι απειροσύνολο ή το A περιέχει το 0 .

Να αποδειχθεί ότι το ν είναι ένα πεπερασμένα αθροιστικό θετικό μέτρο. Είναι το ν σ-αθροιστικό θετικό

μέτρο;

Λύση.

(αʹ) Θα δείξουμε ότι το ν είναι ένα πεπερασμένα αθροιστικό θετικό μέτρο.

΄Εστω A και B ξένα μεταξύ τους υποσύνολα του N
1η περίπτωση : Το 0 ανήκει στο A ∪ B. Από τον ορισμό του ν είναι ν(A ∪ B) = ∞. Επειδή 0 ∈ A ή

0 ∈ B, είναι ν(A) + ν(B) =∞ και επομένως

ν(A ∪B) = ν(A) + ν(B) .
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2η περίπτωση : Το 0 δεν ανήκει στο A ∪B. Το A ∪B είναι πεπερασμένο σύνολο ή απειροσύνολο.

− Αν το A ∪B είναι πεπερασμένο, τα A, B είναι πεπερασμένα σύνολα και επομένως

ν(A ∪B) =
∑

n∈A∪B

1

n2
=
∑
n∈A

1

n2
+
∑
n∈B

1

n2
= ν(A) + ν(B) .

− Αν το A ∪ B είναι απειροσύνολο, τότε είτε το A είναι απειροσύνολο ή το B είναι απειροσύνολο και

επομένως

ν(A ∪B) =∞ = ν(A) + ν(B) .

΄Αρα το ν είναι ένα πεπερασμένα αθροιστικό θετικό μέτρο.

(βʹ) Αν An = {n}, τότε

ν

(⋃
n∈N
{n}

)
= ν(N) =∞

ενώ ∑
n∈N

ν({n}) =
∞∑

n=1

1

n2
<∞ .

Δηλαδή

ν

(⋃
n∈N
{n}

)
6=
∑
n∈N

ν({n})

και επομένως το ν δεν είναι σ-αθροιστικό θετικό μέτρο.

4. ΄Εστω Q = {rn : n ∈ N} το σύνολο των ρητών αριθμών και έστω

Ik,n :=

(
rn −

1

k2n+1
, rn +

1

k2n+1

)
, Ak :=

∞⋃
n=1

Ik,n , για κάθε k ∈ N .

Αν A =
⋂∞

k=1Ak, ποιο είναι το μέτρο Lebesgue του A; Είναι A = Q ;

Σημείωση. Είναι γνωστό ότι το σύνολο των άρρητων αριθμών R\Q δεν είναι ένωση αριθμήσιμου το πλήθος

κλειστών υποσυνόλων του R(προκύπτει εύκολα από το θεώρημα κατηγορίας του Baire).

Λύση. Επειδή για κάθε n ∈ N είναι Ik+1,n ⊂ Ik,n, η (Ak) είναι φθίνουσα ακολουθία ανοικτών συνόλων με

μέτρο Lebesgue

m(Ak) = m

( ∞⋃
n=1

Ik,n

)
≤
∞∑

n=1

m(Ik,n) =

∞∑
n=1

1

k2n
=

1

k

∞∑
n=1

1

2n
=

1

k
.

Επομένως limk→∞m(Ak) = 0.
Το A =

⋂∞
k=1Ak είναι ένα σύνολο Borel. Επειδή η (Ak) είναι φθίνουσα ακολουθία ανοικτών συνόλων με

m(Ak) <∞ για κάθε k ∈ N, έχουμε

m(A) = m

( ∞⋂
k=1

Ak

)
= lim

k→∞
m(Ak) = 0 .

Είναι A 6= Q. Αν υποθέσουμε ότι A = Q, τότε

R \Q = R \

( ∞⋂
k=1

Ak

)
=

∞⋃
k=1

(R \Ak)
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δηλαδή το σύνολο των άρρητων αριθμών R\Q είναι ένωση αριθμήσιμου το πλήθος κλειστών υποσυνόλων του

R. ΄Ατοπο, επειδή από το θεώρημα κατηγορίας του Baire το R \ Q δεν είναι ένωση αριθμήσιμου το πλήθος

κλειστών υποσυνόλων του R.

5. Για a ∈ R \ {0}, a σταθερό, ορίζουμε την οικογένεια

Ta := {A ∈ P(R) : A+ a ∈ B} ,

όπου A+ a = {x+ a : x ∈ A} και B η Borel σ-άλγεβρα.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η Ta είναι μία σ-άλγεβρα στο R.

(βʹ) Να αποδειχθεί ότι B = Ta (δηλαδή η Borel σ-άλγεβρα είναι αναλλοίωτη ως προς τη μεταφορά).

(γʹ) Για κάθε A ∈ B θέτουμε µ(A) := m(A + a), όπου m είναι το μέτρο Lebesgue. Να αποδειχθεί

ότι το µ είναι ένα σ-αθροιστικό θετικό μέτρο στο μετρήσιμο χώρο (R,B) και να συμπεράνετε ότι

m(A+ a) = m(A) για κάθε A ∈ B.

Λύση.

(αʹ) Θα δείξουμε ότι η Ta είναι μία σ-άλγεβρα στο R.

− Επειδή R+ a = R ∈ B, το R ∈ Ta.
− ΄Εστω A ∈ Ta. Τότε

A ∈ Ta ⇔ A+ a ∈ B (ορισμός της Ta)
⇔ (A+ a)c ∈ B (B είναι σ-άλγεβρα)

⇔ Ac + a ∈ B ((A+ a)c = Ac + a)

⇔ Ac ∈ Ta . (ορισμός της Ta)

− ΄Εστω (An) αριθμήσιμη οικογένεια στοιχείων της Ta. Επειδή An + a ∈ B για κάθε n ∈ N και η B
είναι σ-άλγεβρα,

⋃∞
n=1(An + a) ∈ B. Τότε( ∞⋃

n=1

An

)
+ a =

∞⋃
n=1

(An + a) ∈ B

και επομένως
⋃∞

n=1An ∈ Ta. Αποδείξαμε λοιπόν ότι η Ta είναι μία σ-άλγεβρα στο R.

Σημείωση. Εύκολα αποδεικνύεται ότι

(A+ a)c = Ac + a και

∞⋃
n=1

(An + a) =

( ∞⋃
n=1

An

)
+ a .

(βʹ) Θα δείξουμε ότι B = Ta.
− Θα αποδείξουμε πρώτα ότι B ⊆ Ta. Επειδή (x, y)+a = (x+a, y+a) ∈ B, το ανοικτό και φραγμένο

διάστημα (x, y) ∈ Ta. ΄Ομως η Borel σ-άλγεβρα B παράγεται από τα ανοικτά και φραγμένα διαστήματα.

Επομένως B ⊆ Ta.
− Θα αποδείξουμε τώρα ότι Ta ⊆ B. ΄Εστω A ∈ Ta. Τότε A + a ∈ B. Αν αντικαταστήσουμε το a
με το −a, αποδείξαμε προηγουμένως ότι B ⊆ T−a. Επομένως A + a ∈ B ⊆ T−a και κατά συνέπεια

(A+ a)− a = A ∈ B. ΄Αρα Ta ⊆ B.

(γʹ) − Επειδή ∅+ a = ∅, είναι µ(∅) = m(∅) = 0.

− ΄Εστω (An) αριθμήσιμη οικογένεια ξένων ανά δύο συνόλων Borel. Τότε( ∞⋃
n=1

An

)
+ a =

∞⋃
n=1

(An + a) ,
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όπου (An + a) είναι ξένα ανά δύο σύνολα Borel. Επομένως

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= m

(( ∞⋃
n=1

An

)
+ a

)
(ορισμός του µ)

= m

( ∞⋃
n=1

(An + a)

)

=

∞∑
n=1

m(An + a)

=

∞∑
n=1

m(An)

και άρα το µ είναι σ-αθροιστικό θετικό μέτρο στο μετρήσιμο χώρο (R,B).

Επειδή για κάθε ανοικτό και φραγμένο διάστημα (x, y) είναι

µ((x, y)) = m((x, y) + a) = m((x+ a, y + a)) = m((x, y)) ,

από γνωστό θεώρημα έπεται ότι µ = m. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ισχύει m(A+ a) = m(A) για κάθε

A ∈ B (αυτό φυσικά είναι γνωστό αποτέλεσμα του μέτρου Lebesgue).

6. ΄Εστω f : E → R φραγμένη και μετρήσιμη συνάρτηση στο μετρήσιμο σύνολο E. Τότε υπάρχουν ακολουθίες

απλών συναρτήσεων (sn) και (tn) στο E, τέτοιες ώστε η (sn) είναι αύξουσα, η (tn) είναι φθίνουσα και

limn→∞ sn = limn→∞ tn = f ομοιόμορφα στο E.

Λύση. Επειδή η συνάρτηση f είναι φραγμένη, υπάρχει N ∈ N τέτοιο ώστε −N < f < N στο E. Για κάθε

n ≥ N θεωρούμε τη διαμέριση Pn =
{
y0, y1, . . . , ym(n)

}
του [−N,N ] με

‖Pn‖ = max {yk − yk−1 : 1 ≤ k ≤ m(n)} < 1

n
.

Αν

Ik = [yk − yk−1) και Ek = f−1(Ik) = {x ∈ E : yk−1 ≤ f(x) < yk} , 1 ≤ k ≤ m(n) ,

τα Ek είναι μετρήσιμα υποσύνολα του E. Ορίζουμε τις απλές συναρτήσεις ϕn και ψn με

ϕn :=

m(n)∑
k=1

yk−1χEk
και ψn :=

m(n)∑
k=1

ykχEk
.

Για x ∈ E υπάρχει μοναδικό k, 1 ≤ k ≤ m(n), τέτοιο ώστε yk−1 ≤ f(x) < yk και επομένως

ϕn(x) = yk−1 ≤ f(x) < yk = ψn(x) .

Επειδή yk − yk−1 < 1/n, παρατηρούμε ότι

0 ≤ f − ϕn ≤ ψn − ϕn <
1

n
στο E

και

0 ≤ ψn − f ≤ ψn − ϕn <
1

n
στο E .

Δηλαδή

0 ≤ f(x)− ϕn(x) <
1

n
και 0 ≤ ψn(x)− f(x) <

1

n
, για κάθε x ∈ E και για κάθε n ≥ N .
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΄Αρα limn→∞ ϕn = limn→∞ ψn = f ομοιόμορφα στο E.

΄Εστω sn := max{ϕ1, . . . , ϕn} και tn := min{ψ1, . . . , ψn}. Τότε η (sn) είναι αύξουσα και η (tn) είναι

φθίνουσα ακολουθία απλών συναρτήσεων με limn→∞ sn = limn→∞ tn = f ομοιόμορφα στο E.

Παράδοση των ασκήσεων έως 5/3/2013
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