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Θέμα 1. (αʹ) ΄Εστω (X,M, µ) χώρος μέτρου και έστω (An) αριθμήσιμη οικογένεια μετρήσιμων συνόλων με

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
<∞ και inf{µ(An) : n ∈ N} = a ≥ 0 .

Αποδείξτε ότι µ(limAn) ≥ a. (1 μον.)

(βʹ) ΄Εστω (R,M,m) ο χώρος Lebesgue και έστω µn := 1
nm φθίνουσα ακολουθία θετικών μέτρων.

Αν µ := limn→∞ µn, αποδείξτε ότι το µ δεν είναι ένα σ-αθροιστικό θετικό μέτρο στο μετρήσιμο
χώρο (R,M). (1 μον.)

Θέμα 2. ΄Εστω η συνάρτηση f : E → R, όπου E ∈M.

(αʹ) Αν η f3 είναι μετρήσιμη, αποδείξτε ότι και η f θα είναι μετρήσιμη. (0,5 μον.)

(βʹ) Αν m(E) > 0, δώστε ένα παράδειγμα μη μετρήσιμης συνάρτησης f στο E για την οποία η f2

είναι μετρήσιμη. (1 μον.)

(γʹ) Αν η f είναι μετρήσιμη και η g : E → R είναι τέτοια ώστε f = g σ.π. στο E, αποδείξτε ότι και
η g θα είναι μετρήσιμη συνάρτηση. (0,8 μον.)

(δʹ) ΄Εστω A ένα μη μετρήσιμο υποσύνολο του [0, 1] και έστω C το τριαδικό σύνολο Cantor. Αν

h(x) = χ
A∩C(x) sinx+χ

(A∩C)c
(x)x2 ,

είναι η συνάρτηση h μετρήσιμη στο [0, 1]; Δικαιολογείστε την απάντησή σας. (0,5 μον.)

Θέμα 3. (αʹ) Διατυπώστε και αποδείξτε το λήμμα Fatou. (1 μον.)

(βʹ) ΄Εστω (fn), fn : X → [0,∞], X ∈M, ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων με limn→∞ fn = f
σ.π. Αν f, fn ∈ L1(X) με limn→∞

∫
X
fn dm =

∫
X
f dm, αποδείξτε ότι

lim
n→∞

∫
X

|fn − f | dm = 0 .

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη gn := fn + f − |fn − f |.
(1,2 μον.)

Θέμα 4. (αʹ) Διατυπώστε το θεώρημα μονότονης σύγκλισης. Αν f : [0,∞) → [0,∞) είναι μετρήσιμη
συνάρτηση, υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

n

∫
[0,1]

f(nt)√
1 + t

dm(t) .

(1,5 μον.)

(βʹ) Διατυπώστε το θεώρημα φραγμένης σύγκλισης του Lebesgue. Αν η συνάρτηση g : [−1, 1]→ R
είναι φραγμένη, μετρήσιμη και συνεχής στο 0, υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

n

∫
[−1/n, 1/n]

g(x)(1− n|x|) dm(x) .

(1,5 μον.)

Δικαιολογείστε τις απαντήσεις σας.

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες


