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Θ1. ΄Εστω m∗ το εξωτερικό μέτρο Lebesgue.

(αʹ) Δώστε τον ορισμό μετρησιμότητας του Κ. Καραθεοδωρή για τα υποσύνολα του R και στη συνέχεια
αποδείξτε ότι αν ισχύει

m∗(A) ≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) , για κάθε A ⊂ R με m∗(A) <∞ ,

τότε το σύνολο E είναι μετρήσιμο. (0,8 μον.)

(βʹ) Αποδείξτε ότι υπάρχει αριθμήσιμη οικογένεια (An) ξένων ανά δύο υποσυνόλων του R, τέτοια ώστε

m∗

( ∞⋃
n=1

An

)
<

∞∑
n=1

m∗(An) .

(1,2 μον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέμπουμε στις σημειώσεις του μαθήματος.

(βʹ) Παραπέμπουμε στις σημειώσεις του μαθήματος.

Θ2. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R.

(αʹ) Αν η f είναι μετρήσιμη και η g : R → R είναι τέτοια ώστε f = g σ.π. στο R, δείξτε ότι και η g θα
είναι μετρήσιμη συνάρτηση. (0,8 μον.)

(βʹ) Θεωρούμε τις προτάσεις:

(i) η f είναι συνεχής σ.π. στο R,
(ii) η f ισούται σ.π. στο R με μια συνεχή συνάρτηση.
Με κατάλληλα αντιπαραδείγματα δείξτε ότι η (i) δεν συνεπάγεται τη (ii) και η (ii) δεν συνεπάγεται
τη (i). (1,6 μον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέμπουμε στις σημειώσεις του μαθήματος.

(βʹ) (i) ; (ii) ΄Εστω f = χ
[0,+∞)

. Η f είναι συνεχής σ.π. στο R(η f δεν είναι συνεχής στο 0).

Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση g : R → R με g = χ
[0,+∞)

σ.π. στο R. Τότε η g
παίρνει τις τιμές 0 και 1 και από το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής θα παίρνει και την τιμή 1/2. ΄Εστω
f(x0) = 1/2, για κάποιο x0 ∈ R. Τότε ως γνωστόν υπάρχει διάστημα I = (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0,
τέτοιο ώστε

1

4
< g(x) <

3

4
, για κάθε x ∈ I .

Επομένως, f(x) 6= g(x) για κάθε x ∈ I με m(I) = 2δ > 0 και αυτό οδηγεί σε άτοπο. ΄Αρα, δεν
υπάρχει συνεχής συνάρτηση g στο R που να είναι ίση σ.π. με την f = χ

[0,+∞)
.
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(γʹ) (ii) ; (i) Θεωρούμε τη συνάρτηση f = χQ. Επειδή m(Q) = 0 και χQ(x) = 1 αν και μόνο αν x ∈ Q,
η f = 0 σ.π. στο R. Δηλαδή η f ισούται σ.π. στο R με τη μηδενική συνάρτηση που είναι συνεχής
στο R. ΄Ομως η συνάρτηση Dirichlet

χQ(x) =

{
1 αν x ρητός

0 αν x άρρητος ,

είναι ασυνεχής στο R.

Θ3. (αʹ) Διατυπώστε και αποδείξτε το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue. (1,5 μον.)

(βʹ) Υποθέτουμε ότι το σύνολο X ⊂ R είναι μετρήσιμο με m(X) <∞. ΄Εστω

H := {f ∈ L1(X) : |f | ≤ g} ,

όπου g ∈ L1(X).

(i) Δείξτε ότι για κάθε f ∈ H, για κάθε n ∈ N και για κάθε μετρήσιμο σύνολο A ⊆ X,∫
A

|f | dm ≤
∫
{g>n}

g dm+ nm(A) .

(ii) Δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
X

gχ{g>n} dm = 0 .

(iii) Δείξτε ότι για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε, για κάθε μετρήσιμο σύνολο A ⊆ X με
m(A) < δ είναι

sup

{∫
A

|f | dm : f ∈ H
}
≤ ε .

(2,5 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Παραπέμπουμε στις σημειώσεις του μαθήματος.

(βʹ) (i) Για κάθε f ∈ H, για κάθε n ∈ N και για κάθε μετρήσιμο σύνολο A ⊆ X έχουμε∫
A

|f | dm =

∫
A∩{|f |>n}

|f | dm+

∫
A∩{|f |≤n}

|f | dm

≤
∫
A∩{|f |>n}

g dm+ nm(A ∩ {|f | ≤ n}) .

Επειδή |f | ≤ g, είναι {|f | > n} ⊆ {g > n} και κατά συνέπεια∫
A

|f | dm ≤
∫
{g>n}

g dm+ nm(A) .

(ii) ΄Εστω gn := gχ{g>n}. Επειδή η g ∈ L1(X), είναι g <∞ σ.π. στο X. Επομένως,

lim
n→∞

gn = 0 σ.π. στο X και gn ≤ g στο X, για κάθε n ∈ N .

Τότε, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
X

gχ{g>n} dm = 0 .
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(iii) ΄Εστω ε > 0. Επειδή limn→∞
∫
{g>n} g dm = 0, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε∫

{g>n0}
g dm <

ε

2
.

Παίρνουμε δ := ε
2n0

> 0. Από τη (i), για κάθε f ∈ H και για κάθε μετρήσιμο σύνολο A ⊆ X με
m(A) < δ έχουμε ∫

A

|f | dm ≤
∫
{g>n0}

g dm+ n0m(A) <
ε

2
+ n0

ε

2n0
= ε .

Επομένως, για κάθε μετρήσιμο σύνολο A ⊆ X με m(A) < δ είναι

sup

{∫
A

|f | dm : f ∈ H
}
≤ ε .

Θ4. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, +∞) με

fn(x) =
(−1)n−1

n(1 + x2)
.

Δείξτε ότι

+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

|fn| dm

)
= +∞

και εξετάστε αν

+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

fn dm

)
=

∫
[0,+∞)

(
+∞∑
n=1

fn

)
dm .

Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας. (1,6 μον.)

Λύση. (i) Η (fn) είναι ακολουθία συνεχών και επομένως μετρήσιμων συναρτήσεων στο [0, +∞). Επειδή
το γενικευμένο ολοκλήρωμα ∫ +∞

0

1

1 + x2
dx = lim

n→+∞
arctanx =

π

2
, (συγκλίνει)

είναι ∫
[0,+∞)

|fn| dm =
1

n

∫
[0,+∞)

1

1 + x2
dm(x) =

π

2n

και επομένως

+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

|fn| dm

)
=
π

2

+∞∑
n=1

1

n
= +∞ .

(ii) Επειδή ως γνωστόν

+∞∑
n=1

fn(x) =
1

1 + x2

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
=

1

1 + x2
ln 2 ,

είναι ∫
[0,+∞)

( ∞∑
n=0

fn(x)

)
dm(x) =

∫
[0,+∞)

(
1

1 + x2
ln 2

)
dm(x) =

π

2
ln 2
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και
+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

fn dm

)
=

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n

∫
[0,+∞)

1

1 + x2
dm(x) =

π

2
ln 2 .

΄Αρα,

+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

fn dm

)
=

∫
[0,+∞)

(
+∞∑
n=1

fn

)
dm .

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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