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1. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων ορισμένων στο R με

fn =

χ[0, 1
4 ]

αν n άρτιος

χ
[ 14 , 1]

αν n περιττός .

Δείξτε ότι lim sup
n→∞

fn = χ
[0,1]

, lim inf
n→∞

fn = χ{ 1
4} και

∫
R
lim inf
n→∞

fn dm < lim inf
n→∞

∫
R
fn dm < lim sup

n→∞

∫
R
fn dm <

∫
R
lim sup
n→∞

fn dm .

Λύση. (i) Αν x ∈ [−∞, 0) ∪
{

1
4

}
∪ (1,+∞), παρατηρούμε ότι η ακολουθία (fn(x)) είναι σταθερή και είναι

lim inf
n→∞

fn(x) = lim sup
n→∞

fn(x) =

{
0 αν x ∈ [−∞, 0) ∪ (1,+∞)

1 αν x = 1
4 .

Αν x ∈
[
0, 14
)
∪
(
1
4 , 1
]
, οι όροι της ακολουθίας (fn(x)) είναι εναλλάξ 0 και 1 και επομένως για n σταθερό

sup
k≥n

fk(x) = 1 και inf
k≥n

fk(x) = 0 .

Κατά συνέπεια,

lim sup
n→∞

fn(x) = inf
n∈N

(
sup
k≥n

fk(x)

)
= 1 και lim inf

n→∞
fn(x) = sup

n∈N

(
inf
k≥n

fk(x)

)
= 0 .

΄Αρα,

lim sup
n→∞

fn = χ
[0,1]

και lim inf
n→∞

fn = χ{ 1
4} .

(ii) Επειδή ∫
R
fn dm =


∫
Rχ[0, 1

4 ]
dm = 1

4 αν n άρτιος∫
Rχ[ 14 , 1]

dm = 3
4 αν n περιττός ,

είναι ∫
R
lim inf
n→∞

fn dm = 0 <
1

4
= lim inf

n→∞

∫
R
fn dm <

3

4
= lim sup

n→∞

∫
R
fn dm < 1 =

∫
R
lim sup
n→∞

fn dm .

2. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη, παραγωγίσιμη στο 0 και τέτοια ώστε

f(0) = 0. ΄Εστω

g(x) =

{
f(x)
x αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

Δείξτε ότι η g ∈ L1(R).
Λύση. Επειδή

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

f(x)− f(0)
x− 0

= f ′(0) ,
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για ε = 1 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (−δ, δ) είναι |g(x) − f ′(0)| < 1. Επομένως για κάθε

x ∈ (−δ, δ) είναι |g(x)| < M , όπου M := 1 + |f ′(0)| > 0. Αν I := (−δ, δ), τότε∫
R
|g| dm =

∫
I

|g| dm+

∫
Ic
|g| dm

≤
∫
I

M dm+

∫
Ic

∣∣∣∣f(x)x
∣∣∣∣ dm(x)

≤Mm(I) +

∫
Ic

|f(x)|
δ

dm(x)

≤ 2Mδ +
1

δ

∫
R
|f | dm .

Επειδή η f ∈ L1(R), συμπεραίνουμε ότι και η g ∈ L1(R).

3. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση με f(x) ≥ 0 αν x ∈ [0, 1], f(x) = 0 αν x ∈ R\ [0, 1] και
∫
[0,1]

f dm > 0.

Θεωρούμε την ακολουθία συναρτήσεων (fn) με

fn(x) :=
f(x+ n)

n
, x ∈ R .

Δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R

lim
n→∞

fn dm = 0 .

Αν g(x) := supn∈N fn(x), δείξτε ότι ∫
R
g dm =∞ .

Λύση. Από τον ορισμό της ακολουθίας συναρτήσεων (fn) είναι προφανές ότι limn→∞ fn(x) = 0. Επίσης,

με αλλαγή μεταβλητής εύκολα φαίνεται ότι οι fn είναι Riemann ολοκληρώσιμες και ότι∫
R
fn dm =

1

n

∫ 1

0

f(x) dx .

Επομένως,

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R

lim
n→∞

fn dm = 0 .

Η μικρότερη δυνατή συνάρτηση που κυριαρχεί τις (fn) είναι η g(x) := supn∈N fn(x). Επειδή∫
R
g dm =

∞∑
n=1

1

n

∫ 1

0

f(x) dx =∞ ,

οι (fn) δεν κυριαρχούνται από καμία ολοκληρώσιμη συνάρτηση g.

4. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 1] με

fn(x) =
n3/2x

1 + n2x2
.

(i) Δείξτε ότι η (fn) συγκλίνει σημειακά στη μηδενική συνάρτηση στο [0, 1]. Συγκλίνει η (fn) ομοιόμορφα
στη μηδενική συνάρτηση στο [0, 1];

(ii) Δείξτε ότι οι υποθέσεις του θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης ικανοποιούνται και επομένως

lim
n→+∞

∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

lim
n→+∞

fn(x) dx = 0 .
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(iii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα
∫ 1

0
fn(x) dx και να επαληθεύσετε ότι

lim
n→+∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 0 .

Λύση.

(i) Η (fn) είναι ακολουθία συνεχών συναρτήσεων στο [0, 1] η οποία συγκλίνει κατά σημείο στο 0. Επειδή

για κάθε n ∈ N

fn

(
1

n

)
=

√
n

2
−−−−−→
n→+∞

+∞ ,

η (fn) δεν συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0, 1].

(ii) ΄Εστω x ∈ (0, 1], x σταθερό. Θεωρούμε τη συνάρτηση

h(t) :=
t3/2x

1 + t2x2
, t ∈ [1,+∞) .

Η h είναι παραγωγίσιμη με

h′(t) =
1

2

x
√
t(3− t2x2)

(1 + t2x2)2
,

Η h παίρνει τη μέγιστη τιμή της για t =
√
3
x και είναι

h

(√
3

x

)
=

33/4

4
√
x
.

Επομένως, αν g(x) := 33/4

4
√
x
, x ∈ (0, 1], τότε για κάθε n ∈ N

fn(x) =
n3/2x

1 + n2x2
≤ g(x) , σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1] .

Επειδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ 1

0

g(x) dx =
33/4

4

∫ 1

0

1√
x
dx =

33/4

2

συγκλίνει, από γνωστό θεώρημα η g ∈ L1 ([0, 1]). ΄Αρα, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του

Lebesgue

lim
n→+∞

∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

lim
n→+∞

fn(x) dx = 0 .

(iii) Για κάθε n ∈ N∫ 1

0

fn(x) dx =
1

2
√
n

∫ 1

0

2n2x

1 + n2x2
dx =

1

2
√
n

ln(1 + n2x2)
∣∣x=1

x=0
=

1

2
√
n
ln(1 + n2) .

Επειδή

lim
t→+∞

ln(1 + t2)

2
√
t

= lim
t→+∞

2t3/2

1 + t2
= 0 , (κανόνας L’Hôpital)

είναι

lim
n→+∞

∫ 1

0

fn(x) dx = lim
n→+∞

1

2
√
n
ln(1 + n2) = 0 .
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5. ΄Εστω f ∈ L1(E), E ∈M και έστω a > 0. Δείξτε ότι

lim
a→∞

am({|f | > a}) = 0 .

Λύση. Αν (an) είναι ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών με limn→∞ an =∞, θεωρούμε την ακολου-

θία μετρήσιμων συναρτήσεων (gn) με

gn := |f |χ{|f |>an} .

Επειδή η f ∈ L1(E), είναι |f | <∞ σ.π. στο E. Επομένως,

lim
n→∞

gn = 0 σ.π. στο E και για κάθε n ∈ N |gn| ≤ |f | σ.π. στο E .

Τότε, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue έχουμε

lim
n→+∞

∫
E

gn dm = 0 .

΄Ομως

anm({|f | > an}) =
∫
E

anχ{|f |>an} dm ≤
∫
E

|f |χ{|f |>an} dm =

∫
E

gn dm ,

και κατά συνέπεια limn→∞ anm({|f | > an}) = 0. ΄Αρα, lima→∞ am({|f | > a}) = 0.

6. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 1] με fn(x) = xn − 2x2n+1
, n ∈ N ∪ {0}.

(i) Δείξτε ότι
∞∑
n=0

(∫
[0,1]

fn dm

)
6=
∫
[0,1]

( ∞∑
n=0

fn

)
dm .

(ii) Δείξτε ότι
∞∑
n=0

(∫
[0,1]

|fn| dm

)
=∞ .

Λύση.

(i) Επειδή ∫ 1

0

xn dx =

∫ 1

0

2x2n+1 dx =
1

n+ 1
,

η fn, n ∈ N ∪ {0}, είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [0, 1] με
∫
[0,1]

fn dm = 0. Επομένως,

∞∑
n=0

(∫
[0,1]

fn dm

)
= 0 .

Είναι
∑∞
n=0 fn(1) = −∞. Αν x ∈ [0, 1), χρησιμοποιώντας τη γεωμετρική σειρά έχουμε

∞∑
n=0

fn(x) =

∞∑
n=0

(xn − 2x2n+1)

=

∞∑
n=0

xn − 2x

∞∑
n=0

x2n

=
1

1− x
− 2x

1

1− x2
=

1

1 + x
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και κατά συνέπεια∫
[0,1]

( ∞∑
n=0

fn(x)

)
dm(x) =

∫
[0,1]

1

1 + x
dm(x) =

∫ 1

0

1

1 + x
dx = ln 2 .

΄Αρα,

∞∑
n=0

(∫
[0,1]

fn dm

)
= 0 6= ln 2 =

∫
[0,1]

( ∞∑
n=0

fn

)
dm .

(ii) Επειδή
∑∞
n=0

(∫
[0,1]

fn dm
)
6=
∫
[0,1]

(
∑∞
n=0 fn) dm, από το θεώρημα Beppo Levi έπεται ότι

∞∑
n=0

(∫
[0,1]

|fn| dm

)
=∞ .

Αυτό όμως αποδεικνύεται και χωρίς να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα Beppo Levi. Πράγματι, επειδή

fn(x) ≥ 0 για x ≤ 2−1/(n+1)
και fn(x) ≤ 0 για x ≥ 2−1/(n+1)

, είναι∫ 1

0

|fn(x)| dx =

∫ 2−1/(n+1)

0

(xn − 2x2n+1) dx+

∫ 1

2−1/(n+1)

(2x2n+1 − xn) dx

=
1

4(n+ 1)
+

1

4(n+ 1)
=

1

2(n+ 1)
.

΄Αρα,
∞∑
n=0

(∫
[0,1]

|fn| dm

)
=

1

2

∞∑
n=0

1

n+ 1
=∞ .

7. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση g : [0,∞) → R είναι συνεχής και περιοδική με περίοδο T > 0. Δείξτε ότι η

συνάρτηση f(t) := g(t)e−t είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [0,∞) και ότι∫ ∞
0

g(t)e−t dt =
1

1− e−T

∫ T

0

g(t)e−t dt .

Εφαρμογή. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
∫∞
0
e−x| sinx| dx.

Λύση. Επειδή g είναι συνεχής και περιοδική, η g θα είναι φραγμένη και κατά συνέπεια υπάρχει M τέτοιο

ώστε

0 ≤ g(t) ≤M , για κάθε t ∈ [0,∞) .

Επομένως, ∫ ∞
0

g(t)e−t dt ≤M
∫ ∞
0

e−t dt =M

Δηλαδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
0
f(t) dt συγκλίνει απόλυτα και από γνωστό θεώρημα η f είναι

Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [0,∞).
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Για κάθε N ∈ N είναι∫ NT

0

g(t)e−t dt =

N−1∑
n=0

∫ (n+1)T

nT

g(t)e−t dt

=

N−1∑
n=0

∫ T

0

g(x+ nT )e−(x+nT ) dx (αντικατάσταση t = x+ nT )

=

N−1∑
n=0

e−nT
∫ T

0

g(x+ nT )e−x dx

=
1− e−NT

1− e−T

∫ T

0

g(x)e−x dx .

και άρα ∫ ∞
0

g(t)e−t dt =
1

1− e−T

∫ T

0

g(t)e−t dt .

Εφαρμογή. Επειδή η y = | sinx| είναι συνεχής και π-περιοδική, από τον παραπάνω τύπο έχουμε∫ ∞
0

e−x| sinx| dx =
1

1− e−π

∫ π

0

e−x sinx dx .

Το ολοκλήρωμα
∫ π
0
e−x sinx dx υπολογίζεται εύκολα με παραγοντική ολοκλήρωση και είναι∫ π

0

e−x sinx dx =
1− e−π

2
.

΄Αρα, ∫ ∞
0

e−x| sinx| dx =
1

2
.

Παράδοση των ασκήσεων έως 9/4/2014
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