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Θ1. (αʹ) Να βρεθούν τα σημεία του C στα οποία η συνάρτηση f(z) = 2x− y2 + i(x2 + y2) είναι παραγωγίσιμη
και να υπολογιστεί η παράγωγος. (0,8 μον.)

(βʹ) ΄Εστω g : G → C, g = u + iv, αναλυτική συνάρτηση στο πεδίο G ⊆ C. Αν v(x, y) = 5u(x, y),
αποδείξτε ότι η g είναι σταθερή στο G. (0,7 μον.)

(γʹ) Θεωρούμε το χωρίο

Ω =
{
z ∈ C : 0 ≤ <z ≤ π

2
, =z ≤ 0

}
του z-επιπέδου. Να βρεθεί οι εικόνα του χωρίου Ω μέσω του μετασχηματισμού

w = sin z = sin(x+ iy) = sinx cosh y + i cosx sinh y .

(1 μον.)

Λύση.

(αʹ) Οι u = 2x− y2, v = x2 + y2 έχουν συνεχείς μερικές παραγώγους. Για να είναι η f παραγωγίσιμη θα
πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann. ΄Εχουμε{

ux = vy

uy = −vx

}
⇔

{
2 = 2y

−2y = −2x

}
⇔

{
x = 1

y = 1

}
.

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο z = 1 + i με f ′(1 + i) = ux(1, 1) + ivx(1, 1) = 2 + 2i.

(βʹ) Είναι v = 5u. Επειδή η g είναι αναλυτική στο G, πρέπει να ισχύουν οι εξισώσεις Cauchy–Riemann:{
ux = vy

uy = −vx

}
⇔

{
ux = 5uy

uy = −5ux

}
⇔

{
ux = 0

uy = 0

}
.

Τότε ux = uy = vx = vy = 0 και επομένως g′(z) = 0 για κάθε z ∈ G. ΄Αρα από γνωστή πρόταση η
g είναι σταθερή στο G.

(γʹ) Είναι w = u+ iv, όπου u = sinx cosh y και v = cosx sinh y.

(i) Αν x = 0 και y ≤ 0, τότε u = 0 και v ≤ 0.

(ii) Αν 0 ≤ x ≤ π/2 και y = 0, τότε 0 ≤ u ≤ 1 και v = 0.

(iii) Αν x = π/2 και y ≤ 0, τότε u ≥ 1 και v = 0.

Επομένως το σύνορο του χωρίου Ω απεικονίζεται στο θετικό πραγματικό ημιάξονα και στον αρνητικό
φανταστικό ημιάξονα.

(iv) Αν τώρα 0 ≤ x ≤ π/2, y = y0 με y0 < 0 είναι ένα οριζόντιο ευθ. τμήμα του χωρίου, τότε
u = sinx cosh y0, v = cosx sinh y0 και επομένως

u2

cosh2 y0
+

v2

sinh2 y0
= 1 , y0 < 0 . (τμήμα έλλειψης στο δ΄ τεταρτημόριο)

Καθώς το y0 μεταβάλλεται στο Ω, τα τμήματα των ελλείψεων θα καλύπτουν το δ΄ τεταρτημόριο. ΄Αρα
η εικόνα του χωρίου Ω μέσω του μετασχηματισμού w = sin z είναι το δ΄ τεταρτημόριο.
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Θ2. ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση.

(αʹ) Αν a ∈ C και R > 0, χρησιμοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους αποδείξτε
ότι

|f (n)(a)| ≤ n!

Rn
max{|f(z)| : |z − a| = R} .

(1 μον.)

(βʹ) Αν

|f(z)| ≤ |z|+ |z|2 , για κάθε z ∈ C , (∗)
αποδείξτε ότι

f(z) = a1z + a2z
2

με |a1| ≤ 1 και |a2| ≤ 1. (1,5 μον.)

Λύση.

(αʹ) Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουμε

f (n)(a) =
n!

2πi

‰
|z−a|=R

f(z)

(z − a)n+1
dz .

Αν K = max{|f(z)| : |z − a| = R}, τότε

|f (n)(a)| =

∣∣∣∣∣ n!

2πi

‰
|z−a|=R

f(z)

(z − a)n+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ n!

2π

‰
|z−a|=R

|f(z)|
|z − a|n+1

|dz|

≤ n!K

2πRn+1

‰
|z−a|=R

|dz|

=
n!K

2πRn+1
2πR =

n!K

Rn
.

(βʹ) Η f : C→ C είναι ακέραια συνάρτηση και επομένως

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn , για κάθε z ∈ C.

Αν M = max|z|=R |f(z)|, από την (∗) έχουμε

M ≤ R+R2

και από το (α΄)(ανισότητες Cauchy) για a = 0 και για κάθε n > 2 είναι

|an| =
∣∣f (n)(0)

∣∣
n!

≤ M

Rn
≤ R+R2

Rn
−−−−→
R→∞

0 .

Επομένως an = 0, για κάθε n > 2. ΄Αρα η f είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ 2, δηλαδή f(z) =
a0 + a1z + a2z

2
. Από την (∗) έχουμε f(0) = 0 οπότε a0 = 0 και κατά συνέπεια

f(z) = a1z + a2z
2 .

Είναι

|a1| = |f ′(0)| ≤ M

R
≤ R+R2

R
= 1 +R −−−→

R→0
1

και

|a2| =
∣∣f (2)(0)

∣∣
2!

≤ M

R2
≤ R+R2

R2
=

1

R
+ 1 −−−−→

R→∞
1 .
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Θ3. Διατυπώστε την ῾῾ αρχή μεγίστου᾿᾿ για ένα ανοικτό, συνεκτικό και φραγμένο υποσύνολο του C.
΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση στον κλειστό δίσκο D(0, 2) = {z ∈ C : |z| ≤ 2}. Αν f(±1) = f(±i) = 0,
αποδείξτε ότι

|f(0)| ≤ 1

15
max
|z|=2

|f(z)| . (1)

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f για τις οποίες ισχύει η ισότητα στην (1). (1,5 μον.)

Λύση. Αρχή μεγίστου: ΄Εστω G ανοικτό, συνεκτικό και φραγμένο υποσύνολο του C. Αν η συνάρτηση f
είναι συνεχής στο G, αναλυτική στο G και μη σταθερή, τότε η |f | παίρνει τη μέγιστη τιμή της στο σύνορο
∂G του G και μόνο εκεί.

Τα ±1,±i είναι ρίζες της f και επομένως

f(z) = (z − 1)(z + 1)(z − i)(z + i)g(z) = (z4 − 1)g(z) ,

όπου g αναλυτική συνάρτηση στο D(0, 2). Από την αρχή μεγίστου έχουμε

|g(0)| ≤ max
|z|=2

|g(z)|

και επομένως

|f(0)| = |g(0)| ≤ max
|z|=2

|g(z)| = max
|z|=2

|f(z)|
|z4 − 1|

≤ max
|z|=2

|f(z)|
|z|4 − 1

=
1

24 − 1
max
|z|=2

|f(z)| = 1

15
max
|z|=2

|f(z)| .

Η ισότητα στην (1) συνεπάγεται ότι |g(0)| = max|z|=2 |g(z)|. Τότε από την αρχή μεγίστου η g είναι
σταθερή στο D(0, 2), έστω g(z) = c και επομένως f(z) = c(z4 − 1). ΄Αρα όλες οι συναρτήσεις f για τις
οποίες ισχύει η ισότητα στην (1) είναι της μορφής f(z) = c(z4 − 1), όπου c ∈ C.

Θ4. (αʹ) Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f είναι φραγμένη και αναλυτική στο διάτρητο δίσκο ∆ : 0 < |z| < R.
Αν

f(z) =

∞∑
n=−∞

anz
n

είναι το ανάπτυγμα Laurent της f , χρησιμοποιώντας το θεώρημα Laurent στο διάτρητο δίσκο ∆
αποδείξτε ότι an = 0 για κάθε n < 0. Δηλαδή το 0 είναι επουσιώδες ανώμαλο σημείο της f .(1 μον.)

(βʹ) ΄Εστω

g(z) = e(z+1/z) .

Αν g(z) =
∑∞
n=−∞ cnz

n
είναι το ανάπτυγμα Laurent της g στο διάτρητο δίσκο 0 < |z| < ∞,

υπολογίστε το c0 και αποδείξτε ότι

ˆ 2π

0

e2 cos t dt = 2π

∞∑
n=0

1

(n!)2
.

(1,5 μον.)

Λύση.

(αʹ) Από το θεώρημα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz ,
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όπου |z| = r είναι ο κύκλος με κέντρο 0 και ακτίνα r, 0 < r < R. Αν |f(z)| ≤ M για κάθε z ∈ ∆,
τότε

|an| =
1

2π

∣∣∣∣∣
‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

‰
|z|=r

|f(z)|
|z|n+1

|dz|

≤ M

2πrn+1

‰
|z|=r

|dz|

=
M

2πrn+1
2πr =

M

rn
= Mr−n .

Επειδή για κάθε n ≤ −1⇔ −n ≥ 1, είναι

|an| ≤Mr−n −−−−→
r→0+

0 .

Επομένως an = 0 για n = −1,−2,−3, . . . και άρα το z0 είναι επουσιώδες ανώμαλο σημείο της f .

(βʹ) Το 0 είναι μεμονωμένο ανώμαλο σημείο της g(z) = ez · e1/z. Επειδή

ew =

∞∑
n=0

wn

n!
, για κάθε w ∈ C,

το ανάπτυγμα Laurent της g στο διάτρητο δίσκο: 0 < |z| <∞ είναι

g(z) =

(
1 +

z

1!
+
z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · ·

)
·
(

1 +
1

1!z
+

1

2!z2
+ · · ·+ 1

n!zn
+ · · ·

)
= · · ·+

(
1 +

1

(1!)2
+

1

(2!)2
+ · · ·+ 1

(n!)2
+ · · ·

)
+ · · ·

= · · ·+
∞∑
n=0

1

(n!)2
+ · · ·

και επομένως

c0 =

∞∑
n=0

1

(n!)2
.

΄Ομως από το θεώρημα Laurent

c0 =
1

2πi

‰
|z|=1

g(z)

z
dz =

1

2πi

‰
|z|=1

e(z+1/z)

z
dz .

Η εξίσωση του μοναδιαίου κύκλου είναι z = eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Επειδή dz = ieitdt, έχουμε

c0 =
1

2πi

ˆ 2π

0

e(e
it+e−it)

eit
ieit dt =

1

2π

ˆ 2π

0

e2 cos t dt

και άρα ˆ 2π

0

e2 cos t dt = 2π

∞∑
n=0

1

(n!)2
.
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Θ5. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
1

(z + 1)((z + 1)2 + 2)
.

Να βρεθεί το ανάπτυγμα(η σειρά) Laurent της f με κέντρο το z0 = −1 στο μεγαλύτερο δυνατό
δακτύλιο που περιέχει το σημείο 2i. (1 μον.)

(βʹ) Χρησιμοποιώντας μιγαδική ολοκλήρωση να υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα

ˆ ∞
−∞

cosx

x2 + 9
dx .

(1 μον.)

Λύση.

(αʹ) Τα ανώμαλα σημεία της f είναι: −1 και −1 ±
√

2i. Επομένως έχουμε τους δακτυλίους ∆1 : 0 <
|z + 1| <

√
2 και ∆2 : |z + 1| >

√
2. Το σημείο 2i ανήκει στο δακτύλιο ∆2. Χρησιμοποιώντας τη

γεωμετρική σειρά 1/(1 + w) =
∑∞
n=0(−1)nwn, |w| < 1, έχουμε

f(z) =
1

(z + 1)3
1

1 + 2/(z + 1)2

=
1

(z + 1)3

∞∑
n=0

(−1)n
(

2

(z + 1)2

)n
(|2/(z + 1)2| < 1⇔ |z + 1| >

√
2)

=

∞∑
n=0

(−1)n2n
1

(z + 1)2n+3
.

Ο μεγαλύτερος δακτύλιος στον οποίο το παραπάνω ανάπτυγμα Laurent της f ισχύει είναι ο ∆2 :
|z + 1| >

√
2.

(βʹ) Είναι ˆ ∞
−∞

cosx

x2 + 9
dx = <

(ˆ ∞
−∞

eix

x2 + 9
dx

)
.

Τα σημεία ±3i είναι απλοί πόλοι της f(z) = eiz

z2+9 . Το 3i βρίσκεται στο άνω ημιεπίπεδο και είναι

Res

(
eiz

z2 + 9
, 3i

)
= lim
z→3i

(z − 3i)
eiz

(z − 3i)(z + 3i)
=
e−3

6i
.

Ολοκληρώνουμε τη συνάρτηση f πάνω στην τμηματικά λεία καμπύλη που αποτελείται από το ημικύκλιο
του άνω ημιεπιπέδου γR, με εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραμμο τμήμα [−R,R].
Παίρνουμε το R αρκετά μεγάλο έτσι ώστε το ανώμαλο σημείο z = 3i της f να βρίσκεται στο εσωτερικό
του ημικύκλιου γR. Από το θεώρημα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουμε

ˆ R

−R

eix

x2 + 9
dx+

ˆ
γR

eiz

z2 + 9
dz = 2πiRes

(
eiz

z2 + 9
, 3i

)
=
π

3
e−3 .

΄Ομως από το λήμμα του Jordan είναι

lim
R→∞

ˆ
γR

eiz

z2 + 9
dz = 0

και επομένως ˆ ∞
−∞

eix

x2 + 9
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

eix

x2 + 9
dx =

π

3
e−3 .
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΄Αρα, ˆ ∞
−∞

cosx

x2 + 9
dx = <

(ˆ ∞
−∞

eix

x2 + 9
dx

)
=
π

3
e−3 .

Συμβολισμός : <z = Re z, =z = Im z
Σημείωση : Αν το z0 ∈ C είναι πόλος τάξης k ∈ N της συνάρτησης f , το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της f στο
z0 δίνεται από τον τύπο

Res (f, z0) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

[
(z − z0)kf(z)

](k−1)
.

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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