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1ο Πρόβλημα (Λογιστική εξίσωση)  
 
Ο πληθυσμός  της πόλης της Νέας Υόρκης, αν δεν συμπεριλάβουμε την 
υψηλή μετανάστευση καθώς και τις ανθρωποκτονίες,  ικανοποιεί τη λογιστική 

εξίσωση       
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α) Τροποποιείστε την εξίσωση έτσι ώστε να συμπεριλάβετε το γεγονός ότι 9000 
άνθρωποι ανά χρόνο εγκαταλείπουν την πόλη και 1000 άνθρωποι ανά χρόνο 
δολοφονούνται (τα δεδομένα αφορούν την περίοδο πριν το 2000).  
 
β) Θεωρώντας ότι ο πληθυσμός της Νέας Υόρκης ήταν περίπου 8.000.000 το 1970 να 
βρείτε τον πληθυσμό   για κάθε  .  Τι συμβαίνει όταν ; ( )q t 1970t > 1t >>
 
γ) Συγκρίνετε τα αποτελέσματα της εξίσωσης που προκύπτει στην ερώτηση α) με 
αυτά της λογιστικής εξίσωσης  (1)  για . 1t >>
 
δ) Να εξετάσετε επίσης την εξίσωση διαστατικά (να δώσετε τις μονάδες των 
σταθερών, ).  61/ 25, 1/ 25 10r l= = ⋅
 
 
2ο Πρόβλημα (Πληθυσμιακό Πρότυπο) 
 
Μελετάμε τον πληθυσμό των φαλαινών σε κάποια θαλάσσια περιοχή. Γνωρίζουμε ότι 
αυτή η θαλάσσια περιοχή δεν μπορεί να θρέψει περισσότερες από K  το πλήθος 
φάλαινες, ενώ αν ο αριθμός των φαλαινών είναι κατώτερος του R , τότε οι φάλαινες 
οδηγούνται σε εξαφάνιση.  

α) Σχολιάστε το μαθηματικό πρότυπο:  0( ) ( ) , (0)d q m K q q R q q
d t

= − − =    (1) , 

όπου  ο πληθυσμός των φαλαινών και . ( )q q t= , 0t m >
 
β) Να σχεδιάσετε τα διαγράμματα με άξονες  ,q q′  και άξονες  αν (i)  , ,q t 0q R<
(ii)  0R q K< < , (iii) , (iv) 0q K> 0q K=  και  (v)  0q R= . 
 
γ) Να λυθεί το πρόβλημα  (1) . 
 
δ) Προτείνετε τρόπο προσδιορισμού των όταν αυτά (ένα ή και όλα) είναι 
άγνωστα.  

, ,m R K
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ε) Αν το μαθηματικό πρότυπο (1) προσεγγίζει τον πραγματικό αριθμό των φαλαινών, 
περιγράψτε μία πολιτική αλιείας των φαλαινών.  
 
3ο Πρόβλημα (Πληθυσμιακό Πρότυπο, Ανταγωνιστικά είδη) 
 
Θεωρούμε δύο είδη ενός οικοσυστήματος τα οποία ανταγωνίζονται για την ίδια, 
περιορισμένη σε ποσότητα, τροφή. Έστω ( )q q t=    και  ( )p p t=   ο αριθμός των δύο 
ειδών, όπου  ικανοποιούν την ίδια λογιστική εξίσωση (χωρίς να συμπεριλάβουμε 
τον ανταγωνισμό των ειδών). Να κατασκευασθεί ένα μαθηματικό πρότυπο που να 
συμπεριλαμβάνει τον ανταγωνισμό των ειδών (ο ανταγωνισμός μειώνει τον αριθμό 
των ειδών και είναι ανάλογος του γινομένου των   με σταθερές αναλογίας   
και , αντίστοιχα). Να μελετηθεί (ποιοτικά) το πρόβλημα όταν  (τι 
σημαίνει  σε σχέση με τα είδη), να σκιαγραφηθεί (σχεδιαστεί) το επίπεδο 
φάσεως. 
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4ο Πρόβλημα (Πληθυσμιακό Πρότυπο, Θηρευτής-Θήραμα) 
 
Ένα σύστημα θηρευτή-θηράματος ενός είδους φάλαινας (Φ) και ενός ανταρκτικού 
μικρού ψαριού (Ψ) έχει τα εξής χαρακτηριστικά. (α) Δεν υπάρχει περιορισμός στην 
αύξηση τους ούτε άλλοι ανταγωνιστές. (β) Υπάρχει περιορισμός αλλά δεν υπάρχουν 
άλλοι ανταγωνιστές. (γ) Οι Φ  μειώνονται (εξαφανίζονται) με ρυθμό ανάλογο του 
πληθυσμού τους και αυξάνουν ανάλογα με τον αριθμό των συναντήσεων (Φ×Ψ). (δ) 
Επιπλέον τα Ψ αυξάνονται ανάλογα του πληθυσμού τους και μειώνονται ανάλογα με 
τον αριθμό των συναντήσεων (Φ×Ψ). Βρείτε το σύστημα που περιγράφει τους 
ρυθμούς μεταβολής ( )x x tΦ= = και ( )y y tΨ= = και στη συνέχεια την 

. Κάνετε ποιοτική μελέτη (περιοδικό φαινόμενο, κλπ). ( )y y x=
 
 
5ο Πρόβλημα (Διεξαγωγή μάχης) 
 
Έστω  ότι το Χ παριστάνει μία  ομάδα ανταρτών και  Υ  μία ομάδα του συμβατικού 
στρατού. Η μάχη μεταξύ των δυνάμεων Χ και Υ μπορεί να περιγραφεί από ένα  
μαθηματικό μοντέλο τύπου-Lanchestr , δηλαδή από ένα αυτόνομο σύστημα της 
μορφής: 

                   

dx g x y
dt
dy b x
dt

⎫= − ⎪⎪
⎬
⎪= −
⎪⎭

, 

όπου ( ), ( )x x t y y t= =  παριστάνουν τις δυνάμεις των ανταρτών και του συμβατικού 
στρατού τη χρονική στιγμή t  αντίστοιχα. 
α)   Ποιες υποθέσεις πρέπει να γίνουν και ποιες σχέσεις πρέπει να ληφθούν υπόψη 
έτσι ώστε να δικαιολογηθεί το παραπάνω μοντέλο; Είναι το παραπάνω μοντέλο 
«λογικό»; 
 β)  Αποδείξτε ότι τα  ( ), ( )x x t y y t= =  συνδέονται  μεταξύ τους με τον παραβολικό 
νόμο   όπου  2 2g y b x M= + 2

0 02M g y b x= − ,   0 0(0), (0)x x y y= = . 
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 γ)   Ποια συνθήκη πρέπει να  ικανοποιούν οι αρχικές συγκεντρώσεις δυνάμεων  
0x  και 0y  έτσι ώστε στο τέλος να επικρατήσει ο συμβατικός στρατός Υ; Αν τελικώς 

δεν επικρατήσει ο συμβατικός στρατός Υ πόσοι επιζώντες θα υπάρξουν; 
 
6ο Πρόβλημα (Εκτόξευση Δορυφόρου) 
 
Η πτήση των πυραύλων βασίζεται στην εξής αρχή. Ο πύραυλος, κατά τη διάρκεια της 
πτήσης του, χάνει συνεχώς μάζα υπό μορφή εκτοξευμένων αερίων, γεγονός που τον 
αναγκάζει να κινείται κατά την αντίθετη κατεύθυνση . Αν θεωρήσουμε πύραυλο 
μάζας  κινούμενο με ταχύτητα   ο οποίος σε μικρό χρονικό διάστημα  χάνει 
μία μικρή ποσότητα μάζας, έστω 

m v tΔ

pmΔ , λόγω των εκτοξευμένων αερίων τα οποία  
κινούνται με ταχύτητα , τότε στο τέλος του χρονικού διαστήματος  η ταχύτητα 
του πυραύλου θα είναι . Εφαρμόζοντας το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα, 
παίρνουμε ότι η ολική δύναμη που ασκείται στον πύραυλο είναι: 

u tΔ
v + Δ v

( ) pd md vF m u v
d t d t

= − + . 

Η εκτόξευση ενός δορυφόρου σε μία τροχιά γύρω από τη Γη γίνεται με τη βοήθεια 
ενός πυραύλου. Κατά  την εκτόξευση των δορυφόρων μας ενδιαφέρει να 
προσδιορίσουμε τη μέγιστη ταχύτητα που πρέπει να έχει ο πύραυλος έτσι ώστε ο 
δορυφόρος να παραμείνει σε τροχιά γύρω από τη Γη. 
 
α) Ας υποθέσουμε ότι η μάζα του πυραύλου είναι    και η ταχύτητά του . Έστω 
ότι σ’ ένα μικρό χρονικό διάστημα 

m v
tΔ  ο πύραυλος χάνει μία μικρή ποσότητα μάζας 

, η οποία αφήνει τον πύραυλο με μία ταχύτητα  u   με αντίθετη κατεύθυνση από 
αυτή της κίνησης. Τότε η τελική ταχύτητα του συστήματος πυραύλου-δορυφόρου θα 
είναι v v . 

pmΔ

+ Δ
Υποθέτοντας τώρα ότι όλες οι εξωτερικές δυνάμεις που ασκούνται στο σύστημα 
πύραυλος-δορυφόρος είναι μηδενικές, να αποδειχθεί ότι η ταχύτητα του συστήματος  
ικανοποιεί την εξίσωση 

    d v c d m
d t m d t

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

όπου c u  είναι η ταχύτητα των εκτοξευμένων αερίων σε σχέση με τον πύραυλο v= +
(σχετική ταχύτητα εξώθησης). 
 
β) Θεωρούμε ότι αρχικά για χρόνο 0t =  η ταχύτητα του συστήματος πυραύλου-
δορυφόρου είναι  και η μάζα του ίση με 0v = m M P= + , όπου  είναι η μάζα του 
δορυφόρου και 

P
(1 ) (0 1)M M Mε ε ε= + − < <  είναι η μάζα των αρχικών καυσίμων  

Mε συν τη μάζα (1 )Mε−  του πυραύλου. Να λυθεί η εξίσωση του ερωτήματος α) και 
να αποδειχθεί ότι η ταχύτητα του συστήματος δίνεται από τη σχέση:  

    ln mv c
M P

= −
+

. 

 
γ) Να δειχθεί ότι όταν όλα τα καύσιμα θα έχουν καεί η ταχύτητα του συστήματος 
πυραύλου-δορυφόρου θα είναι ίση με: 

    ln 1
1fv c ε

β
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟+⎝ ⎠
, 
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όπου /P Mβ =  είναι το πηλίκο της μάζας του δορυφόρου προς τη μάζα του 
πυραύλου. 
 
δ) Να βρεθεί η ταχύτητα fv  όταν 3 / sec, 0.8, 1/100c km ε και β= = = . 
 
ε) Ας υποθέσουμε ότι σχεδιάζεται να εκτοξευθεί δορυφόρος σε κυκλική τροχιά και σε 
ύψος πάνω από την επιφάνεια της Γης. Έστω επιπλέον ότι η βαρυτική έλξη  
δίνεται από το νόμο των αντίστροφων τετραγώνων του Νεύτωνα 

h km

    
( )2

e

e

mM
h R
γ
+

, 

όπου γ  είναι η παγκόσμια σταθερά της βαρύτητας,  η μάζα του δορυφόρου, m eM  η 
μάζα της Γης και eR  η ακτίνα της Γης. Αν η δύναμη αυτή εξισορροπείται από την 

κεντρομόλο δύναμη 
( )

2

2
e

mv
h R+

, όπου  είναι η ταχύτητα του δορυφόρου, ποια πρέπει 

να είναι η ταχύτητα εκτόξευσης του συστήματος πυραύλου-δορυφόρου έτσι ώστε ο 
δορυφόρος να αποκτήσει τελικώς κυκλική τροχιά σε ύψος 100 km γύρω από την 
επιφάνεια της Γης; Λαμβάνοντας υπόψη σας τους υπολογισμούς του ερωτήματος δ) 
μπορεί ένας πύραυλος να εκτοξεύσει έναν δορυφόρο σε μία κυκλική τροχιά τέτοιου 
ύψους από την επιφάνεια της Γης; 

v

 
 
7ο Πρόβλημα (Ραδιενέργεια – Εκθετική Mείωση)  
 
Ο φημισμένος πίνακας «Disciples at Emmaus”, πιστοποιήθηκε από τον ιστορικό 
τέχνης A. Bredius  ως αυθεντικός πίνακας του 17ου αιώνα ζωγραφισμένος από τον 
Vermeer. Έτσι αγοράστηκε από το σύλλογο με το όνομα «Rembrandt». To 1945, ο 
παραχαράκτης έργων τέχνης Van Meegeran, ανακοίνωσε μέσα από μία φυλακή του 
Βελγίου ότι αυτός ήταν ο ζωγράφος του πίνακα (αυτό μάλλον το έκανε για να 
αποφύγει τυχόν τιμωρία, γιατί είχε ήδη πουλήσει, ως αυθεντικό πίνακα του Vermeer 
έναν άλλο πίνακα, στους Ναζί κατά τη διάρκεια του 2ου παγκοσμίου πολέμου). Να 
δώσετε κριτήρια για την αυθεντικότητα του πίνακα αν γνωρίζετε ότι:  
 
α) Μία χρωστική ουσία στη ζωγραφική είναι ο λευκός μόλυβδος ο οποίος περιέχει 
ραδιενεργό ισότοπο του μολύβδου, Pb210.  Ο λευκός μόλυβδος κατασκευάζεται από 
μεταλλεύματα τα οποία μεταξύ των άλλων περιέχουν και ραδιενεργό Ράδιο, Ra226, το 
οποίο διασπάται σε Pb210 . O χρόνος υποδιπλασιασμού του Ra226 είναι 1620 χρόνια, 
ενώ του Ρb210  είναι 22 χρόνια.  
 
β) Η ποσότητα  του Ra226       που διασπάται σε Ρb210  είναι ίση με την ποσότητα Ρb210   

που διασπάται σε άλλα στοιχεία, δηλ. έχουμε «ραδιενεργό ισορροπία».  
 
γ) Η ποσότητα του Ra226 παραμένει περίπου σταθερά σε διάστημα 300 χρόνων.  
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