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1. ΄Εστω r(t) =
(
t, t2, (2/3)t3

)
καμπύλη του R3

. Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που είναι κάθετο της

καμπύλης στο σημείο r(1)(το επίπεδο είναι κάθετο στο εφαπτόμενο διάνυσμα r′(1) της καμπύλης).

Λύση. Επειδή r′(t) =
(
1, 2t, 2t2

)
), είναι r′(1) = (1, 2, 2). Επομένως, η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται

από το r(1) = (1, 1, (2/3)) και είναι κάθετο στο διάνυσμα r′(1) = (1, 2, 2) είναι(
x− 1, y − 1, z − 2

3

)
· (1, 2, 2) = 0⇔ (x− 1) + 2 (y − 1) + 2

(
z − 2

3

)
= 0⇔ 3x+ 6y + 6z = 13 .

2. Δίνεται η καμπύλη r(t) = (et cos t, et sin t) του επιπέδου. Αποδείξτε ότι το διάνυσμα ταχύτητας r′(t) σχη-

ματίζει γωνία π/4 με το διάνυσμα θέσης r(t).

Λύση. Είναι

r′(t) =
(
et cos t− et sin t, et sin t+ et cos t

)
και επομένως το συνημίτονο της γωνίας θ του διανύσματος ταχύτητας με το διάνυσμα θέσης θα είναι

cos θ =
r(t) · r′(t)

||r(t)||2||r′(t)||2

=
et cos t (et cos t− et sin t) + et sin t (et sin t+ et cos t)√

(et cos t)
2

+ (et sin t)
2 ·
√

(et cos t− et sin t)
2

+ (et sin t+ et cos t)
2

=
e2t

et
√

2e2t
=

1√
2
.

΄Αρα, θ = π/4.

3. ΄Εστω a = (a1, . . . , an) ένα μη μηδενικό διάνυσμα του Rn
και έστω r(t) = (x1 (t) , . . . , xn (t)) , t ∈ [α, β],

μία καμπύλη του Rn
η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και τέτοια ώστε

r(t) · a = t , για κάθε t ∈ [α, β].

Υποθέτουμε επίσης ότι η γωνία που σχηματίζει το r′(t) με το a είναι σταθερή. Αποδείξτε ότι τα διανύσματα

r′(t) και r′′(t) είναι κάθετα μεταξύ τους.

Λύση. Παραγωγίζοντας την ισότητα r(t) · a = t⇔ x1 (t) a1 + · · ·+ xn (t) an = t παίρνουμε ότι

x′1 (t) a1 + · · ·+ x′n (t) an = 1⇔ r′(t) · a = 1 , για κάθε t ∈ [α, β].

Επειδή η γωνία που σχηματίζει το r′(t) με το a είναι σταθερή, έχουμε ότι

‖r′(t)‖2‖a‖2 = σταθερό , για κάθε t ∈ [α, β].

Επομένως,

‖r′(t)‖22 = c⇔ x′1 (t)
2

+ · · ·+ x′n (t)
2

= c , για κάθε t ∈ [α, β].

Παραγωγίζοντας την τελευταία ταυτότητα ως προς t παίρνουμε

2x′1 (t)x′′1 (t) + · · ·+ 2x′n (t)x′′n (t) = 0⇔ r′(t) · r′′(t) = 0 , για κάθε t ∈ [α, β].

΄Αρα, τα διανύσματα r′(t) και r′′(t) είναι κάθετα μεταξύ τους.
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4. ΄Εστω r(t) = (x1 (t) , . . . , xn (t)), t ∈ [a, b], μία διαφορίσιμη καμπύλη του Rn
και έστω P σταθερό σημείο του

Rn
εκτός της καμπύλης.

(αʹ) Να βρεθεί η απόσταση του P από το τυχαίο σημείο r(t) της καμπύλης.

(βʹ) Υποθέτουμε ότι η απόσταση του P από το σημείο r(t0) της καμπύλης, για κάποιο t0 ∈ (a, b), γίνεται
ελάχιστη. Να αποδειχθεί ότι το διάνυσμα P− r(t0) είναι κάθετο στην καμπύλη στο σημείο r(t0).

Λύση.

(αʹ) Η απόσταση του P από το τυχαίο σημείο r(t) της καμπύλης είναι ‖P− r(t)‖2.
(βʹ) Αν κάποιο t0 ∈ (a, b) ελαχιστοποιεί την παραπάνω απόσταση θα ελαχιστοποιεί και το τετράγωνό της,

δηλαδή τη (διαφορίσιμη) συνάρτηση

f(t) = ‖P− r(t)‖22 = (P− r(t)) · (P− r(t)) = ‖P‖22 − 2P · r(t) + ‖r(t)‖22 .

Θα πρέπει να είναι f ′(t0) = 0 και επομένως

−2P · r′(t0) + 2r(t0) · r′(t0) = 0⇔ (P− r(t0)) · r′(t0) = 0 .

΄Αρα, το διάνυσμα P− r(t0) είναι κάθετο στην καμπύλη στο σημείο r(t0).

5. Υποθέτουμε ότι η λεία καμπύλη r(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b], βρίσκεται πάνω στην επιφάνεια z2 =
1 + x2 + y2(δίχωνο υπερβολοειδές). Αποδείξτε ότι

2z(t)z′(t) = r(t) · r′(t) .

Λύση. Επειδή η καμπύλη βρίσκεται πάνω στην επιφάνεια, έχουμε

z2(t) = 1 + x2(t) + y2(t) , για κάθε t ∈ [a, b].

Παραγωγίζοντας παίρνουμε

2z(t)z′(t) = 2x(t)x′(t) + 2y(t)y′(t)⇔ 2z(t)z′(t) = x(t)x′(t) + y(t)y′(t) + z(t)z′(t) .

Επομένως,

r(t) · r′(t) = (x(t), y(t), z(t)) · (x′(t), y′(t), z′(t))
= x(t)x′(t) + y(t)y′(t) + z(t)z′(t) = 2z(t)z′(t) .

6. ΄Εστω η συνάρτηση f (x, y) = ln
√
x2 + y2 στο R2 \ {(0, 0)}. Να αποδειχθεί ότι η f ικανοποιεί την εξίσωση

Laplace στο R2 \ {(0, 0)}, δηλαδή
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0 .

Λύση. Στο R2 \{(0, 0)} η f (x, y) = ln
√
x2 + y2 = 1

2 ln
(
x2 + y2

)
έχει συνεχείς μερικές παραγώγους κάθε

τάξης και

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
=

y2 − x2

(x2 + y2)
2 +

x2 − y2

(x2 + y2)
2 = 0 .
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7. Η διαφορική εξίσωση wt = c2wxx, όπου c σταθερά, καλείται μονοδιάστατη εξίσωση θερμότητας. Να βρεθούν

όλες οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης της μορφής: w = ert sinπx (δηλαδή να υπολογιστεί το r ∈ R).

Λύση. Αν w = ert sinπx, τότε

wt = rert sinπx, wx = πert cosπx και wxx = −π2ert sinπx.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση έχουμε

rert sinπx = −c2π2ert sinπx .

Επομένως, r = −c2π2
.

8. Δίνεται η συνάρτηση f : R2 → R με f(x, y) = 4x3y2 + 2y.

(αʹ) Να βρεθεί εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου της επιφάνειας z = f(x, y) στο σημείο (1, −2, 12).

(βʹ) Να βρεθεί το διαφορικό df (x, y) (h, k) και στη συνέχεια να υπολογιστεί κατά προσέγγιση η τιμή της

f (1.1,−1.9).

Λύση.

(αʹ) Η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου στο σημείο (1, −2, 12) είναι

z = f(1,−2) + fx(1,−2)(x− 1) + fy(1,−2)(y + 2) .

Επειδή fx(x, y) = 12x2y2 και fy(x, y) = 8x3y+2, είναι fx(1,−2) = 48 και fy(1,−2) = −14. Επομένως,

η ζητούμενη εξίσωση είναι

z = 12 + 48(x− 1)− 14(y + 2)⇔ 48x− 14y − z = 64 .

(βʹ) Είναι

df (1,−2) (0.1, 0.1) = fx (1,−2) 0.1 + fy (1,−2) 0.1 = 3.4

και επομένως

f (1.1,−1.9) ≈ f (1,−2) + df (1,−2) (0.1, 0.1) = 12 + 3.4 = 15.4 .

9. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x, y) =

{
xy2

x2+y4 αν (x, y) 6= (0, 0) ,

0 αν (x, y) = (0, 0) .

Υπάρχουν οι παράγωγοι κατά κατεύθυνση της f στο (0, 0); Είναι η f συνεχής;

Λύση. ΄Εστω u = (u1, u2) τυχαίο μοναδιαίο διάνυσμα του επιπέδου. Τότε

∂f

∂u
(0, 0) = lim

t→0

f (tu1, tu2)− f (0, 0)

t

= lim
t→0

t3u1u
2
2/t

2
(
u21 + t2u42

)
t

= lim
t→0

u1u
2
2

u21 + t2u42

=

{
u2
2

u1
αν u1 6= 0 ,

0 αν u1 = 0 .
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Δηλαδή η
∂f
∂u (0, 0) υπάρχει σε κάθε κατεύθυνση u = (u1, u2).

Η f δεν είναι συνεχής στο (0, 0). Πράγματι, κατά μήκος της παραβολής x = λy2, y 6= 0, έχουμε ότι

f
(
λy2, y

)
=

λ

λ2 + 1

που προφανώς εξαρτάται από το λ. ΄Αρα δεν υπάρχει το όριο lim(x,y)→(0,0) f (x, y) και κατά συνέπεια η f δεν

είναι συνεχής στο (0, 0)

10. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x, y, z) =

{
x3+2y3−z3

x2+y2+z2 αν (x, y, z) 6= (0, 0, 0) ,

0 αν (x, y, z) = (0, 0, 0) .

Να υπολογιστεί η παράγωγος της f στο (0, 0, 0) κατά την κατεύθυνση του διανύσματος v = i+ 2j+ 2k. Αν

u = v
‖v‖2 , είναι

∂f

∂u
(0, 0, 0) = ∇f (0, 0, 0) · u ;

Λύση. Είναι ‖v‖2 =
√

12 + 22 + 22 = 3 και επομένως το μοναδιαίο διάνυσμα

u =
v

‖v‖2
=

1

3
i +

2

3
j +

2

3
k .

Τότε,

∂f

∂u
(0, 0, 0) = lim

t→0

f (tu1, tu2, tu3)− f (0, 0, 0)

t

= lim
t→0

f (t/3, 2t/3, 2t/3)

t

= lim
t→0

t3 (1/27 + 16/27− 8/27)

t3 (1/9 + 4/9 + 4/9)
=

1

3
.

Είναι

∂f

∂x
(0, 0, 0) = lim

x→0

f (x, 0, 0)− f (0, 0, 0)

x− 0
= lim

x→0

x3/x2

x
= 1

και παρόμοια

∂f

∂y
(0, 0, 0) = 2 ,

∂f

∂z
(0, 0, 0) = −1 .

Επομένως,

∇f (0, 0, 0) · u = (1, 2,−1) ·
(

1

3
,

2

3
,

2

3

)
=

1

3
+

4

3
− 2

3
= 1 .

΄Αρα,

∂f

∂u
(0, 0, 0) =

1

3
6= 1 = ∇f (0, 0, 0) · u .

Σημείωση. Συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση f δεν είναι διαφορίσιμη στο σημείο (0, 0, 0). Αν η συνάρτηση f
ήταν διαφορίσιμη στο σημείο (0, 0, 0), τότε (από τη θεωρία) θα έπρεπε να ισχύει

∂f

∂u
(0, 0, 0) = ∇f (0, 0, 0) · u .
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11. Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης w = xz2 + 2yz στο σημείο M (1, 0, 2) του κύκλου

(x− 1)
2

+ (y + 1)
2
, z = 2 ,

κατά μήκος του κύκλου(δηλαδή κατά την κατεύθυνση της εφαπτομένης του κύκλου στο σημείο M).

Λύση. Η διανυσματική παραμετρική εξίσωση του κύκλου είναι

r (t) = (1 + cos t) i + (−1 + sin t) j + 2k , 0 ≤ t < 2π .

Επειδή r′ (t) = − sin t i + cos t j, το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα του κύκλου στο σημείο M = r (π/2) =
(1, 0, 2) είναι

u = r′
(π

2

)
= −i .

Επίσης wx = z2, wy = 2z και wz = 2xz + 2y οπότε wx (1, 0, 2) = wy (1, 0, 2) = wz (1, 0, 2) = 4. Επομένως,

επειδή η συνάρτηση w = xz2 + 2yz είναι διαφορίσιμη στο σημείο M (1, 0, 2) έχουμε

∂w

∂u
(1, 0, 2) = ∇w (0, 0, 0) · u = (4, 4, 4) · (−1, 0, 0) = −4 .

12. ΄Ενα έντομο βρίσκεται μέσα σε τοξικό περιβάλλον. Ο βαθμός τοξικότητας, στο σημείο (x, y), δίνεται από τη

συνάρτηση

T (x, y) = 2x2 − 4y2 .

Το έντομο βρίσκεται στο σημείο (−1, 2). Σε ποιά κατεύθυνση πρέπει να κινηθεί για να βρεθεί το ταχύτερο

δυνατόν σε περιοχή χαμηλότερης τοξικότητας ;

Λύση. Για κάθε (x, y) ∈ R2
έχουμε

∇T (x, y) =

(
∂T

∂x
,
∂T

∂y

)
= (4x,−8y) .

Το έντομο θα πρέπει να κινηθεί στην κατεύθυνση του διανύσματος

−∇T (−1, 2) = (4, 16) .

13. Υποθέτουμε ότι η διαφορίσιμη συνάρτηση u = u(x, t) ικανοποιεί τη μερική διαφορική εξίσωση ut + uux = 0
και ότι για τη συνάρτηση x = x(t) ισχύει

dx

dt
= u(x, t) .

Αποδείξτε ότι η συνάρτηση u = u(x(t), t) είναι σταθερή.

Λύση. Παραγωγίζουμε τη u = u(x(t), t) ως προς t και από τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε

d

dt
u(x(t), t) =

∂u

∂x

dx

dt
+
∂u

∂t

dt

dt
= uxu+ ut = 0 . (από την υπόθεση ut + uux = 0)

΄Αρα, η συνάρτηση u = u(x(t), t) είναι σταθερή.
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14. ΄Εστω z = f(u, v) διαφορίσιμη συνάρτηση στο R2
και

g(x, y) := f(x− y, y − x) .

Να υπολογιστούν οι μερικές παραγώγους gx(1, 1) και gy(1, 1), αν είναι γνωστό ότι fu(0, 0) = 2 και fv(0, 0) =
1.

Λύση. Αν u = x − y και v = y − x, τότε ux = 1, uy = −1, vx = −1 και vy = 1. Επομένως, από τον

κανόνα αλυσίδας

gx = fuux + fvvx = fu − fv .

Επειδή για x = 1 και y = 1 είναι u = v = 0, έχουμε

gx(1, 1) = fu(0, 0)− fv(0, 0) = 2− 1 = 1 .

Παρόμοια,

gy(1, 1) = −fu(0, 0) + fv(0, 0) = −2 + 1 = −1 .

15. Θεωρούμε τη συνάρτηση

F (x, y, z) := x2f
(y
x
,
z

x

)
, x 6= 0 ,

όπου η συνάρτηση w = f(u, v) είναι διαφορίσιμη. Αποδείξτε ότι

xFx + yFy + zFz = 2F .

Λύση. 1ος τρόπος. Αν u = y/x και v = z/x, τότε ux = −y/x2, uy = 1/x, vx = −z/x2 και vz = 1/x.
Χρησιμοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας έχουμε

Fx = 2xf + x2fuux + x2fvvx = 2xf − yfu − zfv
Fy = x2fuuy + x2fvvy = xfu

Fz = x2fuuz + x2fvvz = xfv

.

Επομένως,

xFx + yFy + zFz = x (2xf − yfu − zfv) + xyfu + xzfv = 2x2f = 2F .

2ος τρόπος. Είναι

F (tx, ty, tz) = t2x2f

(
ty

tx
,
tz

tx

)
= t2F (x, y, z) , για κάθε t 6= 0.

Δηλαδή η διαφορίσιμη συνάρτηση F είναι ομογενής βαθμού 2. Επομένως, από γνωστή ταυτότητα(θεώρημα

του Euler)
xFx + yFy + zFz = 2F .

16. ΄Εστω w = f (x, y), όπου x = u+ v, y = u− v και η συνάρτηση f είναι κλάσης C2
στο R2

. Αποδείξτε ότι

∂2w

∂u∂v
=
∂2f

∂x2
− ∂2f

∂y2
.

Λύση. Είναι

w = f (x, y) = f (x(u, v), y(u, v)) .
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Τότε,

∂w

∂v
=
∂f

∂x

∂x

∂v
+
∂f

∂y

∂y

∂v
=
∂f

∂x
− ∂f

∂y

και επομένως

∂2w

∂u∂v
=

∂

∂u

(
∂w

∂v

)
=

∂

∂u

(
∂f

∂x
− ∂f

∂y

)
=

∂

∂x

(
∂f

∂x
− ∂f

∂y

)
∂x

∂u
+

∂

∂y

(
∂f

∂x
− ∂f

∂y

)
∂y

∂u

=
∂2f

∂x2
− ∂2f

∂x∂y
+

∂2f

∂y∂x
− ∂2f

∂x2

=
∂2f

∂x2
− ∂2f

∂y2
.

17. Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f : R2 → R κλάσης C1
στο R2

, τέτοιες ώστε

2
∂f

∂x
(x, y) + 3

∂f

∂y
(x, y) = xy , για κάθε (x, y) ∈ R2. (1)

Χρησιμοποιείστε την αντικατάσταση u = x, v = 3x− 2y.

Λύση. Είναι {
u = x

v = 3x− 2y

}
⇔

x = u

y =
3u− v

2

 .

Επειδή

f (x, y) = f (x(u, v), y(u, v)) = g (u, v) = g (u(x, y), v(x, y)) ,

από τον κανόνα αλυσίδας έχουμε

∂f

∂x
=
∂g

∂u

∂u

∂x
+
∂g

∂v

∂v

∂x
=
∂g

∂u
+ 3

∂g

∂v

και
∂f

∂y
=
∂g

∂u

∂u

∂y
+
∂g

∂v

∂v

∂y
= −2

∂g

∂v
.

Τότε, η (1) παίρνει τη μορφή

2
∂g

∂u
= u

3u− v
2

⇔ ∂g

∂u
=

3

4
u2 − 1

4
uv .

Επομένως

g (u, v) =
1

4
u3 − 1

8
u2v + C (v) ,

όπου η συνάρτηση C : R→ R είναι κλάσης C1
στο R. ΄Αρα, όλες οι συναρτήσεις f που ικανοποιούν την (1)

είναι

f (x, y) =
1

4
x3 − 1

8
x2 (3x− 2y) + C (3x− 2y) = −1

8
x3 +

1

4
x2y + C (3x− 2y) ,

όπου η συνάρτηση C : R→ R είναι κλάσης C1
στο R.
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18. ΄Εστω η συνάρτηση f : U → R, U =
{

(x, y) ∈ R2 : x 6= 0
}
, με f (x, y) = ϕ (y/x), όπου η ϕ : R → R είναι

κλάσης C2
. Αν

∂2f

∂x2
(x, y)− ∂2f

∂y2
(x, y) =

y

x3
, για κάθε (x, y) ∈ U, (2)

να αποδειχθεί ότι η ϕ ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση(
t2 − 1

)
ϕ′′(t) + 2tϕ′(t) = t , ∀t ∈ R .

Σημείωση. Η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι: ϕ(t) = t/2 + C, όπου C ∈ R.

Λύση. Η συνάρτηση f (x, y) = ϕ (y/x) είναι κλάσης C2
στο U . ΄Εχουμε

∂f

∂x
= − y

x2
ϕ′
(y
x

)
∂f

∂y
=

1

x
ϕ′
(y
x

) και


∂2f

∂x2
=

2y

x3
ϕ′
(y
x

)
+
y2

x4
ϕ′′
(y
x

)
∂2f

∂y2
=

1

x2
ϕ′′
(y
x

) ,

για κάθε (x, y) ∈ U . Αντικαθιστώντας στη (2) παίρνουμε

2y

x
ϕ′
(y
x

)
+

((y
x

)2
− 1

)
ϕ′′
(y
x

)
=
y

x
, για κάθε (x, y) ∈ U

και ισοδύναμα (
t2 − 1

)
ϕ′′(t) + 2tϕ′(t) = t , ∀t ∈ R .

19. ΄Εστω η συνάρτηση z = z (x, y) είναι κλάσης C2
στο R2

.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση

∂2z

∂x2
+ 3

∂2z

∂x∂y
+ 2

∂2z

∂y2
− ∂z

∂x
= 0 , (3)

με το μετασχηματισμό u = y − x, v = y − 2x παίρνει τη μορφή

∂2z

∂u∂v
=
∂z

∂u
+ 2

∂z

∂v
. (4)

(βʹ) Για ποιές τιμές των a και b η (4) με την αντικατάσταση z = weau+bv
μετασχηματίζεται στην

∂2w

∂u∂v
= cw , όπου c σταθερά ;

Λύση.

(αʹ) Χρησιμοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας έχουμε


∂z

∂x
= −∂z

∂u
− 2

∂z

∂v
∂z

∂y
=
∂z

∂u
+
∂z

∂v

και



∂2z

∂x2
=
∂2z

∂u2
+ 4

∂2z

∂u∂v
+ 4

∂2z

∂v2

∂2z

∂y2
=
∂2z

∂u2
+ 2

∂2z

∂u∂v
+
∂2z

∂v2

∂2z

∂x∂y
= −∂

2z

∂u2
− 3

∂2z

∂u∂v
− 2

∂2z

∂v2

.

Αντικαθιστώντας στην (3) προκύπτει η (4).
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(βʹ) Είναι

∂z

∂u
=
∂w

∂u
eau+bv + aweau+bv ,

∂z

∂v
=
∂w

∂v
eau+bv + bweau+bv

και

∂z

∂u∂v
=

∂

∂u

(
∂w

∂v
eau+bv + bweau+bv

)
=

∂2w

∂u∂v
eau+bv + a

∂w

∂v
eau+bv + b

∂w

∂u
eau+bv + abweau+bv .

Αντικαθιστώντας στην (4) έχουμε

∂2w

∂u∂v
= (2b+ a− ab)w + (1− b) ∂w

∂u
+ (2− a)

∂w

∂v
.

Επομένως, αν πάρουμε a = 2 και b = 1, τότε

∂2w

∂u∂v
= 2w .

20. Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου της επιφάνειας ex−2y + x2 sin z = 1 στο σημείο (2, 1, 0).

Λύση. ΄Εχουμε την επιφάνεια

F (x, y, z) = 1, όπου η F (x, y, z) = ex−2y + x2 sin z είναι διαφορίσιμη στο R3.

Είναι

∇F (x, y, z) =

(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

)
=
(
ex−2y + 2x sin z, −2ex−2y, x2 cos z

)
και επομένως το ∇F (2, 1, 0) = (1,−2, 4) είναι κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια F (x, y, z) = 1 στο σημείο

(2, 1, 0). Η ζητούμενη εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου θα είναι

(x− 2, y − 1, z − 0) · ∇F (2, 1, 0) = 0⇔ (x− 2, y − 1, z − 0) · (1,−2, 4) = 0 .

Δηλαδή,

x− 2− 2 (y − 1) + 4z = 0⇔ x− 2y + 4z = 0 .

21. Να βρεθεί το σημείο του υπερβολικού υπερβολοειδούς z = x2 − 3y2 στο οποίο το εφαπτόμενο επίπεδο είναι

παράλληλο προς το επίπεδο 8x+ 3y − z = 4.

Λύση. Το διάνυσμα n1 = (8, 3,−1) είναι κάθετο στο επίπεδο 8x+ 3y − z = 4 και το διάνυσμα

n2 =

(
∂z

∂x
(x0, y0) ,

∂z

∂y
(x0, y0) ,−1

)
= (2x0,−6y0,−1)

είναι κάθετο στο υπερβολικό υπερβολοειδές z = x2 − 3y2 στο σημείο (x0, y0, z (x0, y0)). Επειδή το n2 είναι

παράλληλο προς το n1, είναι

n2 = kn1 ⇔ {2x0 = 8k, −6y0 = 3k, −1 = −k} .

Επομένως x0 = 4, y0 = −1/2 και το ζητούμενο σημείο της επιφάνειας z = x2−3y2 είναι το (x0, y0, z (x0, y0)) =
(4, −1/2, 61/4).
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22. Να βρεθούν τα εφαπτόμενα επίπεδα της επιφάνειας z = 1 − x2 − y2 τα οποία περιέχουν την ευθεία που

διέρχεται από τα σημεία (1, 0, 2) και (0, 2, 2).

Λύση. ΄Εστω
(
x0, y0, 1− x20 − y20

)
σημείο της επιφάνειας. Επειδή zx (x0, y0) = −2x0 και zy (x0, y0) =

−2y0, η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου της επιφάνειας στο σημείο
(
x0, y0, 1− x20 − y20

)
είναι

z −
(
1− x20 − y20

)
= −2x0 (x− x0)− 2y0 (y − y0)⇔ z = 1 + x20 + y20 − 2x0x− 2y0y .

Επειδή το εφαπτόμενο επίπεδο περιέχει την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία (1, 0, 2) και (0, 2, 2), τα σημεία

αυτά πρέπει να ικανοποιούν την εξίσωση z = 1 + x20 + y20 − 2x0x− 2y0y και επομένως{
2 = 1 + x20 + y20 − 2x0

2 = 1 + x20 + y20 − 4y0

}
⇔
{

(x0, y0) = (2, 1) , (x0, y0) =

(
−2

5
,−1

5

)}
.

΄Αρα, οι εξισώσεις των ζητούμενων εφαπτόμενων επιπέδων είναι:

(αʹ) z = 6− 4x− 2y, εφάπτεται της επιφάνειας στο σημείο (2, 1,−4),

(βʹ) z = 6
5 + 4

5x+ 2
5y, εφάπτεται της επιφάνειας στο σημείο

(
− 2

5 , −
1
5 ,

4
5

)
.

23. Υποθέτουμε ότι η λεία καμπύλη (γ) είναι η τομή των επιφανειών f (x, y, z) = 0 και g (x, y, z) = 0, όπου οι

συναρτήσεις f , g είναι κλάσης C1
στο R3

. Τότε, η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης (γ) στο σημείο

x = (x1, y1, z1) είναι

x− x1
∂ (f, g)

∂ (y, z)
(x)

=
y − y1

∂ (f, g)

∂ (z, x)
(x)

=
z − z1

∂ (f, g)

∂ (x, y)
(x)

. (5)

Εφαρμογή. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης που είναι η τομή των επιφανειών x2+sin y+
ez = 0 και ex − y + z = 0 στο σημείο (0, 0, 1).

Λύση. Τα διανύσματα ∇f (x) και ∇g (x) είναι κάθετα στις επιφάνειες f (x, y, z) = 0 και g (x, y, z) = 0
αντίστοιχα, στο σημείο x = (x1, y1, z1). Η εφαπτομένη της καμπύλης γ (που είναι η τομή των επιφανειών)

στο σημείο x = (x1, y1, z1) είναι παράλληλη προς το διάνυσμα

∇f (x)×∇g (x) =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂f
∂x (x) ∂f

∂y (x) ∂f
∂z (x)

∂g
∂x (x) ∂g

∂y (x) ∂g
∂z (x)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∂f
∂y (x) ∂f

∂z (x)
∂g
∂y (x) ∂g

∂z (x)

∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣ ∂f

∂x (x) ∂f
∂z (x)

∂g
∂x (x) ∂g

∂z (x)

∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ ∂f
∂x (x) ∂f

∂y (x)
∂g
∂x (x) ∂g

∂y (x)

∣∣∣∣∣k
=
∂ (f, g)

∂ (y, z)
(x) i +

∂ (f, g)

∂ (z, x)
(x) j +

∂ (f, g)

∂ (x, y)
(x)k .

Επομένως, η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης (γ) στο σημείο x = (x1, y1, z1) δίνεται από την (5).

Εφαρμογή. Η καμπύλη είναι η τομή των επιφανειών f (x, y, z) = 0 και g (x, y, z) = 0, όπου f (x, y, z) =

x2 + sin y + ez και g (x, y, z) = ex − y + z. Υπολογίζοντας τις μερικές παραγώγους των f και g, μετά από

πράξεις έχουμε

∂ (f, g)

∂ (y, z)
(0, 0, 1) = 1 + e ,

∂ (f, g)

∂ (z, x)
(0, 0, 1) = e και

∂ (f, g)

∂ (x, y)
(0, 0, 1) = −1 .

Από την (5), η ζητούμενη εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο (0, 0, 1) είναι

x− 0

1 + e
=
y − 0

e
=
z − 1

−1
⇔ x

1 + e
=
y

e
= 1− z .
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24. (Θεώρημα Taylor) ΄Εστω η συνάρτηση f : U ⊆ Rm → R είναι κλάσης Cn+1
στο ανοικτό σύνολο U .

Υποθέτουμε ότι το ευθύγραμμο τμήμα {a + th : 0 ≤ t ≤ 1} βρίσκεται στο U . Τότε, υπάρχει θ, 0 < θ < 1,
τέτοιο ώστε

f (a + h) = f (a) + df (a)h +
1

2!
d2f (a)h2 + · · ·+ 1

n!
dnf (a)hn +

1

(n+ 1)!
dn+1f (a + θh)hn+1 ,

όπου dkf (a), k = 1, . . . , n, είναι το διαφορικό k-τάξης της f στο a και dn+1f (a + θh) είναι το διαφορικό

(n+ 1)-τάξης της f στο a + θh. Αν a = (a1, . . . , an) και h = (h1, . . . , hn), τότε

dkf (a)hk =

(
h1

∂

∂x1
+ · · ·+ hn

∂

∂xn

)k

f (a1, . . . , an) , k = 1, . . . , n .

Εφαρμογή. Να γραφεί η συνάρτηση f (x, y) = xy2 σε μορφή δυνάμεων των x− 1 και y + 1.

Λύση. Επειδή η συνάρτηση f (x, y) = xy2 είναι ομογενές πολυώνυμο βαθμού 3 ως προς x, y, όλες οι

μερικές παράγωγοι της f τάξης ≥ 4 είναι μηδέν. Επομένως, από το θεώρημα Taylor έχουμε

f (x, y) = f (1 + (x− 1) ,−1 + (y + 1))

= f (1,−1) +

(
(x− 1)

∂

∂x
+ (y + 1)

∂

∂y

)
f (1,−1) +

1

2!

(
(x− 1)

∂

∂x
+ (y + 1)

∂

∂y

)2

f (1,−1)

+
1

3!

(
(x− 1)

∂

∂x
+ (y + 1)

∂

∂y

)3

f (1,−1) .

Είναι f (1,−1) = 1, fx (1,−1) = 1, fy (1,−1) = −2, fxx (1,−1) = 0, fxy (1,−1) = −2, fyy (1,−1) = 2,
fxy2 (1,−1) = 2 και fx3 (1,−1) = fx2y (1,−1) = fy3 (1,−1) = 0. Εφαρμόζοντας τον παραπάνω τύπο έχουμε

f (x, y) = 1 + (x− 1)− 2 (y + 1)− 2 (x− 1) (y + 1) + (y + 1)
2

+ (x− 1) (y + 1)
2
.

25. Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης

f (x, y) = x3 + y3 − 3xy .

Λύση. Τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης είναι{
fx (x, y) = 3x2 − 3y = 0

fy (x, y) = 3y2 − 3x = 0

}
⇔
{

(x, y) = (0, 0) , (x, y) = (1, 1)
}
.

Επειδή ∆ = fxx (0, 0) fyy (0, 0)− f2xy (0, 0) = −9 < 0, το σημείο (0, 0) είναι σημείο σέλας της f .
Επειδή fxx (1, 1) = 6 > 0 και ∆ = fxx (1, 1) fyy (1, 1) − f2xy (1, 1) = 36 − 9 = 27 > 0, η f έχει τοπικό

ελάχιστο στο σημείο (1, 1).

26. Να υπολογιστεί η ελάχιστη απόσταση των ευθειών

(ε1) :
x− 1

2
=
y + 1

3
= z + 2 και (ε2) :

x

3
=
y + 2

2
=
z + 3

2
.

Λύση. Οι παραμετρικές εξισώσεις των ευθειών (ε1) και (ε2) είναι {x = 2s+ 1, y = 3s− 1, z = s− 2} και

{x = 3t, y = 2t− 2, z = 2t− 3} αντίστοιχα. Αν M (2s+ 1, 3s− 1, s− 2) είναι σημείο της ευθείας (ε1) και

N (3t, 2t− 2, 2t− 3) είναι σημείο της ευθείας (ε2), η απόστασή των d είναι

d =

√
(2s+ 1− 3t)

2
+ (3s− 1− (2t− 2))

2
+ (s− 2− (2t− 3))

2
.

11



Πρέπει λοιπόν να βρούμε το ελάχιστο της συνάρτησης

f (s, t) := d2 = (2s+ 1− 3t)
2

+ (3s− 1− (2t− 2))
2

+ (s− 2− (2t− 3))
2

= 14s2 + 17t2 − 28st+ 12s− 14t+ 3 .

Είναι {
fs (s, t) = 28s− 28t+ 12 = 0

ft (s, t) = 34t− 28s− 14 = 0

}
⇔
{

(s, t) =

(
− 2

21
,

1

3

)}
.

Επειδή fss (−2/21, 1/3) = 28 > 0 και ∆ = fss (−2/21, 1/3) ftt (−2/21, 1/3)− f2st (−2/21, 1/3) = 28 · 34−
282 > 0, η f έχει ελάχιστο στο σημείο (−2/21, 1/3) και είναι f (−2/21, 1/3) = 2/21. ΄Αρα, η ελάχιστη

απόσταση των ευθειών είναι

d =

√
2

21
.

27. Να βρεθεί η ελάχιστη και η μέγιστη τιμή της συνάρτησης

f (x, y, z) =
x

a
+
y

b
+
z

c

πάνω στο ελλειψοειδές

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 , abc 6= 0 .

Λύση. Αν g (x, y, z) := x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 − 1, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο πολλαπλασιαστών του

Lagrange, τα κρίσιμα σημεία της f θα πρέπει να ικανοποιούν το σύστημα

{
∇f (x, y, z) = λ∇g (x, y, z)

}
⇔


fx = λgx

fy = λgy

fz = λgz

⇔


1/a = 2λx/a2

1/b = 2λy/b2

1/c = 2λz/c2

⇔

x = a/2λ

y = b/2λ

z = c/2λ

 .

Επειδή το σημείο (x, y, z) = (a/2λ, b/2λ, c/2λ) βρίσκεται πάνω στο ελλειψοειδές x2/a2 +y2/b2 +z2/c2 = 1,
έχουμε

1/4λ2 + 1/4λ2 + 1/4λ2 = 1⇔ λ2 = 3/4⇔ λ = ±
√

3/2 .

Επομένως, τα κρίσιμα σημεία είναι(
a√
3
,
b√
3
,
c√
3

)
και

(
− a√

3
,− b√

3
,− c√

3

)
.

΄Αρα,

max f = f

(
a√
3
,
b√
3
,
c√
3

)
=
√

3 και min f = f

(
− a√

3
,− b√

3
,− c√

3

)
= −
√

3 .

Ασκήσεις

1. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f (x, y) = 3
√
xy είναι συνεχής στο (0, 0) και ότι fx (0, 0) = fy (0, 0) = 0.

Επίσης, αν u = (u1, u2) είναι μοναδιαίο διάνυσμα με u1 6= 0, u2 6= 0, να αποδειχθεί ότι η παράγωγος της f
στο (0, 0) κατά την κατεύθυνση του διανύσματος u δεν υπάρχει.

12



2. Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης f (x, y) = 2xy+y2 στο σημείο (3/2, 1) της έλλειψης x2/3+y2/4 = 1
κατά την κατεύθυνση του διανύσματος που είνα κάθετο στην έλλειψη στο σημείο (3/2, 1) και δείχνει προς

το εξωτερικό της έλλειψης.

Απάντηση.

∂f

∂u

(
3

2
, 1

)
=

9√
5
, όπου u =

1√
5

(2, 1).

3. Δίνεται ότι η θερμοκρασία σε κάθε σημείο (x, y, z) ∈ R3
είναι

T (x, y, z) = T0 (1 + ax+ by) ecz ,όπου T0 > 0 και τα a, b, c είναι σταθερά.

Να βρεθεί η κατεύθυνση του μέγιστου ρυθμού ελάττωσης της θερμοκρασίας στο σημείο O (0, 0, 0).
Απάντηση. −∇T (0, 0, 0, ) = − (a, b, c).

4. Να αποδειχθεί ότι όλα τα εφαπτόμενα επίπεδα της επιφάνειας με εξίσωση z = yf (x/y), όπου f διαφορίσιμη

συνάρτηση, διέρχονται από την αρχή των αξόνων O (0, 0, 0).
Απάντηση. Η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου της επιφάνειας z = yf (x/y) στο σημείο (x0, y0, z0) είναι

z = xf ′
(
x0
y0

)
+ y

[
f

(
x0
y0

)
− x0
y0
f ′
(
x0
y0

)]
.

5. ΄Εστω οι επιφάνειες z = x2 + y2 και x2 + y2 + (z − 3)
2

= 9. Να αποδειχθεί ότι η γωνία των επιφανειών στο

σημείο τομής των (2,−1, 5) είναι θ = arccos
(
8/3
√

21
)
.

6. Αποδείξτε ότι η παραμετρική εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης που είναι η τομή των επιφανειών

x2 + y2 = z2 και 2x2 + 2y2 − z2 = 25 στο σημείο (3, 4, 5) είναι

x = 3− 4t , y = 4 + 3t , z = 5 .

7. Αν η συνάρτηση T : R2 → R είναι κλάσης C2
και u = ex (x cos y − y sin y), v = ex (x sin y + y cos y), να

αποδειχθεί ότι

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= e2x

[
(x+ 1)

2
+ y2

](∂2T
∂u2

+
∂2T

∂v2

)
.

8. ΄Εστω η συνάρτηση z = z (x, y) είναι κλάσης C2
και τέτοια ώστε

∂2z

∂x2
+ 2xy2

∂z

∂x
+ 2

(
y − y3

) ∂z
∂y

+ x2y2 = 0 .

Αποδείξτε ότι η εξίσωση με τις αντικαταστάσεις u = xy, v = 1/y μετασχηματίζεται στην ίδια εξίσωση με τα

u, v στη θέση των x, y αντίστοιχα.

9. Αν η συνάρτηση f : R2 → R είναι κλάσης C1
στο R2

και τέτοια ώστε

2
∂f

∂x
− ∂f

∂y
= 0 ,

χρησιμοποιώντας τις αντικαταστάσεις u = x + y, v = x + 2y αποδείξτε ότι η λύση της εξίσωσης είναι

f (x, y) = ϕ (x+ 2y), όπου η ϕ είναι κλάσης C1
στο R.

10. Αν η συνάρτηση f : R2 → R είναι κλάσης C1
στο R2

και τέτοια ώστε

(x+ y)
∂f

∂x
+ (x− y)

∂f

∂y
= 0 ,

χρησιμοποιώντας τις αντικαταστάσεις u = x2−y2−2xy, v = y, με x 6= y, αποδείξτε ότι η λύση της εξίσωσης

είναι f (x, y) = ϕ
(
x2 − y2 − 2xy

)
, όπου η ϕ είναι κλάσης C1

στο R.
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11. Αν η συνάρτηση f : U → R, U =
{

(x, y) ∈ R2 : x > 0
}
, είναι κλάσης C2

στο U και τέτοια ώστε

x2
∂2f

∂x2
+ 2xy

∂2f

∂x∂y
+ y2

∂2f

∂y2
= 0 ,

χρησιμοποιώντας τις αντικαταστάσεις x = u, y = uv με x > 0, αποδείξτε ότι η λύση της εξίσωσης είναι

f (x, y) = xϕ (y/x) + ψ (y/x), όπου οι ϕ, ψ είναι κλάσης C2
στο U .

12. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα Taylor, να γραφεί η συνάρτηση f (x, y, z) = xyz2 σε μορφή δυνάμεων των x,
y − 1 και z + 1.
Απάντηση.

f (x, y, z) = x+ x (y − 1)− 2x (z + 1)− 2x (y − 1) (z + 1) + x (z + 1)
2

+ x (y − 1) (z + 1)
2
.

13. Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης

f (x, y) = y ln (x+ y) , x+ y > 0 .

Απάντηση. Το σημείο P (1, 0) είναι σημείο σέλας.

14. Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης

f (x, y) = xy exp
(
−x

5
− y

6

)
.

Απάντηση. Το σημείο P1 (0, 0) είναι σημείο σέλας και το σημείο P2 (5, 6) είναι τοπικό μέγιστο.

15. Από όλα τα ισοσκελή τρίγωνα με σταθερή περίμετρο C να βρεθεί εκείνο που έχει μέγιστο εμβαδό.

Απάντηση. Το τρίγωνο πρέπει να είναι ισόπλευρο(χρησιμοποιείστε δεσμευμένα ακρότατα).

16. Να βρεθεί το σημείο M (x0, y0) της έλλειψης x2/a2 + y2/b2 = 1 στο οποίο η εφαπτομένη της σχηματίζει με

τους άξονες συντεταγμένων τρίγωνο ελάχιστου εμβαδού.

Υπόδειξη. Δεσμευμένα ακρότατα.

17. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο πολλαπλασιαστών του Lagrange, να βρεθεί το σημείο του επιπέδου x−2y+3z =
14 το οποίο απέχει από την αρχή των αξόνων O (0, 0, 0) την ελάχιστη δυνατή απόσταση.

Απάντηση. Είναι το σημείο P0 (1,−2, 3) του επιπέδου. Η ελάχιστη δυνατή απόσταση d =
√

14.

18. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο πολλαπλασιαστών του Lagrange, να βρεθεί η ελάχιστη και η μέγιστη τιμή της

συνάρτησης f (x, y) = 3x+ 3y + 3z στην τομή των κυλίνδρων x2 + z2 = 1 και y2 + z2 = 1.
Απάντηση. max f = f (3/5, 3/5, 4/5) και min f = f (−3/5,−3/5,−4/5).
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