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1. Εξετάστε αν τα παρακάτω όρια υπάρχουν και αν υπάρχουν να υπολογιστούν:

(i) lim
(x,y)→(0,0)

x

y
ln (1 + x) (ii) lim

(x,y)→(0,0)

x2 − x3 + y2 + y3

x2 + y2
.

Λύση.

(i) ΄Εστω f (x, y) = x
y ln (1 + x). Κατά μήκος των ευθειών y = kx, k 6= 0, έχουμε

f (x, kx) =
1

k
ln (1 + x) , x 6= 0

και επομένως

lim
x→0

f (x, kx) = 0 .

΄Ομως, κατά μήκος της παραβολής y = x2 είναι f
(
x, x2

)
= 1

x ln (1 + x), x 6= 0 και κατά συνέπεια

lim
x→0

f
(
x, x2

)
= lim
x→0

ln (1 + x)

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0

1

1 + x
= 1 .

΄Αρα, το lim(x,y)→(0,0)
x
y ln (1 + x) δεν υπάρχει.

(ii) Είναι

x2 − x3 + y2 + y3

x2 + y2
= 1 +

y3 − x3

x2 + y2

και ∣∣∣∣y3 − x3x2 + y2

∣∣∣∣ =
∣∣(y − x) (y2 + xy + x2

)∣∣
x2 + y2

≤
|y − x|

(
y2 + 1

2

(
x2 + y2

)
+ x2

)
x2 + y2

=
3

2
|y − x| −−−−−−−→

(x,y)→(0,0)
0 .

Επομένως

lim
(x,y)→(0,0)

y3 − x3

x2 + y2
= 0

και κατά συνέπεια

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − x3 + y2 + y3

x2 + y2
= 1 .

2ος τρόπος. Χρησιμοποιώντας πολικές συντεταγμένες, δηλαδή {x = r cos θ, x = r sin θ}, όπου r ≥ 0
και 0 ≤ θ < 2π, έχουμε ∣∣∣∣y3 − x3x2 + y2

∣∣∣∣ = r3
∣∣cos3 θ − sin3 θ

∣∣
r2

≤ 2r −−−−→
r→0+

0

και επομένως

lim
(x,y)→(0,0)

y3 − x3

x2 + y2
= 0 .
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2. Για ποια α ≥ 0 η συνάρτηση

f (x, y) =

{
xα sin y

x2+y2 αν (x, y) 6= (0, 0) ,

0 αν (x, y) = (0, 0) .

είναι συνεχής στο (0, 0);
Υπόδειξη. Χρησιμοποιείστε πολικές συντεταγμένες

Λύση. Χρησιμοποιώντας πολικές συντεταγμένες, δηλαδή {x = r cos θ, x = r sin θ}, όπου r ≥ 0, 0 ≤ θ < 2π,
έχουμε

|f (r cos θ, r sin θ)| = rα−2 |cos θ|α |sin (r sin θ)|
≤ rα−2 |cos θ|α |r sin θ| (|sin t| ≤ |t|)
= rα−1 |cos θ|α |sin θ|
≤ rα−1 −−−−→

r→0+
0 . (αν α > 1)

Δηλαδή για α > 1 είναι limr→0+ f (r cos θ, r sin θ) = 0. Επομένως, για κάθε α > 1 η f είναι συνεχής στο

(0, 0).

΄Εστω τώρα 0 ≤ α ≤ 1⇔ 0 ≤ 1− α ≤ 1. Κατά μήκος της ευθείας y = x έχουμε

f (x, x) =
sinx

2x2−α
, x 6= 0

και επομένως

lim
x→0

f (x, x) = lim
x→0

sinx

2x2−α

=
1

2 (2− α)
lim
x→0

cosx

x1−α
(κανόνας L’Hôpital)

=

{
1/2 αν α = 1 ,

±∞ αν 0 ≤ α < 1 .

΄Αρα, η f δεν είναι συνεχής αν 0 ≤ α ≤ 1.

3. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x, y) =

{
y2 sin(x/y) αν y 6= 0 ,

0 αν y = 0 .

Να υπολογιστούν οι μερικές παράγωγοι
∂2f
∂x∂y (0, 0) και

∂2f
∂y∂x (0, 0). Είναι η συνάρτηση

∂2f
∂x∂y συνεχής στο

(0, 0);

Λύση. Για κάθε y 6= 0 είναι

∂f

∂x
(0, y) = lim

x→0

f (x, y)− f (0, y)
x− 0

= lim
x→0

y2 sin(x/y)

x

= y lim
x→0

sin(x/y)

x/y

= y lim
x→0

cos(x/y) (κανόνας L’Hôpital)

= y .
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2ος τρόπος. Για κάθε y 6= 0 είναι

∂f

∂x
(0, y) =

d

dx
f (x, y)

∣∣∣∣
x=0

= y cos(x/y)|x=0 = y .

Αν y = 0, τότε
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f (x, 0)− f (0, 0)
x− 0

= 0 .

Για κάθε x 6= 0 έχουμε

∂f

∂y
(x, 0) = lim

y→0

f (x, y)− f (x, 0)
y − 0

= lim
y→0

y sin(x/y)

= 0 . (|y sin(x/y)| ≤ |y| −−−→
y→0

0)

Επίσης εύκολα φαίνεται ότι
∂f
∂y (0, 0) = 0.

Επομένως,

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = lim

x→0

∂f
∂y (x, 0)−

∂f
∂y (0, 0)

x− 0
= 0

και

∂2f

∂y∂x
(0, 0) = lim

y→0

∂f
∂x (0, y)−

∂f
∂x (0, 0)

y − 0
= lim
y→0

y

y
= 1 .

Η συνάρτηση
∂2f
∂x∂y δεν είναι συνεχής στο (0, 0). Πράγματι, επειδή οι μερικές παράγωγοι

∂f
∂x ,

∂f
∂y και

∂2f
∂x∂y

υπάρχουν στο R2
, αν η

∂2f
∂x∂y ήταν συνεχής στο (0, 0), τότε από το κριτήριο του Schwarz θα έπρεπε να είναι

∂2f
∂x∂y (0, 0) =

∂2f
∂y∂x (0, 0). ΄Ατοπο, επειδή

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0 6= 1 =

∂2f

∂y∂x
(0, 0) .

4. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x, y) = ln
(
x2 + 2y + 1

)
+

∫ x

0

cos t2 dt , y > −1

2
.

Να βρεθεί το διαφορικό df (x, y) (h, k) και στη συνέχεια να υπολογιστεί κατά προσέγγιση η τιμή της f (0, 03, 0, 03).

Λύση. Είναι

∂f

∂x
(x, y) =

2x

x2 + 2y + 1
+ cosx2 ,

∂f

∂y
(x, y) =

2

x2 + 2y + 1

και κατά συνέπεια

df (x, y) (h, k) =
∂f

∂x
(x, y)h+

∂f

∂y
(x, y) k =

(
2x

x2 + 2y + 1
+ cosx2

)
h+

2

x2 + 2y + 1
k .

Επομένως,

f (0, 03, 0, 03)− f (0, 0) ≈ df (0, 0) (0, 03, 0, 03) = 0, 03 + 2 · 0, 03 = 0, 09 .

΄Αρα,

f (0, 03, 0, 03) ≈ f (0, 0) + df (0, 0) (0, 03, 0, 03) = 0 + 0, 09 = 0, 09 .
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5. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

f (x, y) =

{
x3−3y2x
x2+y2 αν (x, y) 6= (0, 0) ,

0 αν (x, y) = (0, 0)

δεν είναι διαφορίσιμη στο σημείο (0, 0). Είναι η συνάρτηση f συνεχής στο σημείο (0, 0);

Λύση. Είναι

f (x, 0)− f (0, 0)
x− 0

=
x3/x2

x
= 1 για κάθε x 6= 0 και επομένως

∂f

∂x
(0, 0) = 1.

Παρόμοια,

f (0, y)− f (0, 0)
y − 0

= 0 για κάθε y 6= 0 και επομένως
∂f

∂y
(0, 0) = 0.

Αν υποθέσουμε ότι η f είναι διαφορίσιμη στο σημείο (0, 0), θα πρέπει να είναι

f (h, k) = f (0, 0) +
∂f

∂x
(0, 0)h+

∂f

∂y
(0, 0) k + ε (h, k)

√
h2 + k2

= h+ ε (h, k)
√
h2 + k2 . (με lim(h,k)→(0,0) ε (h, k) = 0)

Τότε, για κάθε (h, k) 6= (0, 0)

h3 − 3k2h

h2 + k2
= h+ ε (h, k)

√
h2 + k2 ⇔ ε (h, k) =

−4hk2

(h2 + k2)
3/2

.

΄Ομως, κατά μήκος των ευθειών k = λh, λ 6= 0, έχουμε

ε (h, λh) =
−4λ2

(1 + λ2)
3/2

, h > 0

και επομένως

lim
h→0+

ε (h, λh) =
−4λ2

(1 + λ2)
3/2
6= 0 . (άτοπο)

΄Αρα, η συνάρτηση f δεν είναι διαφορίσιμη στο σημείο (0, 0). ΄Ομως η f είναι συνεχής στο σημείο (0, 0).
Πράγματι, για κάθε (x, y) 6= (0, 0) είναι

|f (x, y)| =
∣∣x3 − 3y2x

∣∣
x2 + y2

= |x|
∣∣x2 − 3y2

∣∣
x2 + y2

≤ 3 |x| x
2 + y2

x2 + y2
= 3 |x|

και επομένως

lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0 = f (0, 0) .

6. ΄Εστω η συνάρτηση z = f (x+ ϕ (y)), όπου η συνάρτηση ϕ είναι παραγωγίσιμη στο R και η συνάρτηση f
είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R. Να αποδειχθεί ότι

∂z

∂x
· ∂

2z

∂y∂x
=
∂z

∂y
· ∂

2z

∂x2
.
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Λύση. Αν u = x+ ϕ (y), τότε

∂z

∂x
= f ′ (u)

∂u

∂x
= f ′ (u) ,

∂z

∂y
= f ′ (u)

∂u

∂y
= f ′ (u)ϕ′ (y)

και

∂2z

∂x2
= f ′′ (u)

∂u

∂x
= f ′′ (u) ,

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂y
(f ′ (u)) = f ′′ (u)

∂u

∂y
= f ′′ (u)ϕ′ (y) .

Επομένως,

∂z

∂x
· ∂

2z

∂y∂x
= f ′ (u) f ′′ (u)ϕ′ (y) =

∂z

∂y
· ∂

2z

∂x2
.

7. ΄Εστω η συνάρτηση u = u (x, y) είναι κλάσης C2
. Αν s = x0+ax+by και t = y0−bx+ay, όπου x0, y0, a, b ∈ R

και a2 + b2 = 1, η συνάρτηση u μετασχηματίζεται στη συνάρτηση U = U (s, t). Να αποδειχθεί ότι

uxxuyy − u2xy = UssUtt − U2
st .

Λύση. Είναι

u (x, y) = U (s, t) = U (s (x, y) , t (x, y)) .

Τότε,

ux = Ussx + Uttx = aUs − bUt και uy = Ussy + Utty = bUs + aUt .

Επομένως,

uxx =
∂

∂x
(aUs − bUt)

=
∂

∂s
(aUs − bUt)

∂s

∂x
+
∂

∂t
(aUs − bUt)

∂t

∂x
= (aUss − bUts) a+ (aUst − bUtt) (−b)
= a2Uss − 2abUst + b2Utt ,

uyy =
∂

∂y
(bUs + aUt)

=
∂

∂s
(bUs + aUt)

∂s

∂y
+
∂

∂t
(bUs + aUt)

∂t

∂y

= (bUss + aUts) b+ (bUst + aUtt) a

= b2Uss + 2abUst + a2Utt

και

uxy =
∂

∂y
(aUs − bUt)

=
∂

∂s
(aUs − bUt)

∂s

∂y
+
∂

∂t
(aUs − bUt)

∂t

∂y

= (aUss − bUts) b+ (aUst − bUtt) a
= abUss +

(
a2 − b2

)
Ust − abUtt .

Επειδή a2 + b2 = 1, μετά από πράξεις προκύπτει ότι

uxxuyy − u2xy = UssUtt − U2
st .
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8. ΄Εστω η συνάρτηση f : G ⊆ R2 → R, όπου G ανοικτό σύνολο. Λέμε ότι η f είναι θετικά ομογενής

βαθμού p ∈ R στο G, αν

f (tx) = tpf (x) για κάθε t > 0 και για κάθε x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ G για το οποίο tx ∈ G.

Αν η f είναι διαφορίσιμη στο G, να αποδειχθεί ότι

x1
∂f

∂x1
(x) + x2

∂f

∂x2
(x) + · · ·+ xn

∂f

∂xn
(x) = pf (x)⇔ ∇f (x) · x = pf (x) . (θεώρημα του Euler)

Υπόδειξη. Για x σταθερό θεωρείστε τη συνάρτηση g (t) := f (tx) και υπολογίστε την παράγωγο g′ (1).

Εφαρμογή. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x, y) =

√
x6 + x2y4 + 3x4y2 + y6

x4 + x2y2 + y4
, xy 6= 0 .

Να αποδειχθεί ότι

f2xy = fxx · fyy , xy 6= 0 .

Λύση. Επειδή η f είναι διαφορίσιμη στο G, η g (t) := f (tx) είναι παραγωγίσιμη και χρησιμοποιώντας τον

κανόνα αλυσίδας έχουμε

g′ (t) = x1
∂f

∂x1
(tx) + x2

∂f

∂x2
(tx) + · · ·+ xn

∂f

∂xn
(tx) = ∇f (tx) · x .

΄Ομως,

g (t) = f (tx) = tpf (x) (η f είναι θετικά ομογενής βαθμού p)

και κατά συνέπεια g′ (t) = ptp−1f (x). Επομένως, παίρνοντας t = 1 έχουμε

∇f (x) · x = pf (x) .

Εφαρμογή. Επειδή για κάθε t > 0 είναι f (tx, ty) = tf (x, y), η f είναι θετικά ομογενής βαθμού 1. Επομένως,

από το θεώρημα του Euler έχουμε

xfx + yfy = f . (1)

Παραγωγίζοντας την (1) ως προς x παίρνουμε

xfxx + fx + yfyx = fx ⇔ yfyx = −xfxx . (2)

Αν παραγωγίσουμε την (1) ως προς y παίρνουμε

xfxy + fy + yfyy = fy ⇔ xfxy = −yfyy . (3)

Επειδή για xy 6= 0 η f έχει συνεχείς μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης, πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις

(2) και (3) έχουμε

fyx · fxy = fxx · fyy ⇒ f2xy = fxx · fyy .

9. ΄Εστω r = (x, y, z) και έστω r = ‖r‖2 =
√
x2 + y2 + z2.

(αʹ) Αν u = cos r, να υπολογιστεί η παράγωγος της u κατά την κατεύθυνση του διανύσματος r.

(βʹ) Να βρεθούν όλες οι διαφορίσιμες συναρτήσεις f : R \ {0} → R, τέτοιες ώστε div (f (r) r) = 0.

Λύση.
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(αʹ) Είναι

∇u =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

)
=

(
du

dr

∂r

∂x
,
du

dr

∂r

∂y
,
du

dr

∂r

∂z

)
= − sin r ·

(x
r
,
y

r
,
z

r

)
= (− sin r)

r

r
.

Επομένως,

∂u

∂r
= ∇u · r

r
= (− sin r)

r

r
· r
r
= − sin r .

(βʹ) Είναι

div (f (r) r) = div (f (r)x, f (r) y, f (r) z)

=
∂

∂x
(f (r)x) +

∂

∂y
(f (r) y) +

∂

∂z
(f (r) z)

= f (r) + f ′ (r)
x2

r
+ f (r) + f ′ (r)

y2

r
+ f (r) + f ′ (r)

z2

r
= 3f (r) + rf ′ (r) .

Επομένως,

div (f (r) r) = 0⇔ 3f (r) + rf ′ (r) = 0⇔ 3r2f (r) + r3f ′ (r) = 0⇔
(
r3f (r)

)′
= 0 .

΄Αρα,

f (r) =
c

r3
, όπου c σταθερά

10. Υποθέτουμε ότι η θερμοκρασία σε κάθε σημείο (x, y, z) του R3
δίνεται από τον τύπο

T (x, y, z) = x2y + yz − exy .

Να υπολογιστεί ο ρυθμός μεταβολής της θερμοκρασίας στο σημείο P (1, 1, 1) κατά την κατεύθυνση του

διανύσματος v =
−−→
PO, όπου O είναι η αρχή των αξόνων. Ποιά είναι η κατεύθυνση του μέγιστου ρυθμού

αύξησης της θερμοκρασίας στο σημείο P (1, 1, 1);

Λύση. Για κάθε (x, y, z) ∈ R3
έχουμε

∇T (x, y, z) =

(
∂T

∂x
,
∂T

∂y
,
∂T

∂z

)
=
(
2xy − yexy, x2 + z − xexy, y

)
.

Επειδή v =
−−→
PO = (−1,−1,−1), το μοναδιαίο διάνυσμα κατά τη διεύθυνση του

−−→
PO είναι

u =
v

‖v‖2
=

1√
3
(−1,−1,−1) .

Επομένως,

∂T (1, 1, 1)

∂u
= ∇T (1, 1, 1) · u = (2− e, 2− e, 1) · 1√

3
(−1,−1,−1) = 2e− 5√

3
.

Η κατεύθυνση του μέγιστου ρυθμού αύξησης της θερμοκρασίας στο σημείο P (1, 1, 1) είναι

∇T (1, 1, 1) = (2− e, 2− e, 1) .

Παράδοση των ασκήσεων έως 16/6/2011
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