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1. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση τα γενικευμένα ολοκληρώματα

(i)

∫ ∞
0

lnx√
x2 + 1

dx και (ii)

∫ ∞
0

arctanx

x3/2 + 1
dx .

Λύση.

(i) Είναι ∫ ∞
0

lnx√
x2 + 1

dx =

∫ e

0

lnx√
x2 + 1

dx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ ∞
e

lnx√
x2 + 1

dx︸ ︷︷ ︸
I2

.

Για κάθε x ≥ e έχουμε

lnx√
x2 + 1

≥ 1√
x2 + 1

>
1√

x2 + x2
=

1√
2x

.

Επειδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
e

(
1/
√

2x
)
dx =∞ αποκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και το

I2 θα αποκλίνει. ΄Αρα, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
0

ln x√
x2+1

dx αποκλίνει.

(ii) Είναι ∫ ∞
0

arctanx

x3/2 + 1
dx =

∫ 1

0

arctanx

x3/2 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

arctanx

x3/2 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I2

,

όπου το I1 είναι ένα ορισμένο ολοκλήρωμα. Αρκεί λοιπόν να εξετάσουμε ως προς τη σύγκλιση το

γενικευμένο ολοκλήρωμα I2. Για κάθε x ≥ 1 είναι

0 <
arctanx

x3/2 + 1
<
π

2

1

x3/2 + 1
<
π

2

1

x3/2
.

Επειδή ως γνωστόν το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
1

(
1/x3/2

)
dx συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης

και το I2 θα συγκλίνει. ΄Αρα, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
0

arctan x
x3/2+1

dx συγκλίνει.

2. Να αποδειχθεί ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα

I =

∫ ∞
0

lnx

x2 + 1
dx

συγκλίνει και στη συνέχεια να υπολογιστεί.

Λύση. Είναι

I =

∫ ∞
0

lnx

x2 + 1
dx =

∫ 1

0

lnx

x2 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

lnx

x2 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I2

Αν f (x) = ln x
x2+1 και g1 (x) = |lnx|, τότε

lim
x→0+

|f (x)|
g1 (x)

= lim
x→0+

1

x2 + 1
= 1 .
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Επειδή ως γνωστόν το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ 1

0
|lnx| dx = 1 συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

το I1 θα συγκλίνει απόλυτα και επομένως θα συγκλίνει.

Αν τώρα g2 (x) = 1/x3/2, είναι

lim
x→∞

f (x)

g2 (x)
= lim

x→∞

x3/2 lnx

x2 + 1

= lim
x→∞

lnx

x1/2 + x−3/2

= lim
x→∞

2

x1/2 − 3x−3/2
(κανόνας L’Hôpital)

= 0 .

Επειδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
1

(
1/x3/2

)
dx συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης θα συγ-

κλίνει και το I2. ΄Αρα, το I συγκλίνει.

Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος χρησιμοποιούμε την αντικατάσταση t = 1/x, οπότε

I =

∫ 0

∞

ln (1/t)

1/t2 + 1

(
−dt
t2

)
= −

∫ ∞
0

ln t

t2 + 1
dt = −I .

΄Αρα, I = 0.

3. Να αποδειχθεί ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ ∞
0

√
x sin(x2) dx

συγκλίνει(χρησιμοποιείστε παραγοντική ολοκλήρωση). Ας σημειωθεί ότι η συνάρτηση f (x) =
√
x sin(x2)

δεν είναι φραγμένη καθώς το x→∞. Πράγματι, αν xn =
√

2nπ + π/2, τότε

f (xn) = 4
√

2nπ + π/2 −−−−→
n→∞

∞ .

Λύση. Είναι ∫ ∞
0

√
x sin(x2) dx =

∫ 1

0

√
x sin(x2) dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

√
x sin(x2) dx︸ ︷︷ ︸

I2

,

όπου το I1 είναι ένα ορισμένο ολοκλήρωμα. Αρκεί λοιπόν να εξετάσουμε ως προς τη σύγκλιση το γενικευμένο

ολοκλήρωμα I2. Είναι∫ ∞
1

√
x sin(x2) dx = −1

2

∫ ∞
1

1√
x

(
cos(x2)

)′
dx

= −1

2
lim
x→∞

cos(x2)√
x

+
1

2
cos 1− 1

4

∫ ∞
1

cos(x2)

x3/2
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

=
1

2
cos 1− 1

4

∫ ∞
1

cos(x2)

x3/2
dx . (| cos(x

2)√
x
| ≤ 1√

x
−−−−→
x→∞

0)

Επειδή ∣∣∣∣cos(x2)

x3/2

∣∣∣∣ ≤ 1

x3/2

και ως γνωστόν το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
1

(
1/x3/2

)
dx συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης το

γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
1

(
cos(x2)/x3/2

)
dx συγκλίνει απόλυτα και επομένως θα συγκλίνει. Δηλαδή το

γενικευμένο ολοκλήρωμα I2 συγκλίνει. ΄Αρα, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
0

√
x sin(x2) dx συγκλίνει.
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4. Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση γάμμα να υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ ∞
0

4
√
u

e
√
u
du .

Λύση. Είναι ∫ ∞
0

4
√
u

e
√
u
du = 2

∫ ∞
0

e−tt3/2 dt (αντικατάσταση t =
√
u⇔ u = t2)

= 2

∫ ∞
0

e−tt5/2−1 dt

= 2 · Γ
(

5

2

)
= 2 · 3

2
· 1

2
· Γ
(

1

2

)
=

3
√
π

2
.

5. Να βρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το διάστημα σύγκλισης της δυναμοσειράς

∞∑
n=0

1

(n+ 1) 3n+1
(x+ 1)

n
.

Λύση. Αν an = 1/ (n+ 1) 3n+1
, τότε

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1) 3n+1

(n+ 2) 3n+2
=

1

3
lim
n→∞

n+ 1

n+ 2
=

1

3
.

Επομένως, η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι R = 3. Δηλαδή, η δυναμοσειρά συγκλίνει για

|x+ 1| < 3⇔ −4 < x < 2 .

Για x = −4 παίρνουμε την εναλλάσσουσα σειρά

1

3

∞∑
n=1

(−1)
n 1

n+ 1
.

Από το κριτήριο του Leibniz η σειρά συγκλίνει.

Για x = 2 έχουμε τη σειρά

1

3

∞∑
n=1

1

n+ 1
=

1

3

∞∑
n=2

1

n

η οποία ως γνωστόν αποκλίνει. ΄Αρα, το διάστημα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι I = [−4, 2).

6. Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0+

arccos (1− x)√
x

και στη συνέχεια να βρεθεί η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς

∞∑
n=1

arccos

(
n− 1

n

)
xn .
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Λύση. Είναι

lim
x→0+

arccos (1− x)√
x

= 2 lim
x→0+

√
x√

1− (1− x)
2

(κανόνας L’Hôpital)

= 2 lim
x→0+

√
x√

2x− x2

= 2 lim
x→0+

1√
2− x

=
√

2 .

΄Εστω

an = arccos

(
n− 1

n

)
= arccos

(
1− 1

n

)
και bn =

1√
n
.

Τότε, από το θεώρημα μεταφοράς έχουμε

lim
n→+∞

an
bn

=
√

2 .

΄Ομως, όπως εύκολα αποδεικνύεται, η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς

∞∑
n=1

bnx
n =

∞∑
n=1

xn√
n

είναι 1. ΄Αρα και η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς
∑∞

n=1 arccos
(
n−1
n

)
xn είναι 1.

7. Να βρεθεί η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς

∞∑
n=1

(
n
√
n− 1

)
xn .

Λύση. ΄Εστω an = n
√
n− 1 = n1/n − 1 = elnn/n − 1 και bn = lnn/n. Επειδή

lim
x→0+

ex − 1

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+
ex = 1

και

lim
n→+∞

lnn

n
= lim

x→+∞

lnx

x

(L’Hôpital)
= lim

x→+∞

1

x
= 0 ,

από το θεώρημα μεταφοράς έχουμε

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

elnn/n − 1

lnn/n
= 1 .

΄Ομως, όπως εύκολα αποδεικνύεται, η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς

∞∑
n=1

bnx
n =

∞∑
n=1

lnn

n
xn

είναι 1. ΄Αρα και η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς
∑∞

n=1 ( n
√
n− 1)xn είναι 1.

8. Να βρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισμα της δυναμοσειράς

∞∑
n=1

(−1)
n−1 x2n

n (2n− 1)
.
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(Για το άθροισμα χρησιμοποιείστε το ανάπτυγμα της συνάρτησης y = arctanx σε δυναμοσειρά.)

Εφαρμογή. Να υπολογιστεί το άθροισμα της σειράς

∞∑
n=1

(−1)
n−1 1

n (2n− 1)
.

Λύση. Αν cn = (−1)
n−1

x2n/n (2n− 1), είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

x2n+2

(n+ 1) (2n+ 1)
· n (2n− 1)

x2n
= lim

n→∞

n (2n− 1)

(n+ 1) (2n+ 1)
x2 = x2 .

Επομένως limn→∞ |cn+1/cn| < 1, αν και μόνο αν |x| < 1. Δηλαδή, η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς

είναι R = 1.
΄Εστω

f (x) =

∞∑
n=1

(−1)
n−1 x2n

n (2n− 1)
, |x| < 1 .

Τότε, παραγωγίζοντας έχουμε

(f (x))
′

= 2

∞∑
n=1

(−1)
n−1 x

2n−1

2n− 1
= 2

∞∑
n=0

(−1)
n x2n+1

2n+ 1
= 2 arctanx , |x| < 1 .

Επειδή f (0) = 0, είναι

f (x) = 2

∫ x

0

arctan t dt

= 2 t arctan t|t=x
t=0 − 2

∫ x

0

t

1 + t2
dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= 2x arctanx− ln
(
1 + t2

)∣∣t=x

t=0

= 2x arctanx− ln
(
1 + x2

)
.

΄Αρα,

f (x) = 2x arctanx− ln
(
1 + x2

)
, |x| < 1 .

Εφαρμογή. Επειδή από το κριτήριο του Leibniz η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=1 (−1)
n−1 1

n(2n−1) συγκλίνει,

είναι

∞∑
n=1

(−1)
n−1 1

n (2n− 1)
= lim

x→1−

(
2x arctanx− ln

(
1 + x2

))
= 2 arctan 1− ln 2 =

π

2
− ln 2 .

Παράδοση των ασκήσεων έως 6/5/2011
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