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Ι.Ράπτηρ 
Θέμα 1. Σαι αλησηήο κάδαο ει αηεξίνπ, κε ζηνηρεία  ,m s , δηαζέηεη ζύ ζηεκα απόζβεζ εο ηύπνπ ημώδνπο 

ηξηβήο  F r    κε ξπζκηδόκελν ζπληει εζηή απόζβεζ εο r . (α) Γξάς ηε ηε δηαθνξ ηθή εμίζσ ζε  

θίλεζεο. (β) Γείμηε όηη ε   ( ) tx t A Bt e     κπνξεί λα είλαη  ι ύζε ηεο δηαθνξ ηθήο εμίζσ ζεο θίλεζεο,  

γηα θαηάι ι ε ι εο ηηκέο ησλ   θαη 0r r , ηηο νπνίεο θαη λα ππνι νγίζεηε ζπλαξηήζ εη ησλ  ,m s . (γ) Γηα 
ηηκέο ησλ   θαη 0r  πνπ ππνι νγίζηε θαλ ζην εξώηεκα (β), δηεγείξνπκε ην ζύζηεκα από ηελ θαηάζηαζ ε  
ηζνξξνπίαο κε αξρηθή ηαρύηεηα 0 . Να ππνι νγίζεηε ηηο ζηαζεξέο  ,A B  θαζώο θαη ηελ ρξνληθή ζηηγκή 

0t  θαη ηελ απόζηαζε 0x  από ηελ ζέζε ηζνξξνπίαο, όπνπ ε  κάδα αληηζηξέθεη ηε θνξ ά θίλεζ εο, θαη λα 
ζρεδηάζεηε ηηο ( ), ( )x x t t   , ζεκεηώλνληαο ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηνπ ζρεδηαγξάκκαηνο.  (δ) 
Πνηά είλαη ηα βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο θίλεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κε 0r r , ζπγθξηλόκελα κε ηελ 
θίλεζε γ ηα ηηο δύν πεξηνρέο ηηκώλ, 0r r  θαη 0r r ; 
 

ΑΠΑΝΣΗΗ   (α) Δμίζσ ζε θ ίλεζ εο: 0r smx rx sx x x x
m m

        

(β) Αλ ππνζέζνπ κε όηη :  ( ) tx t A Bt e    

     

  2 2

( ) ( )

( ) ( ) 2

t t t t

t t t

x t A Bt e x Be A Bt e B A Bt e

x B e B A Bt e B A Bt e

   

  

  

      

   

  

         

           

 

Αληηθαζηζηώληαο 1ε θαη 2ε παξάγσγν ηνπ x ζηελ δηαθνξ ηθή εμίζσ ζε ηνπ εξσ ηήκαηνο (α) παίξλνπκε 

   2 22 0t t tr sB A Bt e B A Bt e A Bt e
m m

                    

Απι νπνηώληαο ησλ θνηλό εθζεηηθό όξν  θαη νκαδνπνηώληαο ηνπο ζπληει εζηέο ησλ όξσλ Α, Β, Βt, έρνπκε: 
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, πνπ πξέπεη λα ηζρύεη γηα θάζε ηηκή ησλ Α θαη Β, 

νπόηε, από ηνλ κεδεληζκό ηνπ ζπληει εζηή ηνπ Β, έρνπκε 
2
r
m

   (Κξίζ ηκε απόζβεζ ε) 

Από ηνλ κεδεληζκό ησλ ζπληει εζηώλ ησλ Α θαη Bt, (πνπ είλαη ίδηνη), παίξλνπκε 
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(γ) Οη αξρηθέο ζπλζήθεο (ζύ κθσ λα κε ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβι ήκαηνο) είλαη 0( 0) 0, ( 0)x t x t     . 
 Δθαξκ όδνληαο ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ζηελ ι ύζε  ( ) tx t A Bt e   , παίξλνπκε 

0 0( 0) 0 0 , ( 0)x t A x t B          

Οπόηε:  2
0( )

rt
mx t te



 . Σν ζεκείν αλαζηξνθήο ηεο θίλεζ εο ζε καίλεη 
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Καη ε ζέζε  αλαζηξνθήο ηεο πνξείαο 1 10
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Γηα ηηο δύν πεξηνρέο ηηκώλ έρνπκε, 0r r (ηζρπξή απόζ βεζε, αξγή απεξηνδηθή θίλεζε)  θαη 0r r  (αζζελή  
απόζβεζ ε, θζείλνπζα  πεξηνδηθή θίλεζ ε), ελώ γηα  0r r : ε  ηαρύηεξε δπλαηή απεξηνδηθή θίλεζ ε. 



Θέμα 2Α. ώκα κάδαο 1m  επξίζ θεηαη κεηαμύ δύν αθι όλεησλ 
ηνηρσκ άησλ κε ηα νπνία είλαη ζπλδεδεκέλν κε δύν ει αηήξηα 
ζηαζεξάο s , ην θαζέλα, θαη κπνξεί λα θηλείηαη ζε νξηδόληην επίπεδν 
ρσξ ίο ηξηβέο Από ην ζώκα θξέκεηαη, κε αβαξέο κε -εθηαηό λήκα 
κήθνπο L , ζ ώκα κάδαο 2m . ην ζώ κα 1m αζθ είηαη εμσηεξηθή 
αξκνληθή νξηδόληηα δύλακε  0( ) cosF t F t .  
(α) Να γξάς εηε ηηο εμηζώ ζεηο θίλεζεο, γηα κηθξέο απνκαθξύλζεηο 

από ηελ θαηάζηαζ ε ηζνξξνπίαο.  
(β) ηελ κόληκε θαηάζηαζε θίλεζεο, κε εληαία ζπ ρλόηεηα   (γηα όι εο ηηο ζπληζηώζεο ηνπ ζπζηήκαηνο), 
λα ππνι νγίζεηε ηα πι άηε ηαι άλησζ εο Α θαη Β ησλ δύν καδώλ 1m , 2m , σο ζπλαξηήζεηο ηεο ζπρλόηεηαο. 

Θεσξήζη ε 1 2[ ] [ ]cos( )x x A B t  θαη, γηα ι νγηζηηθή νηθνλνκία: 2
0 2 1

1
, 2gs m mm L    . 

(γ) Γηα πνηά ζπρλόηεηα δηέγεξζεο ην πει ίθν ησλ πι αηώλ Β/Α λα ηείλεη ζην άπεηξν; ρνι ηάζηε θαη 
εμεγείζηε ην θ αηλόκελν απηό κε θπζηθά επηρεηξήκαηα. 
 
ΑΠΑΝΣΗΗ 
 
(α) Έζησ όηη 1 2,x x  είλαη νη κεηαθηλήζεηο ησλ δύν καδώλ από ηηο ζέζεηο ηζνξξνπίαο ηνπο, ζε θάπνην 
ηπραίν ζηηγκηόηππν ηεο θίλεζήο ηνπο. Οη δηαθνξ ηθέο εμηζώζεηο θίλεζεο γξά θνληαη: 

1 1 12 xm x sx T   , θαη  2 2 xm x T  ,  όπνπ  ,xT Tsin ελώ, (ι όγσ ησλ κηθξώλ γσληώλ ηαι άλησζ εο), 

2 2 1
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         , νπόηε νη εμηζώζεηο 

θίλεζεο γξά θνληαη: 1 1 1 2 2 12 ( )gm x sx m x x
L

    , 2 2 2 2 1( )gm x m x x
L

   . Ιζνδύ λακα : 
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(β) ηελ πεξίπησζε πνπ 2
0 2 1

1
, 2gs m mm L    , έρνπκε: 
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Με ι ύζεηο 
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Ο θνηλόο παξνλνκ αζηήο είλαη ίζνο κε: 4 2 2 4
05 2o      νπόηε, αλ 2

1,2  είλαη νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ: 

2 2
1,2 0
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 , ηόηε γξάθεηαη σο:   4 2 2 4 2 2 2 2
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(γ) Με βάζε  ηα πξνεγνύκελα:  
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Σν πει ίθν ησλ πι αηώλ  
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 ηείλεη ζην άπεηξν όηαλ 0   

ρνι ηαζκ όο κε θπζηθά επηρεηξήκαηα: ε  ζπρλόηεηα 0  , γηα ηελ νπνία ηείλεη ζην άπεηξν ην πει ίθν 

Β/Α,  είλαη ίζε κε ηε θπζηθή ζπρλόηεηα ηαι άλησζ εο ηνπ εθθξεκνύο  2
0

g
L  , (ελώ ε  θπζηθή ζπρλόηεηα 

ηνπ ζώ καηνο κάδαο 1m  πνπ ζπλδέεηαη κε ηα δύν ει αηήξηα ζηαζεξάο s  ην θαζέλα, είλαη ε  2
1 02 2s m  ). 

Άξα, θαίλεηαη όηη, όηαλ ε  ζπρλόηεηα δηέγεξζεο ζ πκπίπηεη κε ηελ θπζηθή ζπρλόηεηα ηνπ εθθξεκνύο, ηόηε 
όι ε  ε  ηζρύο ηεο δηέγεξζεο πξνζθ έξεηαη ζην εθθξεκέο, κε απνηέι εζκ α ην δηθό ηνπ πι άηνο [Β] λα ηείλεη 
ζην άπεηξν, ελώ ην πι άηνο [Α] παξακέλεη ζπγθξηηηθά πνι ύ κηθξό. 
 
ΔΠΙΠΛΔΟΝ ΥΟΛΙΑΜΟ (ΚΑΝΟΝΙΚΔ ΤΝΣΔΣΑΓΜΔΝΔ Δ ΠΔΡΊΠΣΩΗ 0 0F  ) 
Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκ ό ησλ θαλνληθώλ κεηαβι εηώλ, πξνζδηνξίδνπκε πξώηα ην ι όγν ησλ πι αηώλ Α/Β γηα 
θάζε θαλνληθό ηξόπν ηαι άλησζ εο, από ηηο εμηζώζεηο (1α) ή (1β), παξαπάλσ. πγθεθξηκέλα : 

γηα ω=ω1, ε  ζρέζε :  2 2 2 1
0 1 1

1

5 17 3 17(1 ) (4 ) 2
2 4o o

Ba A B
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     . 

γηα ω=ω2, ε  ζρέζε :  2 2 2 2
2 2
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     . 

Oπόηε, ε γεληθή θίλεζε γ ξάθεηαη σο εμήο: 
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Απαι είθνληαο από ηηο (2α) θαη (2β) ελαι ι άμ ηνπο όξνπο κε ηελ κία ή ηελ άι ι ε  ζπρλόηεηα παίξλνπκε:  
 

1 2 1 1 1
3 17 3 17 17(2 ) (2 ) cos( )

4 4 2
a x x A t  

  
          

 
, άξα ε  πξώηε θαλνληθή 

ζπληεηαγκέλε, πνπ ηαι αληώλεηαη κε ηελ πξώηε ηδηνζπρλόηεηα είλαη ν ζπλδπαζκ όο   
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3 17
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Όκνηα, πξνθύπηεη ε δεύηεξε θ αλνληθή ζπληεηαγκέλε ηνπ ζπζηήκαηνο 1 2 2
3 17
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Θέμα 2Β. Γύν θπθι ώκαηα  1 1,L C  θαη  2 2,L C  είλαη ζπλδεδεκέλα 
κέζσ  αληίζηαζεο R , όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. 
(α) Γξάς ηε ηελ εμίζσ ζε Kirchhoff  γηα ηα δπλακηθά ζε  θάζε έλαλ από 
ηνπο δύν βξόρνπο πνπ δηαξξέν ληαη από ξεύκα 1 2,I I  αληίζηνηρα, θαη 
ζπζρεηίζηε ηα δύν ξεύκαηα κε ηα θνξ ηία ησλ αληίζηνηρσλ ππθλσηώλ. 
(β) Μεηαηξέςηε ηηο δύν εμηζώζεηο ηνπ εξσηήκαηνο (α) ζε νκνγελείο 
δηαθνξ ηθέο εμηζώζεηο δεύηεξεο ηάμεο κε ζηαζεξνύο ζπληει εζηέο, γηα 

ηα δύν ξεύκαηα 1 2,I I , σο ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ. 
(γ) Θεσξήζη ε όηη 1 2L L L   θαη 1 2C C C   θαη, εθκεηαι ι επόκελνη ηα ραξαθηεξηζηηθά ζπκκεηξίαο 
ησλ δύν εμηζώζεσ λ, λα παξάγεηε (κε θαηάι ι ε ι εο πξνζζ αθαηξέζεηο)  ηηο δηαθνξ ηθέο εμηζώζεηο πνπ 
ηθαλνπνηνύλ ηα 1 2aI I I    θαη  1 2bI I I   
(γ) Βξείηε ηηο ι ύζεηο γηα ηα ,a bI I   θαη γηα ηα  1 2,I I , σο ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ. Δμεγείζηε, κε θπζηθά 
επηρεηξήκαηα, πνπ νθ είι εηαη ε  πνηνηηθή δηαθνξ ά αλάκεζα  ζηνπο δύν θαλνληθνύο ηξόπνπο ηαι άλησζ εο, 
όζνλ α θνξ ά ηελ εμάξηεζ ή ηνπο από ηνλ ρξόλν.  
 
ΑΠΑΝΣΗΗ 
 
(α) Ο αλαι πηηθόο ππνι νγηζκόο ηεο «θίλεζεο » ησλ θνξ ηίσλ γίλεηαη σο εμήο. 

 
Αο ζεσ ξήζνπ κε σο ζεκείν κεδεληθνύ δπλακηθνύ (ρσξ ίο απηό λα κεηαβάι ι εη ηα ηειηθά 

ζπκπεξάζκ αηα) ηνλ θάησ θι άδν ηνπ θπθι ώκαηνο, όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. 
 
Κξαηάκε δηαθνξ εηηθνύο δείθηεο γηα θάζε βξόρν, πξνθεηκέλνπ λα είλαη θαλεξή ε  ζπλεηζθνξά ηνπ 

θάζε ζηνηρείνπ. 
 
Η εμίζσ ζε Kirchhoff γηα ηα δπλακηθά ζηνλ πξώην βξόρν γξάθεηαη: 

 1 1 1
1 1 2 1 2 1 2 1

1

, , ,dI q dqV L V V V R I I I
dt C dt

       , 

 
Όκνηα, γηα ηνλ δεύηεξν βξόρν έρνπκε : 

  2 2 1
1 2 2 21

1

,dI q dqR I I L I
dt C dt

     , 

 

(β-γ)  Γηα ησλ πξώην βξόρν:  1 1 1
1 1 2 11

1

,q dI dqL R I I I
C dt dt

     ,  

παξαγσγί δνληαο θαη αληηθαζηζηώληαο: 
 

   1 1 1 2 1 1 1 1 2 11 1
1 1

1 10 0L I R I I I L I R I I I
C C

          ,  (1α) 

Όκνηα, γηα ηνλ δεύηεξν βξόρν: 
 

   2 2 1 2 2 2 2 1 2 21 1
2 2

1 10 0L I R I I I L I R I I I
C C

          , (1β) 

 
(γ) Θεσξώ ληαο όηη 1 2L L L   θαη 1 2C C C   θαη, εθκεηαι ι επόκελνη ηα ραξαθηεξηζηηθά ζπκκεηξίαο 
ησλ δύν εμηζώζεσ λ (1α) θαη (1β), νη θαλνληθνί ηξόπνη ηαι άλησζ εο ζα πξνθύς νπλ κε πξνζζ αθαίξεζεο  
απηώλ ησλ ζρ έζεσ λ. 
 

V1 V2 V3 

L1 L2 

C1 C2 
I1 I2 

 



         1 2 1 2 1 2
1 11 1 0 0 ,A A AL I I I I I I I I I
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            . 

Άξα:  0 0
1cos ,AI A t
LC

        (2α) 

 

           1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 11 1 2 0 0 ,B B B B

RL I I R I I I I I I I I I I
C L LC

               Σν 

ραξαθηεξηζηηθό πνι πώλπκν ηεο ηειεπηαίαο δηαθνξ ηθήο εμίζσ ζεο είλαη ην 

 2 2 2
0 0

2 10,R
LCL

        κε ξίδεο :  
22

1,2 0
R Ri R L i
L L

       . 

Άξα:  cos
Rt
L

BI Be t 


  ,  
22

0 R L     (2β) 
 
Πξνζζα θαηξώληαο ηηο (2α) θαη (2β) παίξλνπκε ηηο ζρέζεηο γηα ηα 1 2,I I   
 
(δ) Λόγσ ηεο ζπκκεηξηθήο δνκήο ηνπ θπθι ώκαηνο, θαη κε βάζε ηελ εκπεηξία από αληίζηνηρα κεραληθά 
ζπζηήκαηα, κπνξνύ κε λα εηθάζνπ κε ηξόπνπο θίλεζεο ηνπ θνξ ηίνπ πνπ γίλνληαη κε ηνλ ίδην ξπζκό 
(ζπρλόηεηα) θαη γηα ηα δύν θπθι ώκαηα. 
  

 Γηα παξάδεηγκα,  αλ εμαζθ αι ηζηεί όηη ε  ηηκή θαη ε  θνξ ά ηνπ ξεύκαηνο είλαη ίδηα ζηνπο δύν 
βξόρνπο, ηόηε ε  αληίζηαζε R δελ δηαξξέεηαη θακία ρξνληθή ζηηγκή από ξεύκα, ν αληίζηνηρνο θι άδνο ζα 
κπνξνύ ζε λα είλαη θαη αλνηθην- θπθι σκ έλνο, νπόηε ν θύθι σκ α ηζνδπλακεί κε δύν απηεπαγσγέο 
(ζπλδεδεκέλεο ελ-ζεηξά, άξα 2L L  ) θαη, ζηε  ζπλέρεηα, κε δύν ρσξ εηηθόηεηεο (ζπλδεδεκέλεο ελ-
ζεηξά, άξα 2C C  ). ε απηή ηελ πεξίπησζε  ην ηζνδύλακν θύθι σκ α ηαι αληώλεηαη κε ζπρλόηεηα 

0
1 1

L C LC 

   , ίδηα κε ηελ ζπρλόηεηα ηαι άλησζ εο ηνπ θάζε θπθι ώκαηνο μερσξ ηζηά, όηαλ δελ 

αι ι ε ι επηδξά κε ην άι ι ν θύθι σκ α.  
Αληίζεηα, αλ εμαζθ αι ηζηεί όηη ε  ηηκή ηνπ ξεύκαηνο είλαη ίδηα ζηνπο δύν βξόρνπο θαη ε  θνξ ά 

αληίζεηε, ηόηε ε  κελ αληίζηαζε R δηαξξέεηαη από ην άζξνηζκ α ησλ δύν ξεπκάησλ, θάζε ρξνληθή ζ ηηγκή, 
ι όγσ δε ηεο ζπκκεηξίαο ησλ ζηνηρείσλ θαη ησλ ξεπκάησλ, ηα ζεκεία πνπ ζεκεηώλνληαη σο V1 θαη V2, 
έρνπλ ηελ ίδηα ηηκή δπλακηθνύ. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, νη απηεπαγσγέο είλαη ζπλδεδεκέλεο παξάι ι ε ι α, 
κεηαμύ ησλ ζεκείσ λ V2 θαη V1V3, θαη νη ρσξ εηηθόηεηεο είλαη ζπλδεδεκέλεο παξάι ι ε ι α, κεηαμύ ησλ 
ζεκείσ λ V=0 (γείσζε)  θαη V1V3. Δπνκέλσο, / 2L L  , θαη 2C C  . Άξα, ε  θπζηθή ζπρλόηεηα 

ηαι άλησζ εο (ζην όξην 0R ) ζα ήηαλ 0
1 1

L C LC 

   , ελώ ν εθζέηεο ηεο απόζβεζ εο ζα είλαη 

2
R R
L L

 , θαη επνκέλσο, ε  ζπρλόηεηα αζζελνύ ο απόζβεζ εο ζα είλαη   
22

0 R L     

 



 
Θέμα 3. Ιδαληθή ρνξδή, κε γξακκηθή ππθλόηεηα κάδαο ίζε κε   θαη κήθνο L , είλαη ηελησκ έλε κε ηάζ ε 
T  ελώ κπνξεί λα θηλείηαη ρσξ ίο ηξηβέο, θαηά κήθνο δύν νξηδόληησλ παξάι ι ε ι σλ ξάβδσλ, κε ηε βνήζεηα 
δύν δαθηπιηδηώλ, κε  ζε κεηαθέο κάδεο 0 0xm    θαη 0x Lm m  , αληίζηνηρα. (α) Με βάζε ηηο ζπλνξηαθέο 
ζπλζήθεο ζηα άθξα 0,x x L  , λα βξεζεί ε  ζ ρέζε ππνι νγηζκνύ ησλ ζπρλνηήησλ ησλ θαλνληθώλ 

ηξόπσλ ηαι άλησζ εο (ζηάζηκα θύκαηα) ηεο ρνξδήο. (β) ηελ πεξίπησζε  πνπ 
θαη ε  κάδα ηνπ δεύηεξνπ δαθηπιηδηνύ είλαη ακει εηέα  0 0m  , λα βξεζνύλ 
νη ζπρλόηεηεο n  θαη ηα αληίζηνηρα θπκαηαλύζκ αηα nk  ησλ θαλνληθώλ 
ηξόπσλ ηαι άλησζ εο, λα ζρεδηαζζνύ λ νη δύν πξώηνη ηξόπνη ηαι άλησζ εο, θαη 
λα γξαθεί ε  γεληθή θίλεζε ηεο ρνξδήο σο άζξνηζκ α ησλ θαλνληθώλ ηξόπσλ 
ηαι άλησζ εο. 
 (γ) ηελ πεξίπησζ ε (β), αλ ε  ρνξδή δηεγεξζεί, (από ηελ ζέζε  εξεκίαο) κε 

κία θαηαλνκή ηαρπηήησλ 0

0

, 0 / 2
( )

, / 2
u x L

u x
u L x L
  

 
  

, (όπσο ζην ζρήκα) λα 

πξνζδηνξηζζνύλ νη θάζεηο θαη ηα πι άηε (ζπληει εζηέο Fourier) ησλ 
δηαδνρηθώλ όξσλ ηνπ αζξνίζ καηνο πνπ αλαθέξεηαη ζην εξώηεκα (β) θαη λα 
γξαθεί απηό ην άζξνηζκ α πνπ πεξηγξάθεη ηελ θίλεζε ηεο ρνξδήο ( , )y y x t . 

 
ΑΠΑΝΣΗΗ 
(α) Καλνληθόο ηξόπνο ηαι άλησζ εο  
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πλνξηαθή ζπλζήθε: ζην 
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 (επεηδή δελ ππάξρεη ζεκεηαθή κάδα), άξα 

sin( ) 0 0     
 
πλνξηαθή ζπλζήθε: ζην  x L : 

2
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02, cos( )cos( ) sin( )cos( )o
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Άξα, 
2 2

2 0 0
0 cos( ) sin( ) tan( ) tan( )m m cm kL Tk kL kL kL k

Tk T


         

 
(β) ηελ πεξίπησζε πνπ θαη ε  κάδα ηνπ δεύηεξνπ δαθηπιηδηνύ είλαη 

ακει εηέα  0 0m  πξέπεη λα κεδελίδεηαη ε  παξάγσγνο 0
x L

y
x 

 
 

 
, 

νπόηε, πξνθύπηεη όηη sin( ) 0 nkL k n
L


    

 
Οη δύν πξώηνη ηξόπνη ηαι άλησζ εο θαίλνληαη ζην ζρήκα 
 
Η γεληθή θίλεζε ηεο ρνξδήο γξάθεηαη 
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Όπνπ ηα nk  έρνπλ νξηζηεί παξαπάλσ θαη ηα  ,n nA   πξνζδηνξίδνληαη από ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο 
απνκάθξπλζε ο – ηαρύηεηαο. 

(γ) ηελ γεληθή πεξίπησζε δ είμακε:      
1

, cos cosn n n n
n

y x t A k x t 




   

ύκθσ λα κε ηελ αξρηθή ζπλζήθε ηεο δηέγεξζεο κε θαηαλνκή ηαρπηήησλ αι ι ά «από ηελ θαηάζ ηαζε 

εξεκίαο», έρνπκε:          
1

, 0 0 , 0 cos cos 0 cos 0
2n n n n n

n
y x t y x t A k x 

  




           

Άξα,          
1 1

, cos cos cos sin
2n n n n n n
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Από ηελ αξρηθή ζπλζήθε  ησλ ηαρπηήησλ, έρνπκε 

     
1 100

( ) cos cos ( ) cos ( )n n n n n n n
n ntt

y u x A k x t u x A k x u x
t

  
 

 

 
     

 
   

Δπνκέλσο, ηα γηλόκελα n n nA B   είλαη νη ζπληει εζηέο Fourier ηεο ζπλάξηεζεο ( )u x  θαη κπνξνύ λ λα 

ππνι νγηζηνύλ, νπόηε πξνθύπηνπλ θαη νη nA  δεδνκέλνπ όηη νη n n
cck n
L


    είλαη γλσζ ηέο. 

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζ ε έρνπκε 
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Αληηθαζηζηώληαο ηελ ηηκή ηνπ n  παίξλνπκε : 0
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ΔΠΙΠΛΔΟΝ ΥΟΛΙΑΜΟ 

 
ην δηπι αλό ζρήκα θαίλνληαη δηαδνρηθά ζηηγκηόηππα ηεο 
θίλεζεο ηεο ρνξδήο, ι όγσ ηεο δηέγεξζεο κε ηελ δεδνκέλε 
θαηαλνκή ηαρπηήησλ. Παξαηεξνύκε όηη, γηα κηθξέο 
απνκαθξύλζεηο από ηελ θαηάζηαζ ε εξεκία, ε  ρνξδή 
«ζπκάηαη» ηελ θαηαλνκή ηαρπηήησλ, αι ι ά, γηα κεγάι εο 
απνκαθξύλζεηο, πξνζαξ κόδεηαη κάι ι νλ ζηηο ζπλνξηαθέο 
ζπλζήθεο. 
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Θέμα 4. Γύν θεξαίεο εθπνκπήο ζθ αηξηθνύ θύκαηνο ζύκθσλε ο 
ε ι εθηξνκαγλεηηθήο αθηηλνβνιίαο, ζπρλόηεηαο 3f MHz , είλαη 
ηνπνζεηεκέλεο ζε απόζηαζε 50D m  κεηαμύ ηνπο θαη εθπέκπνπλ 
κε θπθι ηθά νκνηόκνξθ ν ηξόπν ζην νξηδόληην επίπεδν, ε  θάζε κία. 
Μεηαμύ ησλ δύν θεξαηώλ κπνξεί λα δεκηνπξγε ζεί ει εγρόκελε 
δηαθνξ ά θάζε ο  . (α) Τπνι νγίζηε ηελ γσληαθή θαηαλνκή ηεο 
ζπλνι ηθήο έληαζ εο, ( )I I  , σο ζπλάξηεζε ηεο γσλίαο  , σο πξνο 
ηελ κεζνθ άζεην ησλ δύν γσληώλ,  ζην νξηδόληην επίπεδν, ζε  
απόζηαζ ε 100R km  από ην κέζνλ ησλ δύν θεξαηώλ, όηαλ ε  
δηαθνξ ά θάζε ο ηνπο είλαη 0  , θαη πξνζδηνξίζηε ηηο γσλίεο 
κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο εθπνκπήο. ρνι ηάζηε ην απνηέι εζκ α.  
(β) Τπνι νγίζηε ηελ θαηάι ι ε ι ε  δηαθνξ ά θάζε ο πνπ πξέπεη λα 

εηζάγεη θαλείο κεηαμύ ησλ δύν θεξαηώλ ώζ ηε, επί ηνπ νξηδόληηνπ επηπέδνπ, λα θαηεπζύλεη ηελ κέγηζηε 
εθπεκπόκελε ηζρύ θαηά κήθνο ηεο επζείαο πνπ ζπλδέεη ηηο δύν θεξαίεο. 
[Τπνδείμεηο: Θεσξήζη ε όηη ε  ηαρύηεηα δηάδνζε ο ησλ ε ι εθηξνκαγλεηηθώλ θπκάησλ είλαη 8 13 10c ms  , 
θαη θάληε ηηο θαηάι ι ε ι εο πξνζεγγίζεηο, θαηά ηνπο ππνι νγηζκνύο, δεδνκέλνπ όηη R D ] 
 
 
ΑΠΑΝΣΗΗ 
 

Με βάζε ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβι ήκαηνο, ζπρλόηεηα 
3f MHz , ηαρύηεηα δηάδνζε ο ησλ ε ι εθηξνκαγλεηηθώλ θπκάησλ 

8 13 10c ms  , θαη ηε ζεκει ηώδε ζρέζε ηεο θπκαηηθήο c f   
ππνι νγίδνπκε ην κήθνο θύκαηνο ηεο αθηηλνβνι ίαο  
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.  Άξα  2D  . 

Θεσξνύ κε ζεκείν παξαηήξεζε ο Α, ην νπνίν απέρεη από ηηο πεγέο 
Π1 θαη Π2 απνζηάζεηο r1 θαη r2, αληίζηνηρα. Δπεηδή νη πεγέο είλαη 
ζύ κθσ λεο, ζην ζεκ είν Α αζξνί δνληαη ηα πι άηε θαη ε  έληαζε 
ππνι νγίδεηαη αλάι νγε  ηνπ ηεηξαγώλνπ ηνπ κέηξνπ ηνπ ζπλνι ηθνύ 
πι άηνπο. Δπεηδή νη θεξαίεο εθπέκπνπλ ζθ αηξηθό θύκα, ην ζπλνι ηθό 

πι άηνο ηνπ θύκαηνο ζην ζε κείν Α είλαη  

    1 20 0
1 1 2 2

1 2
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Ο όξνο kr  ζηνλ παξάγνληα θάζε ο ησλ δύν νδεπόλησλ ζθ αηξηθώλ θπκάησλ έρεη ηάμε κεγέζνπο 
5 3

2

2 2 10 2 10
10

kr R m kr
m

 



     . Δπνκέλσο, νη κηθξνκ εηαβνι έο ησλ r1 θαη r2, θαζώο αι ι άδεη ε  

γσλία ζ, είλαη αηζζεηέο σο πνι ι απι άζηα ηνπ 2π. Αληίζεηα, ζηνπο παξνλνκαζηέο ησλ πι αηώλ κπνξεί λα 

ζεσ ξεζεί, κε θαι ή πξνζέγγηζε, όηη 0 0 0

1 2

E E E
r r R
  . Δπίζεο, κε βάζε ηελ πνι ύ κεγάι ε  απόζηαζ ε R ηνπ 

ζεκείνπ  παξαηήξεζε ο ζ ε ζρέζε κε ηελ απόζηαζε D ησλ δύν πεγώλ, κπνξνύ κε λα ζεσ ξήζνπ κε όηη ε  
γσλία πνπ ζρε καηίδνπλ θαη νη δύν απνζηάζεηο r1 θαη r2 κε ηελ κεζνθ άζεην ζηηο πεγέο είλαη πεξίπνπ ίδηα 
θαη ίζε κε ζ. Με βάζε ηηο πξνεγ νύκελεο πξνζεγγίζεηο, αλ θέξνπκε ηελ Π1Κ θάζεην ζηελ Π2Α έρνπκε 

2 1 2 1 sinr r r D      , θαη απηό γηα ηνλ ππνι νγηζκό ησλ παξαγόλησλ θάζε ο κόλν, ζύ κθσ λα κε ηα 
παξαπάλσ, ν πόηε: 
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Αληηθαζηζηνύκε ηελ δηαθνξ ά 2 1 sinr r D    θαη δηακνξθ ώλνπκε ηελ παξάζηαζ ε σο εμήο 
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Η έληαζε είλ αη αλάι νγε ηνπ ηεηξαγώλνπ ηνπ κέηξνπ ηνπ ζπλνι ηθνύ πεδίνπ 
2

* 202 cos sin
2

E DI E E k
R  

   
    

  
 

Αληηθαζηζηώληαο όπνπ 2k 


   θαη  

2
D 
  παίξλνπκε  
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 Δπνκέλσο, νη γσλίεο κέγηζηεο εθπνκπήο είλαη θαηά 
κήθνο ηεο κεζνθ αζέηνπ ζηελ επζεία πνπ ελώλεη ηηο δύν 
θεξαίεο, ζ=0ν θαη ζ=180ν, ελώ νη γσλίεο ει άρηζηεο 
εθπνκπήο είλαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα πνπ ελώλεη ηηο δύν 
θεξαίεο, ζ=90ν θαη ζ=270ν. 
 
Σα απνηει έζκ αηα είλαη αλακελόκελα, δεδνκέλνπ όηη νη 
δύν θεξαίεο έρνπλ αξρηθή δηαθνξ ά θάζε ο 0   θαη 
επνκέλσο, θαηά κήθνο ηεο κεζνθ αζέηνπ, εμαθνι νπζνύλ 
ηα δύν θύκαηα λα έρνπλ κεδεληθή δηαθνξ ά θάζ εο αθνύ 
δηαλύνπλ ηελ ίδηα απόζηαζε. Αληίζεηα, θαηά κήθνο ηνπ 
άμνλα πνπ ελώλεη ηεο δύν θεξαίεο, ε  δηαθνξ ά θάζε ο 

κεηαμύ ησλ δύν θπκάησλ είλαη ίζε κε π (180ν) αθνύ   θαζνξί δεηαη από ηελ κεηαμύ ηνπο απόζηαζε ε  νπνία 
είλαη ίζε  κε κηζό κήθνο θύκαηνο. 
 
 
(γ) Γηα λα θαηεπζύλνπκε ηελ κέγηζηε εθπεκπόκελε ηζρύ θαηά κήθνο ηεο επζείαο πνπ ζπλδέεη ηηο δύν 
θεξαίεο, πξέπεη λα αλαηξέζνπ κε ηελ δηαθνξ ά θάζεο π ηελ νπνία πξνθαι εί ε  δηαθνξ ά δξόκνπ ι /2, άξα 
πξέπεη λα πξνζζ έζνπ κε άι ι ν έλα    . 
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