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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 
Οι σηµειώσεις αυτές προορίζονται για χρήση στο µάθηµα Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας που διδά-
σκεται στο δεύτερο εξάµηνο σε όλους τους φοιτητές της Σχολής Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και 
Φυσικών Επιστηµών του Εθνικού Μετσοβίου Πολυτεχνείου. Το µάθηµα διδάσκεται για ένα εξάµηνο, 
δύο ώρες την εβδοµάδα. Βασίζεται κυρίως στα κεφάλαια 4 και 10 έως και 13 του πρώτου τόµου (C. 
Kittel κ.ά., Μηχανική) και στο κεφάλαιο 5 του δεύτερου τόµου (E.M. Purcell, Ηλεκτρισµός και Μα-
γνητισµός) της σειράς Φυσικής του Berkeley (Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Ε.Μ.Π.). 
 Ιδιαίτερο βάρος δόθηκε στα Παραδείγµατα και τα Προβλήµατα που περιλαµβάνονται στις ση-
µειώσεις. Εκτός από τα 10 Παραδείγµατα, τα οποία επεξηγούνται λεπτοµερώς εντός κειµένου, δίνο-
νται και 50 Προβλήµατα για λύση από τον αναγνώστη. Οι πλήρεις λύσεις όλων αυτών των προβληµά-
των δίνονται στο τέλος του τεύχους. Για να έχει το όµως µέγιστο όφελος από τα προβλήµατα, ο ανα-
γνώστης πρέπει, πριν καταφύγει στη λύση ενός προβλήµατος, που δίνεται, να κάνει µια σοβαρή προ-
σπάθεια να λύσει ο ίδιος το πρόβληµα. Ως βοήθεια προς αυτή την κατεύθυνση, σε πολλές περιπτώ-
σεις, οι απαντήσεις των Προβληµάτων δίνονται µαζί µε την αρχική εκφώνηση.    
 Οι σηµειώσεις θα πρέπει να χρησιµοποιηθούν µαζί µε τα συγγράµµατα που αναφέρθηκαν, µε τα 
οποία και αλληλοσυµπληρώνονται. Έχουν συµπληρωθεί µε πολλά θέµατα, τα οποία αναφέρονται κυ-
ρίως στις εφαρµογές της θεωρίας, χωρίς βεβαίως να αποτελούν µια πλήρη παρουσίαση της Ειδικής 
Θεωρίας της Σχετικότητας. Για τον σκοπό αυτό, συνιστάται η προσφυγή στη γενική βιβλιογραφία που 
παρατίθεται και σε άλλα πιο προχωρηµένα συγγράµµατα. 
 
    Κ. Χριστοδουλίδης 
    Αθήνα 
    1 Μαρτίου 2010 
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Ειδική θεωρία της σχετικότητας. Τυπολόγιο. 
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Κεφάλαιο 1 
 

ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 
 
Η ιστορία της Θεωρίας της Σχετικότητας είναι ένα πολύ ενδιαφέρον θέµα, που εξετάζεται λεπτοµερώς 
σε πολλά συγγράµµατα. Στο κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούµε µόνο στα σηµαντικότερα γεγονότα που 
οδήγησαν στη διατύπωση της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας. Για περισσότερες πληροφορίες, ο 
αναγνώστης παραπέµπεται στα εξειδικευµένα βιβλία για την ιστορική εξέλιξη της Θεωρίας1,2,3,4,5.  
 
 
 Τα κυριότερα γεγονότα στην ιστορία της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας.  

   

 • 1632 Ο Γαλιλαίος δηµοσιεύει το βιβλίο του: ∆ιάλογοι σχετικά µε τα δύο κύρια κοσµικά συ-
στήµατα – το Πτολεµαϊκό και το Κοπερνίκειο.  

• 1676  Η πρώτη µέτρηση της ταχύτητας του φωτός από τον Ραίµερ (Römer). 
• 1687 ∆ηµοσίευση του βιβλίου του Νεύτωνα: Μαθηµατικές αρχές της Φυσικής Φιλοσοφίας 
  (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica). 
• 1782 Μπράτλεϋ (Bradley). Ανακάλυψη του φαινοµένου της αποπλάνησης του φωτός. 
• 1842 Φαινόµενο Ντόπλερ (Doppler).  
• 1851 Επίδειξη της περιστροφής της Γης µε το εκκρεµές του Φουκώ (Foucault).   
• 1849 Φιζώ (Fizeau), 1862 Φουκώ (Foucault). Μέτρηση της ταχύτητας του φωτός στο εργα-

στήριο. 
• 1851 Φιζώ. Μέτρηση της ταχύτητας του φωτός σε κινούµενο νερό. 
• 1856-1864  Μάξγουελ (Maxwell). ∆ιατύπωση της θεωρίας του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. 
• 1881 Το πρώτο πείραµα των Μάικελσον και Μόρλυ (Michelson-Morley). 
• 1883 ∆ηµοσίευση του βιβλίου του Μαχ (Mach),  Die Mechanik in ihrer Entwicklung. 
• 1887 Βελτιωµένο πείραµα των Μάικελσον και Μόρλυ. 
• 1896 Ανακάλυψη της ραδιενέργειας από τον Μπεκερέλ (Becquerel). 
• 1894-1896  Ανακάλυψη του ηλεκτρονίου από τον Τόµσον (J.J. Thomson). 
• 1902 Μελέτη της κίνησης σχετικιστικών σωµατιδίων µέσα σε ηλεκτρικό και µαγνητικό πε-

δίο, από τον Κάουφµαν (Kaufmann). 
• 1892-1904  ∆ηµοσιεύσεις του Λόρεντζ (Lorentz) για την ηλεκτροδυναµική των κινουµένων 
  σωµάτων. 
• 1895-1905   ∆ηµοσιεύσεις του Πουανκαρέ (Poincaré) για τη σχετικότητα. 
• 1905 ∆ηµοσίευση του άρθρου του Άινστάιν (Einstein) ‘Περί της ηλεκτροδυναµικής των  
  κινουµένων σωµάτων’, Ann. d. Phys. 17, 891. 
• 1909 ∆ιάλεξη του Μινκόβσκι (Minkowski) για τον χώρο και τον χρόνο, Phys. Zs. 10, 104. 
 

 

 

                                                 
1 E.T. Whittaker, A History of the Theories of Aether and Electricity. Vol. 1: The classical theories (2nd ed. 

1951), Vol. 2: The modern theories 1900-1926, (1953). London, Nelson. 
2 M. Born, (1964). Einstein's Theory of Relativity. Dover Publications. 
3 A. Pais (1982). 'Subtle is the Lord...' The Science and the life of Albert Einstein. Oxford. 
4 O. Darrigol, (2000), Electrodynamics from Ampère to Einstein, Oxford: Clarendon Press 
5 Θ. Αραµπατζής και Κ. Γαβρόγλου (επιµ.) (2006). Ο Αϊνστάιν και η Σχετικότητα. Ιστορικές µελέτες. Πανεπιστη-

µιακές Εκδόσεις Κρήτης.  
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1.1  Ο Ραίµερ και η ταχύτητα του φωτός 

Στην εποχή των µεγάλων εξερευνήσεων, το πρόβληµα του προσδιορισµού του γεωγραφικού µήκους 
έγινε πολύ σηµαντικό. Το γεωγραφικό πλάτος µπορούσε να προσδιοριστεί εύκολα, µε τη µέτρηση της 
γωνίας πάνω από τον ορίζοντα στην οποία βρίσκεται ο Πολικός Αστέρας. Ο προσδιορισµός του γεω-
γραφικού µήκους όµως παρουσίαζε σηµαντικές δυσκολίες. Αν υπήρχε πάνω στο καράβι ένα ρολόι 
που έδινε την ώρα σε κάποιο σηµείο αναφοράς της Γης, του οποίου το γεωγραφικό µήκος είναι γνω-
στό, η διαφορά του γεωγραφικού µήκους του καραβιού από αυτό του σηµείου αναφοράς θα µπορούσε 
να βρεθεί παρατηρώντας για παράδειγµα πότε ο Ήλιος ή κάποιο άστρο µεσουρανεί στο σηµείο που 
βρίσκεται το καράβι. Η διαφορά µεταξύ των δύο τοπικών ωρών θα έδινε τότε τη διαφορά στα γεω-
γραφικά µήκη. Το πρόβληµα όµως προέκυπτε από τη δυσκολία να µεταφέρει το καράβι ένα ρολόι που 
να έδινε αξιόπιστο χρόνο για µεγάλα χρονικά διαστήµατα στις συνθήκες κίνησης του καραβιού. Το 
θέµα αυτό ήταν τόσο σηµαντικό, που το Βρετανικό κοινοβούλιο θεσµοθέτησε αξιοσέβαστο οικονοµι-
κό βραβείο (£20 000, ισοδύναµο σήµερα µε €4 εκατοµµύρια, περίπου) για την κατασκευή ενός τέτοιου 
αξιόπιστου ρολογιού. Ο άγγλος ωρολογοποιός John Harrison κατόρθωσε να κατασκευάσει και να τε-
λειοποιήσει το ναυτικό χρονόµετρο, την περίοδο 1735-1772, και να εισπράξει την αµοιβή, µετά από 
πολλές ταλαιπωρίες.       
 Ο Γαλιλαίος είχε διεκδικήσει το 1616 ένα παρόµοιο βραβείο του βασιλιά της Ισπανίας Φίλιππου 
ΙΙΙ, προτείνοντας τη χρήση, ως ρολογιού, του συστήµατος του πλανήτη ∆ία και των τότε γνωστών 
δορυφόρων του, τους οποίους, σηµειωτέον, ο ίδιος είχε ανακαλύψει χρησιµοποιώντας το τηλεσκόπιό 
του6. Η παρατήρηση των εκλείψεων ενός από τους δορυφόρους του ∆ία, καθώς αυτός µπαίνει στη 
σκιά του ∆ία, θα έδινε, µέσω πινάκων, την τοπική ώρα ενός σηµείου αναφοράς γνωστού γεωγραφικού 
µήκους. Το γεωγραφικό µήκος του σηµείου παρατήρησης θα µπορούσε να προσδιοριστεί όπως ανα-
φέρθηκε πιο πάνω. Η µέθοδος όµως απεδείχθη µη αξιοποιήσιµη, λόγω της δυσκολίας παρατήρησης 
των εκλείψεων από ένα καράβι και των ανακριβειών στους πίνακες του Γαλιλαίου.  
 Ο ∆ανός αστρονόµος Ραίµερ (Ole Christensen Rømer, 1644-1710), ασχολήθηκε µε το ίδιο πρό-
βληµα στο αστεροσκοπείο Uraniborg, που είχε ιδρυθεί από τον Τύχο Μπράχε, στο νησί Hven. Ο Jean 
Picard και αυτός, παρατήρησαν, το 1671, συνολικά 140 εκλείψεις της Ιούς, του δορυφόρου του ∆ία. 
Συγκρίνοντας τους χρόνους των εκλείψεων µε αυτούς που µέτρησε ο Κασσίνι (Giovanni Domenico 
Cassini, 1625-1712) στο Παρίσι, προσδιόρισαν τη διαφορά στα γεωγραφικά µήκη των δύο αστερο-
σκοπείων. Επί τη ευκαιρία, ο Κασσίνι είχε παρατηρήσει κάποιες ασυµφωνίες στις παρατηρήσεις του 
των εκλείψεων των δορυφόρων του ∆ία, τις οποίες απέδωσε στην πεπερασµένη ταχύτητα του φωτός. 
Σε µια εργασία του µάλιστα, το 1675, αναφέρει ότι «το φως φαίνεται να χρειάζεται 10 µε 11 λεπτά για 
να διανύσει την ακτίνα της τροχιάς της Γης»! Αυτό θα έδινε µια ταχύτητα του φωτός µεταξύ 2,3  και 

82,5 10  m/s× . Ο Κασσίνι όµως δεν έδωσε συνέχεια στο θέµα. 
 Ο Ραίµερ συνέχισε, στο Παρίσι πια, να παρατηρεί τον δορυφόρο του ∆ία Ιώ, και πράγµατι διαπί-
στωσε ότι η πεπερασµένη ταχύτητα του φωτός επηρέαζε τους χρόνους παρατήρησης των εκλείψεων. 
Σε µια δραµατική κίνηση µάλιστα, τον Σεπτέµβριο του 1676, ανακοίνωσε στη Γαλλική Ακαδηµία των 
Επιστηµών ότι, η έκλειψη της Ιούς, η οποία σύµφωνα µε τις µετρήσεις που είχε κάνει ο ίδιος τον Αύ-
γουστο αναµενόταν να συµβεί 45 δευτερόλεπτα µετά τις 5:25 π.µ. στις 9 Νοεµβρίου, θα καθυστερήσει 
ακριβώς 10 λεπτά! Παρ’ όλη τη δυσπιστία τους, οι αστρονόµοι του Βασιλικού Αστεροσκοπείου στο 
Παρίσι διαπίστωσαν ότι πράγµατι η έκλειψη εκείνη έγινε µε καθυστέρηση 10 λεπτών. Μερικές µέρες 

                                                 
6 Η θεµελίωση του επιστηµονικού τρόπου σκέψης δεν ήταν τόσο εύκολη υπόθεση όσο πιθανώς να φαίνεται. Την 
ίδια χρονική περίοδο (1611), ο Φλωρεντινός αστρονόµος Φραντσέσκο Σίτσι υποστήριξε, αντιδρώντας στην 
ανακάλυψη των δορυφόρων του ∆ία από τον Γαλιλαίο, ότι δεν µπορούν να υπάρχουν δορυφόροι γύρω από τον 
∆ία για τους ακόλουθους λόγους: «Υπάρχουν επτά παράθυρα στο πρόσωπο, δύο ρουθούνια, δύο αυτιά, δύο 
µάτια και ένα στόµα· έτσι και στον ουρανό υπάρχουν δύο ευοίωνα άστρα, δύο δυσοίωνα, δύο φωτεινά και ο 
Ερµής µόνος του, αναποφάσιστος και αδιάφορος. Από αυτά και πολλά άλλα φυσικά φαινόµενα, όπως τα επτά 
µέταλλα κ.λπ., των οποίων η απαρίθµηση θα ήταν ανιαρή, συµπεραίνουµε ότι ο αριθµός των πλανητών είναι 
αναγκαστικά επτά... Εξάλλου, οι Εβραίοι και τα υπόλοιπα αρχαία έθνη, όπως και οι σύγχρονοι Ευρωπαίοι, έ-
χουν υιοθετήσει τη διαίρεση της εβδοµάδας σε επτά ηµέρες και οι ηµέρες έχουν πάρει τα ονόµατά τους από 
τους επτά πλανήτες: αν αυξήσουµε λοιπόν τον αριθµό των πλανητών, ολόκληρο αυτό το σύστηµα γκρεµίζε-
ται... Επιπλέον, οι δορυφόροι δεν είναι ορατοί διά γυµνού οφθαλµού και άρα δεν µπορούν να ασκήσουν κά-
ποια επίδραση στη Γη και άρα θα ήταν άχρηστοι και άρα δεν υπάρχουν.» Βλ. π.χ. G. Holton, Εισαγωγή στις 
Έννοιες και τις Θεωρίες της Φυσικής Επιστήµης. Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Ε.Μ.Π., 2002. σελ. 65. 
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αργότερα, ο Ραίµερ εξήγησε στα µέλη της Ακαδηµίας ότι η καθυστέρηση οφειλόταν στο γεγονός ότι 
µεταξύ Αυγούστου και Νοεµβρίου η απόσταση ∆ία-Γης είχε αυξηθεί, και έτσι το φως χρειαζόταν 10 
λεπτά περισσότερο χρόνο για να φτάσει στη Γη. Η γεωµετρία του προβλήµατος φαίνεται στο Σχ. 1.1, 
από άρθρο άγνωστου συγγραφέα σχετικά µε την ανακοίνωση του Ραίµερ. Η Γη κινείται γύρω από τον 
Ήλιο (Α) περνώντας, διαδοχικά από τα σηµεία FGHLK. Ο ∆ίας κινείται µε αρκετά µικρότερη ταχύτη-
τα πάνω στην τροχιά του και µπορεί, σε πρώτη προσέγγιση να θεωρηθεί ακίνητος. Η Ιώ φαίνεται στο 
σηµείο C να µπαίνει στη σκιά του ∆ία (Β), στιγµή που σηµατοδοτεί την αρχή της έκλειψης. Αν οι µε-
τρήσεις τον Αύγουστο είχαν γίνει όταν η Γη βρισκόταν στο σηµείο L της τροχιάς της, τον Νοέµβριο 
θα βρισκόταν στο σηµείο K, δηλαδή σε µια απόσταση από τον ∆ία µεγαλύτερη κατά το µήκος LK, 
και τα 10 λεπτά της καθυστέρησης ήταν ο χρόνος που χρειαζόταν το φως για να διανύσει αυτήν την 
επιπρόσθετη απόσταση.    
 Αυτό που ουσιαστικά είχε παρατηρήσει ο Ραίµερ ήταν µια εκδήλωση του φαινοµένου που αργότε-
ρα έγινε γνωστό ως φαινόµενο Ντόπλερ. Περιοδική πηγή στην περίπτωση αυτή ήταν το σύστηµα ∆ίας-

Ιώ, και παρατηρητής ο ίδιος, πάνω στην κινού-
µενη Γη. ∆ιαπίστωσε ότι η συχνότητα των ε-
κλείψεων ήταν µεγαλύτερη όταν η Γη πλησίαζε 
τον ∆ία (π.χ. διαδροµή FG στην τροχιά) από ό,τι 
όταν η Γη αποµακρυνόταν από τον ∆ία (π.χ. 
διαδροµή LK). Την περίοδο της Ιούς στην τρο-
χιά της τη βρήκε ίση µε 42,5 ώρες, µε µετρήσεις 
που έκανε όταν η Γη βρισκόταν στο πλησιέστε-
ρο στον ∆ία σηµείο, Η, και η σχετική ταχύτητα 
των δύο πλανητών δεν είχε εποµένως ακτινική 
συνιστώσα. Παρατήρησε επίσης ότι 40 περιφο-
ρές της Ιούς στην τροχιά της διαρκούσαν 22 λε-
πτά λιγότερο χρόνο παρατηρούµενες καθώς η 
Γη πλησίαζε τον ∆ία, από ό,τι ο ίδιος αριθµός 
περιφορών όταν η Γη αποµακρυνόταν από αυ-
τόν. Με βάση αυτές τις µετρήσεις, ο Ραίµερ συ-
µπέρανε πως το φως ταξιδεύει σε 22 λεπτά την 
ίδια απόσταση που η Γη διανύει σε 80 περιόδους 
της Ιούς (προφανώς αγνόησε τη διαφορά του 
µήκους του τόξου FG από αυτό της χορδής FG).  
 Ο ίδιος ο Ραίµερ δεν υπολόγισε την ταχύτητα 
του φωτός από τις µετρήσεις του. Αν το είχε κά-
νει, θα έβρισκε για το λόγο /c υ  της ταχύτητας 
c του φωτός προς την τροχιακή ταχύτητα υ της 
Γης:  

             80 42,5 60 9300
22

c
υ

× ×
= = .           (1.1) 

Με την αποδεκτή τότε απόσταση Ηλίου-Γης των 6140 10  km× , η τροχιακή ταχύτητα της Γης θα ήταν 
28,3 km/s  και, εποµένως, 260 000 km/sc = . Αντί του Ραίµερ, την ταχύτητα του φωτός υπολόγισε ο 
Χόιχενς (Christian Huygens), ο οποίος όµως µετά από αλληλογραφία µε τον Ραίµερ, απεκόµισε την 
εσφαλµένη εντύπωση ότι αυτός ισχυριζόταν πως το φως χρειάζεται 22 λεπτά για να διανύσει τη διάµε-
τρο της τροχιάς της Γης, βρίσκοντας έτσι µια ταχύτητα για το φως 220 000  km/s. Στο βιβλίο του Op-
ticks, ο Νεύτωνας, το 1704, πιθανότατα βασιζόµενος στις µετρήσεις του Ραίµερ, αναφέρει ότι το φως 
χρειάζεται 7 έως 8 λεπτά για να διανύσει την απόσταση Ηλίου-Γης αντί του ορθού χρόνου των 8 λε-
πτών και 20 δευτερολέπτων. Με την απόσταση Ηλίου-Γης, σύµφωνα µε τον Νεύτωνα, ίση µε 670 10×  
µίλια, η ταχύτητα του φωτός προκύπτει να έχει τιµή µεταξύ 235 000  και 270 000  km/s. 
 Ανεξαρτήτως της ακρίβειας µε την οποία η ταχύτητα του φωτός υπολογίστηκε από τις µετρήσεις 
του Ραίµερ, η σηµασία των µετρήσεων αυτών µπορεί να συνοψιστεί ως εξής: 

1. Για πρώτη φορά µετρήθηκε µια παγκόσµια σταθερά. 

 
 

Σχήµα 1.1  Σχετικές θέσεις της Γης, 
ως προς τον ∆ία (Β), καθώς αυτή κινείται 
στην τροχιά της γύρω από τον Ήλιο (Α). 

(Από µια αναφορά άγνωστου συγγραφέα, 
το 1676, στις παρατηρήσεις του Ραίµερ.) 
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2. Η ταχύτητα του φωτός βρέθηκε πράγµατι να είναι πολύ µεγάλη, αλλά πεπερασµένη. 
3. ∆ιαπιστώθηκε ότι οι αστρονόµοι πρέπει να λαµβάνουν υπόψη την πεπερασµένη ταχύτητα του φω-
τός στις χρονοµετρήσεις τους των ουρανίων φαινοµένων.  

 
Επίλογος 

Το ναυτικό χρονόµετρο του Harrison, µολονότι εξαιρετικά χρήσιµο, ήταν πανάκριβο, κοστίζοντας 
αρχικά περίπου όσο και το 30% ενός πλοίου! Από στοιχεία της εποχής, φαίνεται ότι, τελικά, δεν χρη-
σιµοποιήθηκε ευρέως. Ακόµη και ένα σηµερινό κοινό ρολόι χαλαζία θα ήταν ακριβέστερο. Σήµερα, 
µπορεί κανείς να προµηθευτεί, χωρίς µεγάλο κόστος, µια συσκευή GPS (Global Positioning System) η  
οποία δίνει τη θέση του σε οποιοδήποτε σηµείο του πλανήτη µε ακρίβεια περίπου 5 m (Σχ. 1.2). Το 
σύστηµα αυτό βασίζεται σε ακριβή χρονοµέτρηση µε ατοµικά ρολόγια που περιφέρονται γύρω από τη 
Γη µέσα σε 24 έως 32 τεχνητούς δορυφόρους. Είναι όµως ενδιαφέρον να αναφερθεί ότι για να λει-
τουργήσει το σύστηµα απαιτούνται και δύο διορθώσεις, οφειλόµενες σε σχετικιστικά φαινόµενα. Η 
µία διόρθωση προβλέπεται από την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας και οφείλεται στο ότι τα ατοµικά 
ρολόγια στους δορυφόρους υστερούν κατά 7,2 µs την ηµέρα σε σύγκριση µε αυτά στη Γη, λόγω της 
κίνησής τους ως προς αυτά. Η δεύτερη διόρθωση προβλέπεται από τη Γενική Θεωρία της Σχετικότη-
τας και οφείλεται στο ότι τα ρολόγια στους δορυφόρους κερδίζουν περίπου 45,9 µs την ηµέρα σε σύ-
γκριση µε αυτά στη Γη, λόγω της διαφοράς βαρυτικού δυναµικού ανάµεσα στα σηµεία στα οποία οι 
δύο οµάδες ρολογιών βρίσκονται. Μια ολική σχετικιστική διόρθωση ίση µε 38,6 µs την ηµέρα, ή 0,45 
µέρη στο δισεκατοµµύριο, είναι απαραίτητη.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(α)                                                                   (β) 
 

Σχήµα 1.2  Συσκευές GPS: (α) Φορητή µε χάρτη πόλης, και (β) σε ρολόι χεριού.   
 
 
 Οι µετρήσεις του Ραίµερ, που σκοπό είχαν τη λύση ενός προβλήµατος στη ναυσιπλοΐα, οδήγησαν 
στον προσδιορισµό της ταχύτητας του φωτός, η οποία έπαιξε καθοριστικό ρόλο στη διατύπωση της 
Θεωρίας της Σχετικότητας, χωρίς την οποία θα ήταν αδύνατο να λειτουργήσει το σύγχρονο σύστηµα 
ακριβούς εντοπισµού σε κάθε σηµείο του πλανήτη!  
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1.2  Η αποπλάνηση του φωτός 

Ο Αρίσταρχος ο Σάµιος διετύπωσε τον 3ο αιώ-
να π.Χ. την ηλιοκεντρική θεωρία, πιθανώς ε-
πηρεασµένος από τις αντιλήψεις του Ηρακλείδη 
του Ποντικού (4ος αιώνας π.Χ.). Σύµφωνα µε 
αυτήν, ο Ήλιος βρίσκεται στο κέντρο του σύ-
µπαντος και γύρω από αυτόν περιφέρονται η 
Γη, η Σελήνη και οι 5 τότε γνωστοί πλανήτες. 
Αυτό το σύστηµα, συνδυασµένο µε την περι-
στροφή της Γης γύρω από τον άξονά της, α-
πλοποιούσε την ερµηνεία των κινήσεων των 
ουράνιων σωµάτων. Η κυριότερη επιστηµονική 
ένσταση που διατυπώθηκε από την επιστηµονι-
κή κοινότητα τότε, ήταν η έλλειψη µιας ετήσιας 
περιοδικής µεταβολής στις θέσεις των «απλα-
νών» αστέρων. Η κίνηση της Γης γύρω από τον 
Ήλιο µια φορά κάθε έτος, θα σήµαινε ότι τα 
άστρα θα εµφανίζονταν να βρίσκονται σε δια-
φορετικές κατευθύνσεις σε διάφορες εποχές του 
έτους, µε αναφορά στο σύστηµα των ουρανο-
γραφικών συντεταγµένων, βασισµένο στο επίπεδο της τροχιάς της Γης, δηλαδή το επίπεδο της εκλει-
πτικής (Σχ. 1.3). Ένα άστρο Α1 που βρίσκεται στον πόλο της εκλειπτικής, θα έπρεπε να διαγράφει µια 
παραλλακτική τροχιά στον ουράνιο θόλο, όµοια σε σχήµα µε αυτό της τροχιάς της Γης περί τον Ήλιο 
(δηλαδή σχεδόν κυκλική). Η γωνία α  που υποτείνει στο άστρο η ακτίνα της τροχιάς της Γης, ονοµά-
ζεται παράλλαξη. Μετρούµενη σε ακτίνια, η παράλλαξη του άστρου δίνεται από τη σχέση 

arctan ( / )R Dα = , όπου R είναι η ακτίνα της τροχιάς της Γης και D η απόσταση του άστρου από τον 
Ήλιο. Για άστρα σε µικρότερες αποκλίσεις από το επίπεδο της εκλειπτικής (Α2), οι παραλλακτικές 
τροχιές θα είναι ελλειπτικές, µε γωνιακό µέγεθος του µεγάλου ηµιάξονα ίσο µε α , ενώ για άστρα που 
βρίσκονται πάνω στο επίπεδο της εκλειπτικής (Α3), οι παραλλακτικές τροχιές θα είναι ευθείες µε γω-
νιακό εύρος ίσο µε 2α .     
 Η ανικανότητα παρατήρησης της παράλλαξης µε τις τότε διαθέσιµες µεθόδους, οδήγησε τον Αρί-
σταρχο να προτείνει ότι οι απλανείς αστέρες πρέπει να βρίσκονται σε αποστάσεις πολύ µεγαλύτερες 
από την ακτίνα της τροχιάς της Γης. Γνωρίζουµε σήµερα ότι ακόµη και για το πλησιέστερο στον Ήλιο 
άστρο, τον εγγύτατο ή α Κενταύρου C, η παράλλαξη είναι ίση µε 0,786′′ , η οποία αντιστοιχεί σε από-
σταση 1/0,786 = 1,27 παρσέκ (pc, από τις λέξεις parallax και second) ή 4,2 έτη φωτός από τον Ήλιο, 
δηλαδή περίπου 260 000 φορές την ακτίνα της τροχιάς της Γης περί τον Ήλιο (αστρονοµικές µονάδες, 
ua). Το συµπέρασµα του Αρίσταρχου ήταν εποµένως σωστό και αποτελεί την πρώτη, έστω ποιοτική, 
εκτίµηση για τις τεράστιες αποστάσεις στις οποίες βρίσκονται τα άστρα.  
 Με την επαναδιατύπωση της ηλιοκεντρικής θεωρίας από τον Κοπέρνικο, το 1543, επανήλθε στο 
προσκήνιο το πρόβληµα της παρατήρησης της ετήσιας παράλλαξης των άστρων. Ο Thomas Digges, 
το 1573, εισηγήθηκε ότι η παρατήρησή της θα επιβεβαίωνε τη θεωρία του Κοπέρνικου. Υπήρξαν α-
ναφορές από αστρονόµους που υποστήριζαν ότι είχαν µετρήσει την παράλλαξη άστρων: Του Jean 
Picard, το 1680, που µέτρησε µια ετήσια µεταβολή στη θέση του Πολικού Αστέρα κατά 40′′ . Του 
John Flamsteed, το 1689, µε παρόµοιες µετρήσεις για το ίδιο άστρο. Του Robert Hooke, το 1674, ο 
οποίος, παρατηρώντας τη θέση του γ του ∆ράκοντα, που περνά ουσιαστικά από το ζενίθ στο Λονδίνο 
και µπορεί να παρατηρηθεί χωρίς να χρειάζονται διορθώσεις για τη διάθλαση του φωτός στην ατµό-
σφαιρα, βρήκε ότι το άστρο αυτό βρίσκεται βορειότερα κατά 23′′  τον Ιούλιο από ό,τι τον Οκτώβριο. 
Οι λεπτοµέρειες, όµως, αυτών των κινήσεων δεν συµφωνούσαν µε τις αναµενόµενες λόγω παράλλα-
ξης και δεν θεωρήθηκαν ως παρατηρήσεις του φαινοµένου. Για την ιστορία, αναφέρουµε ότι ο πρώτος 
που κατόρθωσε να µετρήσει την παράλλαξη ενός άστρου ήταν ο Μπέσσελ (Friedrich Bessel, 1784-
1846), ο οποίος το 1838 µέτρησε για το άστρο 61 του Κύκνου παράλλαξη 0,294′′ , που ισοδυναµεί µε 
µια απόσταση ίση µε 3,4 παρσέκ ή 11,1 έτη φωτός.    
 Στην προσπάθειά του να µετρήσει την παράλλαξη του άστρου γ του ∆ράκοντα, ο Μπράτλεϋ 
(James Bradley, 1693-1762) έκανε το 1725 µια µεγάλη ανακάλυψη για την Αστρονοµία και τη Φυσι-

Σχήµα 1.3  Το φαινόµενο της παράλλαξης. 
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κή, το φαινόµενο της αποπλάνησης του φωτός7. Παρατήρησε ότι η γωνία που σχηµατίζει η κατεύ-
θυνση προς την οποία βρίσκεται το συγκεκριµένο άστρο µε το επίπεδο της τροχιάς της Γης, µεταβάλ-
λεται, στη διάρκεια ενός έτους µε εύρος 39,6′′  γύρω από τη µέση γωνία των o75 , στην κατεύθυνση 
Βορρά-Νότου (Σχ. 1.4). Η µετατόπιση στην κατεύθυνση Ανατολή-∆ύση ήταν δύσκολο να µετρηθεί µε 
ακρίβεια και δεν καταγράφηκε. Η φύση της µετατόπισης ήταν τέτοια, που απέκλειε το ενδεχόµενο να 
οφείλεται στην παράλλαξη, όπως θα εξηγηθεί πιο κάτω.   
 

 
 

Σχήµα 1.4  Η µεταβολή της θέσης του άστρου γ του ∆ράκοντα, στην κατεύθυνση Βορρά-Νότου, γύρω από τη 

µέση τιµή των o75  ως προς το επίπεδο της τροχιάς της Γης, στη διάρκεια του έτους 1727-1728, σύµφωνα µε τις 
µετρήσεις του Μπράτλεϋ. 

 
 
Ο Μπράτλεϋ χρειάστηκε δύο χρόνια για να µπορέ-
σει να ερµηνεύσει το φαινόµενο. Αυτό συνέβη ό-
ταν συνειδητοποίησε ότι η φαινοµενική µετατόπι-
ση των άστρων οφείλεται στην κίνηση της Γης 
στην τροχιά της γύρω από τον Ήλιο και την πεπε-
ρασµένη ταχύτητα του φωτός. Ο Thomson8 αναφέ-
ρει µια ιστορία, σύµφωνα µε την οποία η έµπνευση 
για την ερµηνεία του φαινοµένου ήρθε στον 
Μπράτλεϋ στη διάρκεια ενός ταξιδιού αναψυχής 
µε πλοιάριο στον Τάµεση. Η συντροφιά ανέβηκε 
και κατέβηκε τον ποταµό µερικές φορές και ο 
Μπράτλεϋ πρόσεξε πως ο ανεµοδείκτης στην κο-
ρυφή του καταρτιού άλλαζε κατεύθυνση κάθε φο-
ρά που το πλοιάριο άλλαζε κατεύθυνση, παρόλο 
που ο ασθενής άνεµος φυσούσε προς την ίδια κα-
τεύθυνση. Στα γραπτά του Μπράτλεϋ, όµως, δεν 
υπάρχει αναφορά σε κάποιο τέτοιο συµβάν, οπότε 
θα πρέπει να υποθέσουµε ότι έχουµε να κάνουµε 
µε ακόµη έναν αληθοφανή µύθο στην ιστορία της 
επιστήµης.  
 Για να κατανοήσουµε το φαινόµενο της απο-
πλάνησης του φωτός θα δούµε πρώτα τι συµβαίνει 
στην απλούστερη περίπτωση ενός άστρου που βρί-

                                                 
7 J. Bradley, Phil. Trans. Roy. Soc., 35, 637 (1729). Βλ. επίσης: A. Stewart, “The Discovery of Stellar Aberra-

tion,” Scientific American, 210 (3), 100 (1964). 
8 T. Tomson, “History of the Royal Society”, (London, 1812), σελ. 346. 

 
Σχήµα 1.5  Η ερµηνεία του φαινοµένου 

της αποπλάνησης του φωτός 
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σκεται σε κατεύθυνση κάθετη στο επίπεδο της τροχιάς της Γης (Σχ. 1.5). Θα εξετάσουµε την πορεία 
ενός παλµού φωτός (ή ενός φωτονίου) που προέρχεται από το άστρο και κινείται κατά µήκος του άξο-
να ενός τηλεσκοπίου που χρησιµοποιείται για την παρατήρησή του. Όταν ο παλµός βρίσκεται στο ση-
µείο Φ1, στον αντικειµενικό φακό του τηλεσκοπίου, και πάνω στον άξονά του, το τηλεσκόπιο βρίσκε-
ται στη θέση Τ1. Για να διατηρηθεί ο παλµός πάνω στον άξονα του τηλεσκοπίου, µε δεδοµένο ότι αυ-
τό κινείται µαζί µε τη Γη µε ταχύτητα υ κάθετα στην κατεύθυνση κίνησης του παλµού, ο άξονας του 
τηλεσκοπίου πρέπει να σχηµατίζει µια γωνία, έστω α, µε την κατεύθυνση αυτή. Για να υπολογίσουµε  

 
τη γωνία αυτή σκεφτόµαστε ως εξής: Αν το φως χρειάζεται χρόνο t∆  για να διανύσει την απόσταση 

1 2 c tΦ Φ = ∆ , για να παραµείνει πάνω στον άξονα του τηλεσκοπίου, θα πρέπει το τηλεσκόπιο να µε-
τακινηθεί στον χρόνο αυτόν απόσταση 1 2T T tυ= ∆ . Επειδή είναι 1 2 1 2tan T T /α = Φ Φ , προκύπτει ότι  

                                     tan / cα υ= .                        (1.2) 

 Στο σύστηµα αναφοράς της Γης και του τηλεσκοπίου, το φως προσπίπτει στο τηλεσκόπιο σχηµατί-
ζοντας γωνία α µε την πραγµατική κατεύθυνση προς την οποία βρίσκεται το άστρο (Σχ. 1.6). Να ση-
µειωθεί επίσης ότι η ανάλυση του Μπράτλεϋ οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η παρατηρούµενη ταχύτητα 
του φωτός ως προς το τηλεσκόπιο είναι / cos ( )c cα > . Ένα παράδειγµα αποπλάνησης, από την κα-
θηµερινή εµπειρία, είναι αυτή των σταγόνων βροχής για κινούµενο παρατηρητή (Σχ. 1.7).   
 Για την περίπτωση του άστρου που παρατήρησε ο Μπράτλεϋ, που δεν βρίσκεται σε κατεύθυνση 
κάθετη στο επίπεδο της τροχιάς της Γης αλλά σχηµατίζει γωνία o

0 75θ =  µε αυτό, η ταχύτητα του φω-
τός από το άστρο και αυτή της Γης στην τροχιά της δεν είναι πάντοτε κάθετες µεταξύ τους (Σχ. 1.8). 
Στο σχήµα φαίνεται η παρατήρηση του άστρου µε τηλεσκόπιο, όταν οι δύο ταχύτητες σχηµατίζουν 
γωνία 0θ  µεταξύ τους: (α) για ακίνητη Γη, και (β) για Γη κινούµενη µε ταχύτητα υ . Η γωνία απο-
πλάνησης τώρα είναι α ως προς την ευθεία που έχει κλίση 0θ  ως προς το επίπεδο της τροχιάς της Γης. 
Η σχετική ταχύτητα του φωτός ως προς τη Γη βρίσκεται από το διανυσµατικό άθροισµα της ταχύτη-
τας του φωτός και της ταχύτητας υ−  (Σχ. 1.8γ). Εποµένως, η γωνία αποπλάνησης α θα δίνεται από τη 
σχέση: 

  0sintan
c c
υ υ θα ⊥= = . (1.3) 

Προσεγγιστικά,  

  0sin
c

υ θα = . (1.4) 

 
 

Σχήµα 1.6  Η κίνηση του φωτός από 
ένα άστρο, στο σύστηµα αναφοράς 

της Γης. 

 
Σχήµα 1.7  Η αποπλάνηση των σταγόνων βροχής,  

όπως αυτή εκδηλώνεται για έναν κινούµενο παρατηρητή.
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Σχήµα 1.8  Η αποπλάνηση του φωτός από άστρο που βρίσκεται σε κατεύθυνση που σχηµατίζει γωνία 0θ  µε το 

επίπεδο της τροχιάς της Γης. 
 
 
 Καθώς η Γη κινείται πάνω στην τροχιά της (Σχ. 1.9α), η γωνία που σχηµατίζει η ταχύτητά της µε 
την ευθεία προς το άστρο µεταβάλλεται και έτσι µεταβάλλεται και η γωνία αποπλάνησης. Για τις δια-
δοχικές θέσεις της Γης A, B, C και D στο Σχ. 1.9α, το άστρο φαίνεται να κινείται στον ουράνιο θόλο 
πάνω στην έλλειψη abcd του Σχ. 1.9β. Η διανυσµατική άθροιση των δύο ταχυτήτων για τις τέσσερις 
θέσεις του Σχ. 1.9α φαίνεται στο Σχ. 1.9γ. Στις θέσεις B και D, οι δύο ταχύτητες είναι κάθετες µεταξύ 
τους και η γωνία αποπλάνησης είναι µέγιστη και ίση µε / cα υ= , ενώ στα σηµεία A και C είναι ελά-
χιστη και ίση µε 0( / )sincβ υ θ= . Παρεµπιπτόντως, αν η µετατόπιση του άστρου στον ουράνιο θόλο 
ήταν αποτέλεσµα της µεταβολής της θέσης της Γης πάνω στην τροχιά της, η γωνία που σχηµατίζει η 
φαινοµενική κατεύθυνση του άστρου µε το επίπεδο της τροχιάς της Γης θα ήταν µέγιστη όταν η Γη 
βρίσκεται στο σηµείο B, και ελάχιστη όταν η Γη βρίσκεται στο σηµείο D, ενώ στην πράξη αυτές πα-
ρατηρούνται όταν η Γη βρίσκεται στα σηµεία C και A, αντιστοίχως. Αυτό έκανε σαφές ότι το παρα-
τηρούµενο φαινόµενο δεν ήταν αυτό της παράλλαξης.  
 Ο Μπράτλεϋ µέτρησε την εγκάρσια συνιστώσα της απόκλισης και βρήκε ότι είναι: 

   2 39,6β ′′=       και εποµένως       519,8 219,8  rad 9,6 10  rad
3600 360

πβ −′′= = × = × . (1.5) 

Θέτοντας o
0 75θ =  και 430 km/s 3 10  m/sυ = = ×  στην εξίσωση 0( / )sincβ υ θ= , προκύπτει ότι:  

  
4

8
0 5

(3,0 10  m/s)sin 0,966 3,02 10  m/s
9,6 10

c υ θ
β −

×
= = = ×

×
 (1.6) 

Η τιµή αυτή είναι πολύ κοντά στην τιµή που είναι αποδεκτή σήµερα, 299 792 458 m/sc = . Την εποχή 
εκείνη δεν υπήρχε αξιόπιστη τιµή για την ταχύτητα του φωτός. Ο Μπράτλεϋ δεν µπορούσε εποµένως 
να ελέγξει την ορθότητα της θεωρητικής ερµηνείας που έδωσε, και έτσι, παραδεχόµενος ότι η θεωρη-
τική ερµηνεία ήταν ορθή, βρήκε µια αρκετά ακριβή τιµή για την ταχύτητα του φωτός. Για µεγαλύτερη 
ακρίβεια, θα έπρεπε να ληφθεί υπόψη και η κίνηση του τηλεσκοπίου λόγω της περιστροφής της Γης 
γύρω από τον άξονά της. Η συνιστώσα της ταχύτητας αυτής είναι όµως 100 φορές µικρότερη από την 
τροχιακή ταχύτητα της Γης και µπορεί να αγνοηθεί αν ληφθεί υπόψη η ακρίβεια των µετρήσεων του 
Μπράτλεϋ. 
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Σχήµα 1.9  Η αποπλάνηση του φωτός από ένα άστρο που βρίσκεται σε κατεύθυνση που σχηµατίζει γωνία θ µε το 
επίπεδο της τροχιάς της Γης. (α) Η σχετική θέση του άστρου ως προς τον Ήλιο και οι ταχύτητες της Γης σε διά-
φορα σηµεία της τροχιάς της γύρω από τον Ήλιο. (β) Η µεταβολή της κατεύθυνσης του άστρου ως προς τη Γη 
στη διάρκεια ενός έτους. (γ) Η µεταβολή του µέτρου και της κατεύθυνσης της σχετικής ταχύτητας του φωτός ως 

προς τη Γη, λόγω της κίνησης της Γης. 
 
 
 Η ανακάλυψη της αποπλάνησης του φωτός είναι σηµαντική, όχι µόνο γιατί οδήγησε σε µια αρκετά 
ακριβή τιµή για την ταχύτητα του φωτός (στον αέρα). Έδειξε άµεσα την ετήσια µεταβολή της διεύ-
θυνσης της ταχύτητας της Γης ως προς τα άστρα. Ως εκ τούτου, έδειξε επίσης ότι είναι ακριβέστερο 
να δεχθεί κανείς ότι η Γη κινείται γύρω από τον Ήλιο και όχι αντιστρόφως, και ότι ο Ήλιος είναι επο-
µένως καλύτερο αδρανειακό σύστηµα από τη Γη.   
 
 
1.3  Οι µετρήσεις της ταχύτητας του φωτός 

Οι µετρήσεις της ταχύτητας του φωτός άρχισαν ουσιαστικά από τα πρώτα πειράµατα του Γαλιλαίου 
και συνεχίζονται ακόµη και σήµερα. Για τις κυριότερες µεθόδους µέτρησης της ταχύτητας του φωτός, 
 

   
 Βλ. C. Kittel κ.ά. Μηχανική, Κεφ. 10, σελ. 328-332  
   

 
Με διεθνή συµφωνία, από το 1983, οι µονάδες του µήκους (µέτρο, m) και του χρόνου (δευτερόλεπτο, 
s) ορίζονται έτσι ώστε η ταχύτητα του φωτός στο κενό να είναι, εξ ορισµού, ακριβώς ίση µε 

  299 792 458 m/sc ≡ . 
Αυτό διευκολύνει την ακριβή µέτρηση αποστάσεων µε χρήση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων (φωτός 
και ραδιοκυµάτων) γιατί οι µετρήσεις χρόνου είναι πια πολύ ευκολότερη από τις µετρήσεις µηκών.  
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1.4  Το αναλλοίωτο της ταχύτητας του φωτός 

Οι κυµατικές εξισώσεις για το ηλεκτροµαγνητικό κύµα στο κενό,   

  
2

2
2 2

1
c t

∂
∇ =

∂
EE      και      

2
2

2 2
1
c t

∂
∇ =

∂
BB , (1.7) 

περιγράφουν ένα κύµα που κινείται στο χώρο µε ταχύτητα 0 01 299 792 458 m/sc ε µ= = , χωρίς κα-
µιά αναφορά στην ταχύτητα της πηγής του κύµατος ή του παρατηρητή.  
 Ο Mitchel9, είχε θέσει την ερώτηση το 1784 κατά πόσο η διάθλαση του φωτός από διάφορα άστρα 
θα ήταν διαφορετική λόγω των σχετικών κινήσεων της Γης και των άστρων ως προς τον αιθέρα. O 
Arago10, µε µια σειρά από δύσκολες παρατηρήσεις, έδειξε ότι η διάθλαση του φωτός από άστρα δεν 
επηρεάζεται από τη σχετική τους κίνηση ως προς τη Γη. Αν η τροχιακή ταχύτητα της Γης είναι υ (Σχ. 
1.10), τότε, για ένα άστρο που βρίσκεται πάνω στο επίπεδο της τροχιάς της Γης, η σχετική ταχύτητα 
άστρου-Γης θα είναι µεγαλύτερη κατά 2υ όταν η Γη κινείται προς το άστρο (σηµείο Α) από αυτήν 6 
µήνες αργότερα όταν η Γη αποµακρύνεται από το άστρο (σηµείο Β). Το είδωλο του άστρου, που σχη-
µατίζεται από τον αντικειµενικό φακό ενός διαθλαστικού τηλεσκοπίου, θα βρίσκεται στην εστία του 
φακού. Αν η µεταβολή στη σχετική ταχύτητα άστρου-Γης εµφανίζεται ως µεταβολή στην ταχύτητα 
του φωτός ως προς το τηλεσκόπιο, τότε ο δείκτης διάθλασης του φακού θα µεταβάλλεται κατά ένα 
ποσοστό / cυ±  στη διάρκεια ενός έτους. Αυτό είναι της τάξης του 310− . Για µια εστιακή απόσταση 
του αντικειµενικού φακού ίση µε 5 m, αυτή η µεταβολή στο δείκτη διάθλασης θα οδηγούσε σε µετα-
τόπιση κατά 3 22 / 2 10 5 10  m 1 cmcυ − −= × × = =  στη θέση του ειδώλου του άστρου. Αυτό θα ήταν 
µετρήσιµο, αλλά ο Arago δεν παρατήρησε καµιά τέτοια µετατόπιση, συµπεραίνοντας ότι η σχετική 
κίνηση άστρου-Γης δεν επηρεάζει την ταχύτητα του φωτός από το άστρο προς έναν παρατηρητή στη 
Γη.     

 
 
 
Σχήµα 1.10  Ο Arago εξέτασε το ενδεχόµενο 
η ταχύτητα του φωτός από ένα άστρο να είναι 
διαφορετική όταν η Γη, καθώς κινείται στην 
τροχιά της, πλησιάζει το άστρο (σηµείο Α) ή 
αποµακρύνεται από αυτό (σηµείο Β).  
 
 
 

 
 Αυτό είναι σύµφωνο και µε άλλες πειραµατικές παρατηρήσεις, όπως στην περίπτωση των µετα-
βλητών λόγω εκλείψεως διπλών αστέρων. Τα συστήµατα αυτά αποτελούνται από δύο άστρα τα οποία 
περιφέρονται γύρω από το κοινό τους κέντρο µάζας. Έτσι, σε κάποια σηµεία της τροχιάς, ένα από τα 
άστρα θα πλησιάζει τον παρατηρητή και το άλλο να αποµακρύνεται από αυτόν. Μισή περίοδο αργό-
τερα οι κατευθύνσεις κίνησης αντιστρέφονται. Η καµπύλη της έντασης του φωτός από τα δύο άστρα 
συναρτήσει του χρόνου, έχει χαρακτηριστικό σχήµα, όπως π.χ. αυτό που φαίνεται στο Σχ. 1.11. Από 
την καµπύλη αυτή µπορούν να εξαχθούν συµπεράσµατα για τα άστρα που αποτελούν το σύστηµα. Για 
το σύστηµα του σχήµατος, για παράδειγµα, ή λαµπρότητα των δύο άστρων είναι διαφορετική. Έτσι, 
όταν το λιγότερο λαµπρό άστρο βρίσκεται µπροστά από το λαµπρότερο, η µείωση στην ολική λα-
µπρότητα του συστήµατος είναι και µεγαλύτερη (σηµείο 2). Όταν το άστρο αυτό κινηθεί πίσω από το 
λαµπρότερο, η µείωση στην ολική λαµπρότητα είναι παρατηρήσιµη, αλλά µικρότερη (σηµεία µεταξύ 
5 και 6). Μια τέτοια καµπύλη παρουσιάζει, για παράδειγµα, στην περίπτωση του µεταβλητού λόγω 
εκλείψεως διπλού αστέρα, Αλγόλ. 
 Αν το σύστηµα απέχει απόσταση D από τη Γη, το φως, ταξιδεύοντας µε την ταχύτητα c θα φτάσει 
στη Γη χρόνο /h c  µετά την εκποµπή του. Μια µικρή µεταβολή c∆  στην c, θα οδηγούσε σε µεταβο-
λή ίση µε 2( / )t D c c∆ = − ∆  στο χρόνο άφιξης του φωτός. Αυτό θα προκαλούσε ορατές ανωµαλίες 

                                                 
9 J. Mitchel, Phil. Trans. 74, 35 (1784). 
10 F. Arago, Compt. Rend., 8, 326 (1839) και 36, 38 (1853).  
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στην καµπύλη φωτεινότητας του άστρου. Καµιά τέτοια ανωµαλία δεν παρατηρείται στην πράξη, και 
είµαστε υποχρεωµένοι να συµπεράνουµε ότι η κίνηση των µελών ενός συστήµατος διπλού αστέρα δεν 
επηρεάζει την ταχύτητα του εκπεµπόµενου φωτός. Πρέπει επίσης να τονιστεί ότι, η µεταβολή της συ-
χνότητας του φωτός λόγω του φαινοµένου Ντόπλερ µάς δίνει τη δυνατότητα να διαχωρίσουµε το φως 
από καθένα από τα δύο άστρα. Έτσι, είµαστε σε θέση να διαπιστώσουµε αν οι εντάσεις του φωτός 
από τα δύο άστρα µεταβάλλονται σε χρονική συµφωνία µε τη µεταβολή των θέσεών τους.    
 

 
 
 
 
Σχήµα 1.11  Η καµπύλη φωτεινό-
τητας από ένα διπλό αστέρα που 
είναι µεταβλητός λόγω εκλείψεως. 
Παρόµοια καµπύλη παρουσιάζει ο 
µεταβλητός διπλός αστέρας Αλ-
γόλ. 
 
 
 
 

 
 Η σοβαρότερη διερεύνηση του ερωτήµατος του κατά πόσο είναι δυνατό να ανιχνευτεί η κίνηση 
της Γης ως προς τον αιθέρα, έγινε όµως µε µια σειρά πειραµάτων από τον Michelson11 το 1881 και σε 
βελτιωµένη µορφή από τους Michelson και Morley12 το 1887.  
 
 
1.5  Το πείραµα των Michelson και Morley 

Το πείραµα των Michelson και Morley, που έγινε το 1887, είναι ένα από τα ιστορικά πειράµατα της 
Φυσικής. Παρ’ όλον που ο Άινστάιν, αν και ήξερε τα αποτελέσµατα του πειράµατος αυτού, δεν φαί-
νεται να είχε επηρεαστεί από αυτά στη διατύπωση της Θεωρίας της Σχετικότητας, οι επιπτώσεις του 
πειράµατος στη Φυσική δεν πρέπει να υποβαθµίζονται. Σκοπός του πειράµατος ήταν η ανίχνευση της 
κίνησης της Γης µέσα στον αιθέρα, το µέσον του οποίου η ύπαρξη εθεωρείτο αναγκαία για τη διάδοση 

των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων. 
Τα αρνητικά του αποτελέσµατα 
άλλαξαν τον τρόπο που βλέπουµε 
σήµερα την ηλεκτροµαγνητική 
ακτινοβολία. Το κυριότερο όµως 
είναι ότι, η αποτυχία της ανίχνευ-
σης µιας τέτοιας κίνησης, η οποία 
ερµηνεύεται σαν µη ύπαρξη του 
αιθέρα, αφαίρεσε από τη Φυσική 
το απόλυτο σύστηµα αναφοράς ως 
προς το οποίο όλα τα φαινόµενα 
µπορούσαν να περιγράφονται.   
 Η πειραµατική συσκευή που 
χρησιµοποιήθηκε ήταν ένα οπτικό 
συµβολόµετρο, του είδους που 
σήµερα είναι γνωστό ως συµβολό-
µετρο Michelson (Σχ. 1.12, από τη 
δηµοσίευση των Michelson και 
Morley). Αυτό είχε συναρµολογη-

                                                 
11 A.A. Michelson, Amer. Jour. of Sci., 22, 20 (1881).  
12 A.A. Michelson and E.W. Morley, Amer. Jour. of Sci., 34, 333 (1887). 

 
 

Σχήµα 1.12  Η πειραµατική διάταξη των Michelson και Morley. 
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θεί πάνω σε µια µεγάλη πλάκα από γρανίτη, η οποία επέπλεε µέσα σε µια λεκάνη γεµάτη µε υδράργυ-
ρο (πυκνότητα 313,6 gr/cm , ενώ του γρανίτη είναι µόνο 32,75 gr/cm ). Έτσι, το συµβολόµετρο ολό-
κληρο µπορούσε να περιστραφεί γύρω από κατακόρυφο άξονα χωρίς τριβές και αναταράξεις. Η γενι-
κή ιδέα του πειράµατος ήταν να συγκρίνει τις ταχύτητες του φωτός σε δύο κάθετες µεταξύ τους κα-
τευθύνσεις. Αν υπήρχε διαφορά στις δύο ταχύτητες, λόγω της σχετικής κίνησης του συµβολόµετρου 
µέσα στον αιθέρα, αυτό θα γινόταν αισθητό.  
 Ένα απλοποιηµένο σχεδιάγραµµα του συµβολόµετρου φαίνεται στο Σχ. 1.13α. Μονοχρωµατικό 
φως περνά από µια σχισµή s και µετατρέπεται σε παράλληλη δέσµη από ένα συγκλίνοντα φακό. Το 
φως συναντά έναν ηµιδιαφανή καθρέφτη, a, ο οποίος και το µοιράζει σε δύο δέσµες περίπου ίσων ε-
ντάσεων.  Η µια θα περάσει µέσα από τον ηµιδιαφανή καθρέφτη a και θα συνεχίσει ευθύγραµµα την 
πορεία της προς έναν καθρέφτη ολικής ανάκλασης, c, από όπου θα επιστρέψει στο a και από εκεί θα 
ανακλαστεί προς ένα τηλεσκόπιο παρατήρησης, df. Η άλλη δέσµη φωτός εκτρέπεται κάθετα προς την 
αρχική της κατεύθυνση, ανακλάται ολικώς από έναν καθρέφτη b, περνά µέσα από τον ηµιδιαφανή 
καθρέφτη a, και ακολούθως φτάνει και αυτή στο τηλεσκόπιο. Στην πραγµατικότητα, όπως φαίνεται 
και στο Σχ. 1.12, τα µήκη των διαδροµών των δύο δεσµών φωτός αυξάνονταν σηµαντικά µε χρήση 
καθρεφτών που υποχρέωναν το φως να κινηθεί µπρος και πίσω µερικές φορές πριν καταλήξει στο τη-
λεσκόπιο. Με αυτό τον τρόπο, η διαδροµή του φωτός είχε δεκαπλάσιο µήκος στη δεύτερη σειρά πει-
ραµάτων που εκτέλεσαν οι Michelson και Morley, σε σύγκριση µε την πρώτη σειρά πειραµάτων. Αυ-
τό οδηγεί και σε ανάλογη αύξηση στην ευαισθησία των πειραµάτων.    
 
 

 
  (α)  (β) 

Σχήµα 1.13  Η αρχή λειτουργίας του συµβολόµετρου Michelson. 
 
 
 Αν οι δύο δέσµες διανύσουν τις διαδροµές τους στον ίδιο χρόνο, θα φτάσουν στο τηλεσκόπιο σε 
φάση και θα συµβάλουν ενισχυτικά. Σε αυτή την περίπτωση στο κέντρο του οπτικού πεδίου του τηλε-
σκοπίου θα υπάρχει µέγιστη ένταση φωτός. Το ίδιο θα συµβεί και αν οι χρόνοι που χρειάζονται οι δύο 
δέσµες για να ακολουθήσουν τις διαφορετικές τους διαδροµές διαφέρουν κατά ένα ακέραιο πολλα-
πλάσιο της περιόδου του ηλεκτροµαγνητικού κύµατος. Αν η σχισµή s είναι κατακόρυφη, τότε στο 
κέντρο του οπτικού πεδίου του φακού θα εµφανιστεί µια στενή λωρίδα φωτός ή ένας φωτεινός κροσ-
σός συµβολής. Σε µικρή απόσταση από τον φωτεινό κροσσό, θα εµφανιστεί σκοτεινός κροσσός, γιατί 
σε εκείνα τα σηµεία οι δύο δέσµες φτάνουν µε διαφορά χρόνου ίση µε µισή περίοδο (ή ηµιακέραιο 
πολλαπλάσιό της) και συµβάλλουν αναιρετικά. Η εικόνα που θα δει ένας παρατηρητής µέσα από το 
τηλεσκόπιο θα είναι όπως αυτή στο ένθετο του Σχ. 1.13α, µε τη µετάβαση από φωτεινό σε σκοτεινό 
κροσσό να είναι βεβαίως πιο σταδιακός από ό,τι φαίνεται στο σχήµα. 
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  (α)  (β) 

Σχήµα 1.14  Η σχετικές ταχύτητες του φωτός ως προς το συµβολόµετρο, στις κατευθύνσεις x± . 
 
 

 
  (α)  (β) 

Σχήµα 1.15  Για τον υπολογισµό των χρόνων που θα χρειαστεί το φως  
για να διανύσει τις αποστάσεις ( )ac a′ ′  και ( )ab a′ ′ . 

 
 

 Θα υποθέσουµε τώρα ότι η συσκευή είναι έτσι προσανατολισµένη µέσα στον αιθέρα, ώστε ο ένας 
του βραχίονας να κινείται ως προς αυτόν µε ταχύτητα V στην κατεύθυνση των θετικών x (Σχ. 1.13β 
και 1.14α). Σε σχέση µε το συµβολόµετρο, το φως θα κινείται εποµένως µε ταχύτητα c V−  προς την 
κατεύθυνση των θετικών x, και µε ταχύτητα c V+  προς την κατεύθυνση των αρνητικών x, όπου c εί-
ναι η ταχύτητα του φωτός ως προς τον αιθέρα (Σχ. 1.14β). Για απλότητα, θα θεωρήσουµε ότι οι απο-
στάσεις ab και ac είναι και οι δύο ίσες µε D. Ο χρόνος που θα απαιτηθεί για να πάει το φως από το a  
στο c είναι  

  1
DT

c V
=

−
.  (1.8) 

Ο χρόνος που θα απαιτηθεί για να επιστρέψει το φως από το c στο a  είναι 

  1
DT

c V
′=

+
.  (1.9) 

Ο συνολικός χρόνος για τη διαδροµή ( )aca  είναι (Σχ. 1.15α)  

  1 1 2 22 cT T D
c V

′+ =
−

.  (1.10) 

Η απόσταση που διανύει το φως σε αυτόν τον χρόνο είναι 
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2

1 1 1 2 2( ) 2 cL c T T D
c V

′= + =
−

.  (1.11) 

Αναπτύσσοντας σε δυνάµεις του ( / )V c  και αγνοώντας δυνάµεις ανώτερες της δευτέρας,  

  
2

1 22 1 VL D
c

⎛ ⎞
≈ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (1.12) 

 Για τη διαδροµή της άλλης δέσµης φωτός παρατηρούµε ότι, στον χρόνο 2 2T T t′ ′= =  που το φως 
χρειάζεται για να διανύσει την απόσταση ab, ο καθρέφτης b θα µετακινηθεί κατά απόσταση 2VT Vt′=  
στην κατεύθυνση των θετικών x, και ο καθρέφτης a απόσταση 22 2VT Vt′=  στην ίδια κατεύθυνση (Σχ. 
1.15β). Η ολική απόσταση που θα διανύσει η δεύτερη δέσµη ανάµεσα στους καθρέφτες a και b θα 
είναι 2L . Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα,     

  ( ) ( )2 22
2 2/ 2L D VT= + . (1.13) 

Επειδή είναι 2 /T D c= , η σχέση αυτή δίνει 

  ( ) ( )2 22
2 / 2 /L D DV c= +  (1.14) 

και εποµένως 
2

2 22 1 VL D
c

= + . (1.15) 

Αναπτύσσοντας και διατηρώντας δυνάµεις του ( / )V c  µέχρι και τη δευτέρα, και έχουµε  

  
2

2 22 1
2
VL D
c

⎛ ⎞
≈ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (1.16) 

 
 
 
 
 
Σχήµα 1.16  Το συµβολόµετρο περιστρέφεται κατά 90°  
ως προς τον αρχικό του προσανατολισµό (Σχ. 1.13β). 
Αυτό θα οδηγήσει σε µια µετατόπιση των κροσσών συµ-
βολής. 
 
 
 
 
 

 Η διαφορά των δύο δρόµων είναι  
2

1 2 2

VL L L D
c

∆ = − = . (1.17) 

Αυτή η διαφορά θα καθορίσει τη θέση των κροσσών συµβολής στο οπτικό πεδίο του τηλεσκοπίου του 
συµβολόµετρου. Μα είναι όµως αδύνατο να προσδιορίσουµε την απόλυτη θέση των κροσσών µε τόση 
ακρίβεια ώστε να ελέγξουµε αν είναι σε συµφωνία µε τη θεωρητική πρόβλεψη. Μπορούµε όµως να 
µετρήσουµε µε µεγάλη ακρίβεια µια µετατόπιση των κροσσών. Αν περιστρέψουµε ολόκληρο το συµ-
βολόµετρο κατά 90°  (Σχ. 1.16), η διαφορά των δρόµων θα αλλάξει πρόσηµο. 
 Η ολική µεταβολή στη διαφορά των δρόµων για τους δύο προσανατολισµούς θα είναι 

  
2

22 2 VL D
c

∆ = . (1.18) 

∆εδοµένου ότι µια µεταβολή της διαφοράς δρόµου των δύο δεσµών κατά ένα µήκος κύµατος λ του 
φωτός οδηγεί σε µετατόπιση των κροσσών κατά την απόσταση δύο διαδοχικών κροσσών, την οποία 
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θα αποκαλούµε «ένα κροσσό», για µεταβολή στη διαφορά των δρόµων κατά 2 L∆ , η µετατόπιση της 
εικόνας συµβολής σε «κροσσούς» θα είναι ίση µε  

  
2

22V Dn
c λ

∆ = . (1.19) 

Η µέγιστη µετατόπιση ανάµεσα σε δύο προσανατολισµούς του συµβολόµετρου θα παρατηρηθεί στην 
περίπτωση που αρχικά ο ένας βραχίονας του συµβολόµετρου είναι στην κατεύθυνση κίνησής της πά-
νω στην τροχιά της, και µετά περιστραφεί ώστε να είναι κάθετος στην κατεύθυνση αυτή. Με την τα-
χύτητα της Γης στην τροχιά της ίση µε 410V c−≈ , η Εξ. (1.19) δίνει για τη µέγιστη δυνατή µετατόπι-
ση της εικόνας συµβολής σε κροσσούς την τιµή  

  82 10 Dn
λ

−∆ = × . (1.20) 

Στην αρχική σειρά πειραµάτων των Michelson και Morley, το µήκος των βραχιόνων του συµβολόµε-
τρου ήταν τόσο ώστε 62 10D λ= ×  και εποµένως 0,04n∆ =  κροσσό. Αυτή η µετατόπιση ήταν δύ-
σκολο να παρατηρηθεί, δεδοµένων και των προβληµάτων που δηµιουργούσαν οι κραδασµοί της συ-
σκευής. 
 Στη δεύτερη σειρά µετρήσεων, το µήκος της διαδροµής του φωτός αυξήθηκε κατά έναν παράγοντα 
10 µε πολλαπλές ανακλάσεις και έτσι ήταν 72 10D λ= × . Αυτό θα οδηγούσε σε µετατόπιση της εικό-
νας συµβολής κατά 0,4n∆ =  κροσσό καθώς το συµβολόµετρο περιστρεφόταν. Η περιστροφή γινόταν 
τώρα µε πολύ µικρότερους κραδασµούς γιατί η πλάκα του γρανίτη πάνω στην οποία βρισκόταν το 
συµβολόµετρο επέπλεε µέσα σε υδράργυρο. Στο Σχ. 1.17 φαίνονται κάποια από τα αποτελέσµατα της 
δεύτερης σειράς των µετρήσεων των Michelson και Morley. Με διακεκοµµένες γραµµές φαίνεται το 
1

8  της µετατόπισης των κροσσών που προβλέπονταν θεωρητικά. Με συνεχείς γραµµές δείχνονται οι 
µετατοπίσεις που παρατηρήθηκαν. Οι άνω καµπύλες αντιστοιχούν σε µετρήσεις που έγιναν το µεση-
µέρι, ενώ οι κάτω καµπύλες σε µετρήσεις που έγιναν τα µεσάνυχτα. Το ένα άκρο των καµπυλών δια-
φέρει από το άλλο κατά 180°  στον προσανατολισµό ενός από τους βραχίονες του συµβολόµετρου. 
 

 
 

Σχήµα 1.17  Τα αποτελέσµατα των µετρήσεων 
στο πείραµα των Michelson και Morley. Με δια-
κεκοµµένες γραµµές φαίνεται το 1

8  της µετατό-
πισης των κροσσών που προβλέπονταν θεωρη-
τικά. Με συνεχείς γραµµές δείχνονται οι µετατο-
πίσεις που παρατηρήθηκαν. Οι άνω καµπύλες 
αντιστοιχούν σε µετρήσεις που έγιναν το µεση-
µέρι, ενώ οι κάτω καµπύλες σε µετρήσει που 
έγιναν τα µεσάνυχτα. Το ένα άκρο των καµπυ-
λών διαφέρει από το άλλο κατά 180°  στον 
προσανατολισµό ενός από τους βραχίονες του 
συµβολόµετρου. Μια πλήρης περιστροφή είναι 
Β→ Α→ Ν→ ∆→ Β.  
 
 

 
Μια πλήρης περιστροφή είναι Β→ Α→ Ν→ ∆→ Β. Είναι προφανές ότι τα αποτελέσµατα είναι αρ-
νητικά. Το πείραµα έχει επαναληφθεί πολλές φορές έκτοτε, µε φως άλλου χρώµατος, φως από τα ά-
στρα, σε µεγάλα ύψη σε αερόστατο, κάτω από την επιφάνεια της Γης, σε διαφορετικές γεωγραφικές 
περιοχές και σε διαφορετικές εποχές. Κάποια από τα αποτελέσµατα της επανάληψης του πειράµατος 
των Michelson και Morley από άλλους ερευνητές συνοψίζονται στον Πίνακα 1.1. Όλα τα πειράµατα 
έδωσαν αρνητικά αποτελέσµατα13. Το συµπέρασµα είναι ότι ο αιθέρας, που θεωρήθηκε απαραίτητος 

                                                 
13 Με εξαίρεση ένα πείραµα!  
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για τη διάδοση των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων, δεν υπάρχει. Με αυτόν εξαφανίζεται και το απόλυ-
το σύστηµα αναφοράς που χρησιµοποιούσε η κλασική Φυσική.  
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1.1  Αποτελέσµατα των επαναλήψεων του Πειράµατος Michelson-Morley 

(Από το άρθρο ανασκόπησης: Shankland et al., Rev. Mod. Phys., 27, 167 (1955).) 

 Παρατηρητής l (cm) δθεωρ δπειρ 
(ανώτατο όριο) 

δθεωρ/ δπειρ 

 Michelson (1881) 
 Michelson και Morley (1887) 
 Morley και Miller (1902-4) 
 Miller (1921) 
 Miller (1923-4) 
 Miller (ηλιακό φως, 1924) 
 Tomaschek (αστρικό φως, 1924) 
 Miller (1925-6) 
 Kennedy (1926) 
 Illingworth (1927) 
 Piccard και Stahel (1927) 
 Michelson κ.ά. (1929) 
 Joos (1930) 

120 
1100 
3220 
3220 
3220 
3220 

860 
3200 

200 
200 
280 

2590 
2100 

  0,04 
  0,40 
  1,13 
  1,12 
  1,12 
  1,12 
  0,3 
  1,12 
  0,07 
  0,07 
  0,13 
  0,9 
  0,75 

   0,02 
   0,01 
   0,015 
   0,08 
   0,03 
   0,014 
   0,02 
   0,08 
   0,002 
   0,0004 
   0,006 
   0,01 
   0,002 

2 
40 
80 
15 
40 
80 
15 
13 
35 

175 
20 
90 

375 

 
Στη δεύτερη στήλη δίνεται το συνολικό µήκος της δέσµης, l, στο συµβολόµετρο. Καθώς το 
συµβολόµετρο κινείται µαζί µε τη Γη και περιστρέφεται, η θεωρητικά αναµενόµενη µετα-
τόπιση της εικόνας συµβολής σε µονάδες ίσες µε το πλάτος ενός κροσσού είναι δθεωρ και το 
ανώτατο όριο που τέθηκε από το πείραµα είναι δπειρ. Παρατηρούνται αρνητικά αποτελέσµα-
τα µέχρι και την τιµή δθεωρ/ δπειρ.   

 
 
1.6  Η αύξηση της µάζας του ηλεκτρονίου µε την ταχύτητα  

Με την ανακάλυψη του φαινοµένου της ραδιενέργειας από τον Becquerel το 1896, έγιναν διαθέσιµες, 
για χρήση στην έρευνα, πηγές ηλεκτρονίων µε ενέργειες πολύ µεγαλύτερες από εκείνες στις οποίες 
µπορούσαν να επιταχυνθούν τα ηλεκτρόνια εκείνη την εποχή. Η χρήση αυτών των ηλεκτρονίων οδή-
γησε στην ανακάλυψη νέων φαινοµένων στη Φυσική. Μια πολύ σηµαντική ανακάλυψη ήταν και αυτή 
της παρατήρησης από τον W. Kaufmann14, το 1901, της µεταβολής της µάζας του ηλεκτρονίου συ-
ναρτήσει της ταχύτητάς του. Η πειραµατική συσκευή που χρησιµοποιήθηκε από τον Kaufmann φαίνε-
ται στο Σχ. 1.18α. Ανάµεσα στους πόλους N και S ενός ισχυρού ηλεκτροµαγνήτη, ο οποίος παράγει 
µαγνητικό πεδίο yB , υπάρχουν οι οπλισµοί ενός φορτισµένου πυκνωτή που παράγει οµογενές ηλε-
κτρικό πεδίο yE . Τα δύο πεδία είναι παράλληλα, στην κατεύθυνση y (έστω). Μια ποσότητα ραδιενερ-
γού ισοτόπου, ραδίου, που βρίσκεται στο σηµείο Ρ στην περιοχή των πεδίων, παράγει µια λεπτή, αρ-
χικά παράλληλη δέσµη ηλεκτρονίων στην κατεύθυνση z, κάθετη στο επίπεδο του σχήµατος. Το µα-
γνητικό πεδίο προκαλεί απόκλιση των ηλεκτρονίων στην κατεύθυνση x, ενώ το ηλεκτροστατικό πεδίο 
προκαλεί απόκλιση των ηλεκτρονίων προς τον θετικό οπλισµό του πυκνωτή, στις κατευθύνσεις ±y, 
αναλόγως της φοράς του πεδίου. Τα ηλεκτρόνια αποτυπώνονται σε µια φωτογραφική πλάκα παράλ-
ληλη στο επίπεδο του σχήµατος και που βρίσκεται πίσω από αυτό. Το Σχ. 1.18β δείχνει την αποτύπω-
ση των ηλεκτρονίων στο αρχικό πείραµα του Kaufmann. 
 
 
 
 

                                                 
14 W. Kaufmann, Göttingen Nach. 2, 143 (1901). 
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 (α)                                                                 (β) 
 

Σχήµα 1.18  (α) Η πειραµατική συσκευή του W. Kaufmann.  
(β) Η φωτογραφική πλάκα στην οποία αποτυπώθηκε η διασπορά της δέσµης ηλεκτρονίων 

 
 
 Μπορεί να αποδειχθεί εύκολα ότι, ένα ηλεκτρόνιο κινούµενο µε ταχύτητα υ στην κατεύθυνση z, θα 
υποστεί, αφού διανύσει απόσταση z, απόκλιση  

  
2

22 y
e zy E
m υ
−

=  (1.21) 

λόγω του ηλεκτρικού πεδίου yE , και απόκλιση  

  
2

2 y
e zx B
m υ

=  (1.22) 

λόγω του µαγνητικού πεδίου yB .  
 Αν µια δέσµη ηλεκτρονίων περιέχει ηλεκτρόνια ενός συνεχούς φάσµατος ταχυτήτων, αυτά θα υ-
ποστούν διαφορετικές αποκλίσεις x και y το καθένα. Η σχέση ανάµεσα στα αντίστοιχα x και y βρίσκε-
ται από τις Εξ. (1.21) και (1.22), αν απαλειφθεί µεταξύ τους η ταχύτητα υ. Προκύπτει τότε η σχέση 

  2
2 22 y

y

Emy x
e B z

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.23) 

η οποία δείχνει ότι η δέσµη ηλεκτρονίων συνεχούς φάσµατος ταχυτήτων θα κατανεµηθεί πάνω σε µια 
παραβολή. Το φάσµα των σωµατιδίων β από τη ραδιενεργό πηγή του ραδίου που χρησιµοποιήθηκε 
από τον Kaufmann είναι γνωστό ότι είναι συνεχές, και το αναµενόµενο ίχνος της στη φωτογραφική 
πλάκα θα έπρεπε να είναι µια παραβολική καµπύλη. Αυτό όµως βρέθηκε ότι δεν συµβαίνει, όπως άλ-
λωστε φαίνεται και στο Σχ. 1.18β, από το γεγονός ότι οι δύο καµπύλες για αντίθετα ηλεκτροστατικά 
πεδία δεν πλησιάζουν το σηµείο ( 0x = , 0y = ) εφαπτοµενικά του άξονα των x και µεταξύ τους (δια-
κεκοµµένες καµπύλες στο Σχ. 1.18α, σε αντίθεση µε τις συνεχείς καµπύλες που παρατηρήθηκαν). Το 
σηµείο ( 0x = , 0y = ) αποτυπώνεται στη φωτογραφική πλάκα ως µια φωτεινή κηλίδα που προκαλούν 
οι ακτίνες γ που επίσης εκπέµπονται από το ραδιοϊσότοπο και δεν επηρεάζονται από τα πεδία. 
 Η καµπύλη που βρέθηκε από τον Kaufmann δίνεται στο Σχ. 1.19 (συνεχής καµπύλη), µαζί µε πα-
ραβολικές καµπύλες που αντιστοιχούν σε διάφορες τιµές της µάζας του ηλεκτρονίου σε πολλαπλάσια 
της µάζας m0 ενός ακίνητου ηλεκτρονίου. Τα σηµεία τοµής των παραβολών µε τη συνεχή, πειραµατι-
κή, καµπύλη, δίνει ζεύγη ταχύτητας-µάζας για µεµονωµένα ηλεκτρόνια. Τα αποτελέσµατα αυτά του 
Kaufmann έδωσαν την πρώτη ένδειξη ότι η µάζα ενός ηλεκτρονίου αυξάνει µε την ταχύτητα. ∆ύο 
διαφορετικοί θεωρητικοί νόµοι διατυπώθηκαν από τους M. Abraham (1903) και H.A. Lorentz (1904), 
αλλά τα αποτελέσµατα του Kaufmann δεν ήταν αρκετά ακριβή για να αποφασιστεί αν µια από αυτές 
τις θεωρητικές προβλέψεις ήταν σωστή. Πιο ακριβείς µετρήσεις έγιναν από τον Kaufmann και από 
άλλους αργότερα.  
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Σχήµα 1.19  Η απόκλιση y (που οφείλεται στο ηλεκτρικό πεδίο) συναρτήσει του x  
(που οφείλεται στο µαγνητικό πεδίο), στα πειράµατα του Kaufmann (συνεχής καµπύλη). 

Οι παραβολές µε διακεκοµµένη γραµµή δίνουν την αναµενόµενη απόκλιση για διάφορες τιµές  
της µάζας του ηλεκτρονίου µεταξύ της τιµής m0 (για το ακίνητο ηλεκτρόνιο) και 4m0. 

 
 
 Ο Bucherer15, το 1909, ήταν ο πρώτος που έκανε ακριβείς µετρήσεις της µάζας του ηλεκτρονίου 
ως συνάρτηση της ταχύτητάς του, χρησιµοποιώντας έναν «επιλογέα ταχυτήτων του Wien» (Σχ. 
1.20α). Και πάλι ως πηγή ηλεκτρονίων χρησιµοποιήθηκε µια ποσότητα ραδίου. Η πηγή τοποθετήθηκε 
στο κέντρο µιας διάταξης δύο κυκλικών επαργυρωµένων πλακών γυαλιού, που αποτελούσαν τους 
οπλισµούς ενός πυκνωτή, ακτίνας 4 cmb = , που απείχαν ο ένας από τον άλλο µόλις 0,25 mm. Το 
ηλεκτρικό πεδίο µεταξύ των οπλισµών, yE , ήταν µερικές εκατοντάδες V/m. Κάθετο σε αυτό, και πα-
ράλληλο µε τους οπλισµούς, υπήρχε µαγνητικό πεδίο 100 gaussxB = . Στο εσωτερικό µιας κυλινδρι-
κής επιφάνειας ακτίνας 9 cmb s+ = , υπήρχε φωτογραφικό φιλµ για την αποτύπωση των ηλεκτρονί-
ων. Το φάσµα ταχυτήτων των ηλεκτρονίων από την πηγή ραδίου είναι συνεχές, τα δε ηλεκτρόνια εκ-
πέµπονται προς όλες τις κατευθύνσεις. Για να διαφύγει από τον χώρο µεταξύ των οπλισµών σε κατεύ-
θυνση που σχηµατίζει γωνία α µε το µαγνητικό πεδίο, ένα ηλεκτρόνιο πρέπει να έχει ταχύτητα ίση µε  

  
sin

y

x

E
Bαυ α

=  (1.24) 

για την οποία οι δυνάµεις που ασκούν τα δύο πεδία πάνω στο ηλεκτρόνιο αλληλοαναιρούνται. Αφού 
διαφύγει από τον χώρο ανάµεσα στους οπλισµούς, το ηλεκτρόνιο κινείται σε µια περιοχή όπου υπάρ-
χει µόνο µαγνητικό πεδίο και αµελητέο ηλεκτροστατικό, διαγράφοντας µια κυκλική τροχιά, έως ότου 
προσπέσει στο φωτογραφικό φιλµ, έχοντας αποκλίνει κατά απόσταση y από το επίπεδο xz. Κατά τα 
γνωστά, η ακτίνα του κύκλου αυτού είναι ίση µε 

  z

x

mr
e B
υ

= , (1.25) 

όπου zυ  είναι η συνιστώσα z της ταχύτητας του ηλεκτρονίου. Για µια δεδοµένη γωνία α, η ταχύτητα 
του ηλεκτρονίου είναι γνωστή, και εποµένως και η συνιστώσα zυ . Από την απόκλιση y του ηλεκτρο-
νίου, και γεωµετρικούς υπολογισµούς, προσδιορίζεται η ακτίνα r και έτσι, από την σχέση (1.25), και ο 
λόγος e/m για τη συγκεκριµένη ταχύτητα υ. Το Σχ. 1.20β δείχνει τις καµπύλες πάνω στις οποίες προ-
σπίπτουν τα ηλεκτρόνια για γωνίες α µεταξύ 0 και 180ο, για θετικό και για αρνητικό ηλεκτρικό πεδίο. 
   
 

                                                 
15 A.H. Bucherer, Ann. d. Phys. 28, 513 (1909).  
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  (α)                                                                               (β) 
 

Σχήµα 1.20  (α) Η διάταξη του Bucherer για τη µελέτη της µεταβολής του λόγου e/m του ηλεκτρονίου  
συναρτήσει της ταχύτητάς του. (β) Φωτογραφία που καταγράφει τις αποκλίσεις των ηλεκτρονίων  

συναρτήσει της γωνίας απόκλισης. 
 
 
Οι µεγάλες αποκλίσεις στο κέντρο του φιλµ αντιστοιχούν σε ηλεκτρόνια µε την ελάχιστη ταχύτητα 

min /y xE Bυ =  µε την οποία αυτά µπορούν να διαφύγουν από τον επιλογέα ταχυτήτων. Τα δύο άκρα 
θα αντιστοιχούσαν σε ηλεκτρόνια µε άπειρη ταχύτητα. 
 Η µεταβολή του λόγου e/m συναρτήσει της ταχύτητας υ µπορεί να προσδιοριστεί µε τη µέθοδο 
αυτή. Για θεωρητικούς λόγους, το φορτίο του ηλεκτρονίου δεν µπορεί να µεταβάλλεται µε την ταχύ-
τητα, κάτι που έχει επαληθευτεί και πειραµατικά µε πολύ µεγάλη ακρίβεια αργότερα. Η µεταβολή 
στον λόγο e/m συναρτήσει της ταχύτητας υ οφείλεται εποµένως αποκλειστικά σε µεταβολή της µάζας 
του ηλεκτρονίου.  
 Στη θεωρία του τού ηλεκτρονίου, ο Lorentz16, αποδεικνύει το 1904 για πρώτη φορά τη σχέση  

  0
2 21 /

mm
cυ

=
−

, (1.26) 

που περιγράφει τη µεταβολή της µάζας συναρτήσει της ταχύτητας. Ο Lorentz συγκρίνει τις τιµές του 
λόγου 0/m m  που µέτρησε ο Kaufmann και δηµοσίευσε σε µια εργασία του το 1903, και βρίσκει ικα-
νοποιητική συµφωνία µε τις θεωρητικές προβλέψεις. Στο Σχ. 1.21, παρουσιάζονται τα πειραµατικά 
αποτελέσµατα των Kaufmann και Bucherer και συγκρίνονται µε τη θεωρητική πρόβλεψη του Lorentz. 
Μετρήσεις του Bucherer για τιµές του / 0,7cβ υ= >  δεν συµπεριλαµβάνονται, γιατί η ακρίβειά τους 
έχει αµφισβητηθεί.   
 Πολύ ακριβέστερες µετρήσεις του λόγου 0/m m  έγιναν το 1915 από τους Guye και Lavanchy17. 
Χρησιµοποιήθηκε µονοενεργειακή δέσµη ηλεκτρονίων µε επιτάχυνση µε γνωστή διαφορά δυναµικού. 
Ηλεκτροστατικό και µαγνητικό πεδίο χρησιµοποιήθηκαν για τον προσδιορισµό του λόγου 

0( ) / ( )m mυ υ  της µάζας ( )m υ  των ηλεκτρονίων στην ταχύτητα υ  προς τη µάζα 0( )m υ  τους σε µια 
χαµηλή ταχύτητα αναφοράς 0υ . Με 2000 µετρήσεις αυτού του λόγου, για ταχύτητες των ηλεκτρονίων 
µεταξύ 0,26cυ =  και 0,48cυ = , οι προβλέψεις της εξίσωσης των Lorentz-Einstein [Εξ. (1.26)] επα-
ληθεύτηκαν µε ακρίβεια 1 µέρους στα 2000 (ή 0,05%). Μερικές από τις µετρήσεις των Guye και La-
vanchy παρουσιάζονται στο Σχ. 1.21.   
 

                                                 
16 H.A. Lorentz, Proc. Acad. Sci. Amsterdam 6, 809 (1904). Ανατυπώθηκε στο βιβλίο: A. Einstein, H.A. Lor-
entz, H. Weyl και H. Minkowski, The Principle of Relativity, Dover (1952). 
17 C.E. Guye και C. Lavanchy, Compt. Rend. 161, 52 (1915). 
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Σχήµα 1.21  Τα πειραµατικά αποτελέσµατα των Kaufmann, Bucherer, και Guye και Lavanchy,  
για τη µεταβολή της µάζας του ηλεκτρονίου συναρτήσει της ταχύτητάς του.  

Η καµπύλη δίνει την προβλεπόµενη από την εξίσωση 2
0 1 ( / )m m cυ= −  µεταβολή.  

 
 
 
 



Κεφάλαιο 2 
 

ΠΡΟΛΕΓΟΜΕΝΑ 
 
 
 
2.1  Η αρχή της σχετικότητας του Γαλιλαίου. Η υπόθεση του Γαλιλαίου για το αναλλοίωτο. 
   Ο νόµος της αδράνειας. Αδρανειακά συστήµατα αναφοράς  

«Κλειστείτε µε κάποιο φίλο σας στο αµπάρι ενός µεγάλου πλοίου, και έχετε µαζί σας µε-
ρικές µύγες, πεταλούδες και άλλα µικρά ζώα που µπορούν να πετάξουν. Επίσης ένα µε-
γάλο δοχείο µε νερό και ψάρια µέσα σε αυτό. Κρεµάστε ψηλά ένα µπουκάλι που αδειά-
ζει, σταγόνα-σταγόνα σε ένα φαρδύ δοχείο που βρίσκεται από κάτω του. Με το πλοίο α-
κίνητο, παρατηρήστε µε προσοχή πώς τα µικρά ζώα πετάνε µε τις ίδιες ταχύτητες προς 
όλες τις κατευθύνσεις µέσα στο αµπάρι. Τα ψάρια κολυµπούν αδιάφορα προς όλες τις 
κατευθύνσεις· οι σταγόνες πέφτουν στο δοχείο από κάτω· και, πετώντας κάτι στον φίλο 
σας, δεν χρειάζεται να το πετάξετε µε µεγαλύτερη δύναµη προς µια κατεύθυνση από όσο 
σε µια άλλη, αν οι αποστάσεις είναι ίσες· πηδώντας, µε τα πόδια µαζί, πηδάτε σε ίσες 
αποστάσεις προς όλες τις διευθύνσεις. Όταν έχετε παρατηρήσει όλα αυτά προσεκτικά 
(παρ’ όλον ότι δεν υπάρχει αµφιβολία ότι, µε το πλοίο ακίνητο, όλα θα συµβούν κατ’ αυ-
τόν τον τρόπο), ζητήστε να κινηθεί το πλοίο µε οποιαδήποτε ταχύτητα θέλετε, µε την 
προϋπόθεση ότι η ταχύτητα θα είναι οµοιόµορφη και δεν µεταβάλλεται προς τη µια ή την 
άλλη κατεύθυνση. ∆εν θα παρατηρήσετε την παραµικρή διαφορά σε όλα τα φαινόµενα 
που αναφέρθηκαν, ούτε και θα µπορείτε να πείτε από αυτά κατά πόσο το πλοίο κινείται ή 
είναι ακίνητο.»  

Με αυτά τα λόγια εισάγει ο Γαλιλαίος την αρχή της σχετικότητας1. Είχε παρατηρήσει, µε πειράµατα 
και µε λογικούς συλλογισµούς, ότι η οµαλή σχετική κίνηση ανάµεσα σε δύο παρατηρητές δεν επηρε-
άζει τα φαινόµενα της Μηχανικής, όπως αυτοί τα παρατηρούν. Αυτό εκφράστηκε στην αρχή του Γα-
λιλαίου για το αναλλοίωτο:  

Οι βασικοί νόµοι της Φυσικής είναι ταυτόσηµοι για όλα τα συστήµατα αναφοράς που κι-
νούνται µε σταθερή ταχύτητα το ένα ως προς το άλλο.   

Η αρχή αναφέρεται φυσικά σε µηχανικά φαινόµενα και αποτελεί µια σηµαντικότατη συνεισφορά του 
Γαλιλαίου στη µαθηµατικοποίηση των νόµων της Φυσικής.  
 Ο νόµος της αδράνειας είναι ακόµη µία συνεισφορά του Γαλιλαίου στη Φυσική. ∆ηλώνει ότι: Ένα 
σώµα πάνω στο οποίο δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις, θα εξακολουθήσει να κινείται µε σταθερή 
ταχύτητα ή και να είναι ακίνητο. Αρχικά αναφερόταν φυσικά στις, µόνες τότε γνωστές δυνάµεις, τις 
Μηχανικές, αλλά σήµερα επεκτείνεται για να καλύψει όλες τις δυνάµεις. Γνωρίζοντας ότι οι θεµελιώ-
δεις δυνάµεις που υπάρχουν στη φύση µειώνονται τουλάχιστον τόσο γρήγορα όσο το αντίστροφο του 
τετραγώνου της απόστασης, θεωρούµε ότι ένα σώµα που βρίσκεται αρκετά µακριά από άλλα σώµατα 
µπορεί να θεωρηθεί, κατά προσέγγιση, αποµονωµένο.  
 Ο νόµος της αδράνειας διατυπώθηκε ως Πρώτος Νόµος του Νεύτωνα για την Κίνηση. Ο ∆εύτερος 
νόµος συσχετίζει την επιτάχυνση ενός σώµατος µε τις εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται πάνω σε 
αυτό:  

  d
dt

=
p F  (2.1) 

Θα µπορούσε να θεωρηθεί ως ο ορισµός της δύναµης, η οποία, αν οριστεί µε αυτόν τον τρόπο, οδηγεί 
σε πολύ απλές µαθηµατικές εκφράσεις για τους νόµους που περιγράφουν τις φυσικές δυνάµεις.  
 Ο πρώτος νόµος του Νεύτωνα για την κίνηση, εκφράζει κάτι πολύ σηµαντικό: ότι είναι δυνατόν να 
υπάρξουν στη φύση συστήµατα αναφοράς, στα οποία ικανοποιείται αρκετά ικανοποιητικά η συνθήκη 
µηδενικής εξωτερικής δύναµης και για τα οποία ισχύουν οι δύο πρώτοι νόµοι κίνησης του Νεύτωνα. 
Τα συστήµατα αυτά αποκαλούνται αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. Αν υπάρχει ένα τέτοιο σύστη-
                                                 
1 Γαλιλαίος Γαλιλέι, ∆ιάλογος για τα δύο Κύρια Κοσµικά Συστήµατα, 1632.  
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µα, υπάρχουν άπειρα αδρανειακά συστήµατα, τα οποία κινούνται µε σταθερές σχετικές ταχύτητες µε-
ταξύ τους. Προφανώς µόνο κατά προσέγγιση µπορούν να υπάρξουν αδρανειακά συστήµατα αναφο-
ράς. Η Γη, ως περιστρεφόµενο σύστηµα αναφοράς δεν είναι αδρανειακό. Μπορεί να θεωρηθεί ως α-
δρανειακό, αν συµπεριλάβουµε και υποθετικές δυνάµεις (φυγόκεντρος δύναµη και δύναµη Coriolis) 
στις πραγµατικές δυνάµεις που ασκούνται πάνω σε ένα σώµα. Ο Ήλιος υφίσταται µια πολύ µικρή επι-
τάχυνση, λόγω των βαρυτικών δυνάµεων από γειτονικά άστρα αλλά, κυρίως, λόγω της περιστροφής 
του Γαλαξία γύρω από το κέντρο του. Οι επιταχύνσεις αυτές όµως είναι εξαιρετικά µικρές, µη µετρή-
σιµες, και µπορούν να αγνοηθούν. Το ηλιοκεντρικό σύστηµα αναφοράς είναι εποµένως, µε καλή προ-
σέγγιση, αδρανειακό. Συνήθως αναφερόµαστε σε κίνηση «ως προς τους απλανείς αστέρες» για να 
µιλήσουµε για κίνηση µέσα σε αδρανειακό σύστηµα, εννοώντας την κίνηση ως προς την ύλη στους 
πολύ µακρινούς γαλαξίες του ορατού σύµπαντος.  
 
 
2.2  Ο µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου  

Η «θέση» ενός συµβάντος σε ένα σύστηµα αναφοράς S  καθορίζεται από τις συντεταγµένες του 
( , , , )x y z t , θέσης και χρόνου, στο σύστηµα αυτό. Θα υποθέσουµε ότι ένα άλλο σύστηµα αναφοράς, το 
S′ , κινείται ως προς το S  µε ταχύτητα ˆV=V x , και ότι όταν είναι 0t t′= =  οι άξονες των δύο συ-
στηµάτων συµπίπτουν. Στην κλασική Μηχανική, ο χρόνος είναι απόλυτος και κοινός για όλο το σύ-
µπαν. Εποµένως θα είναι t t′ = . Επειδή η σχετική κίνηση των δύο συστηµάτων γίνεται κατά µήκος 
του άξονα των x µόνο, η απόσταση µεταξύ των αρχών των αξόνων O′  και Ο θα είναι OO Vt′ = . Θα 
είναι λοιπόν επίσης x x Vt′ = −  και y y′ = , z z′ = .  

 
 
 
 
Σχήµα 2.1  Ο µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου µετα-
τρέπει τις συντεταγµένες ( , , , )x y z t  ενός συµβά-
ντος στο σύστηµα αναφοράς S , στις συντεταγµένες 
του ιδίου συµβάντος ( , , , )x y z t′ ′ ′ ′  στο σύστηµα 

αναφοράς S′ , το οποίο κινείται µε ταχύτητα 

ˆV=V x  ως προς το σύστηµα S . 

 
 
 
 

 Ο µετασχηµατισµός 
  x x Vt′ = − ,       y y′ = ,       z z′ = ,       t t′ =  (2.2) 

ονοµάζεται µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου. Είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός και, ως εκ τού-
του, διατηρεί αναλλοίωτη την Εξ. (2.1), όπως θα δούµε παρακάτω.  
 Για να βρούµε τον µετασχηµατισµό του Γαλιλαίου για τις ταχύτητες, παίρνουµε τα διαφορικά των 
Εξ. (2.2) 
  dx dx Vdt′ = − ,       dy dy′ = ,       dz dz′ = ,       dt dt′ = , (2.3) 

από τα οποία προκύπτουν οι σχέσεις: 

  x
dx dx dt dx dtV V
dt dt dt dt dt

υ
′

′ = = − = −
′ ′ ′

,       y
dy dy dy
dt dt dt

υ
′

′ = = =
′ ′

,       z
dz dz dz
dt dt dt

υ
′

′ = = =
′ ′

 (2.4) 

ή, τελικά,  x x Vυ υ′ = − ,       y yυ υ′ = ,       z zυ υ′ = . (2.5) 

 ∆ιανυσµατικά, για γενική σχετική ταχύτητα του S′  ως προς το S  ίση µε V  και τους άξονες των 
δύο συστηµάτων να συµπίπτουν όταν είναι 0t t′= = , ο µετασχηµατισµός είναι: 
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  t′ = −r r V ,       t t′ = .  (2.6) 

Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο, έχουµε τον µετασχηµατισµό της ταχύτητας: 

  ′ = −υ υ V .  (2.7) 

Παραγωγίζοντας ξανά, έχουµε τον µετασχηµατισµό της επιτάχυνσης: 

  ′ =a a .  (2.8) 

Γράφοντας την Εξ. (2.1) ως   m=F a  (2.9) 

προκύπτει ότι  m ′=F a . (2.10) 

Αν υποθέσουµε ότι  ′ =F F , (2.11) 

ο µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου αφήνει την Εξ. (2.9) αναλλοίωτη.    
 
 
2.3  Η βαθµονόµηση και ο συγχρονισµός συστηµάτων αναφοράς  

Κάτι που συµβαίνει σε ένα αρκετά µικρό όγκο και διαρκεί ένα αρκετά µικρό χρονικό διάστηµα ονο-
µάζεται συµβάν. Ο καθορισµός ενός συµβάντος απαιτεί να δοθεί η χωρική και χρονική θέση του 
( , , , )x y z t . Η Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας ασχολείται µε συµβάντα σε διάφορα συστήµατα ανα-
φοράς. Τα µήκη πρέπει να µπορούν να µετρηθούν σε κάθε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς και γι αυτό 
χρειαζόµαστε ένα κοινό πρότυπο µήκους. Σε αντίθεση µε την κλασική Φυσική ο χρόνος δεν είναι α-
πόλυτος και έτσι πρέπει να έχουµε τη δυνατότητα να µετρούµε τον χρόνο σε όλα τα σηµεία ενός συ-
στήµατος αναφοράς µε πανοµοιότυπα και συγχρονισµένα ρολόγια. Τη λύση στα δύο αυτά προβλήµα-
τα δίνουν οι δύο θεµελιώδεις υποθέσεις πάνω στις οποίες στηρίζεται η Ειδική Θεωρία της Σχετικότη-
τας:  

(α) οι νόµοι της Φυσικής είναι οι ίδιοι σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς και  
(β) η ταχύτητα του φωτός στο κενό είναι αναλλοίωτη σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα 

αναφοράς, ανεξαρτήτως της κίνησης της πηγής ή του παρατηρητή. 
 Ως πρότυπο µήκους µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το µήκος κύµατος του φωτός από κάποια 
συγκεκριµένη µετάπτωση σε ένα είδος ατόµου. Ισοδύναµα, ορίζοντας τη µονάδα του χρόνου ως τόσες 
ταλαντώσεις του φωτός σε µια συγκεκριµένη φασµατική γραµµή ενός ατόµου, η απόσταση που δια-
νύει το φως σε µια µονάδα χρόνου µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως πρότυπο του µήκους. Υποθέτουµε 
ότι τα άτοµα υπακούουν πανοµοιότυπους νόµους Φυσικής και έτσι ο ορισµός µας δίνει πανοµοιότυπα 
αποτελέσµατα σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. Έχουµε έτσι πρότυπα µήκους και χρόνου 
σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. 
 Θα φανταστούµε ότι σε κάθε σηµείο ενός συστήµατος αναφοράς υπάρχει ένα ρολόι, που δείχνει 
την κοινή ώρα του συστήµατος αυτού. Αυτό προϋποθέτει και τον συγχρονισµό των ρολογιών αυτών 
για κάθε σύστηµα αναφοράς. Η µέθοδος που προτάθηκε από τον Άινστάιν για τον συγχρονισµό των 
ρολογιών ενός συστήµατος είναι η εξής: Ορίζουµε ένα από τα ρολόγια του συστήµατος ως το βασικό, 
Α. Από το σηµείο στο οποίο βρίσκεται το ρολόι αυτό εκπέµπεται τη χρονική στιγµή 1t  ένας παλµός 
φωτός, ο οποίος ταξιδεύει στο κενό προς το σηµείο όπου βρίσκεται το ρολόι Β που θα συγχρονιστεί 
µε το βασικό. Η στιγµή άφιξης του φωτός στο Β, Bt , καταγράφεται. Το φως ανακλάται χωρίς καθυ-
στέρηση πίσω προς το Α, όπου και φτάνει τη χρονική στιγµή 2t . Υποθέτουµε, επιπροσθέτως, ότι η 
ταχύτητα του φωτός από το Α στο Β είναι η ίδια µε την ταχύτητα του φωτός από το Β στο Α. Έτσι, 

συµπεραίνουµε ότι η ώρα άφιξης του φωτός στο Β είναι 2 1
1 2

t tt −
+ , όταν το ρολόι στο Β έδειχνε Bt . Η 

τιµή του 2 1( )t t−  µπορεί να σταλεί στο Β και να γίνει η απαραίτητη διόρθωση για τον συγχρονισµό 
των ρολογιών Α και Β. Με τον ίδιο τρόπο συγχρονίζονται όλα τα ρολόγια ενός συστήµατος.  
 Η ύπαρξη αυτών των βαθµονοµηµένων συστηµάτων αναφοράς είναι απαραίτητη στην Ειδική Θε-
ωρία της Σχετικότητας. Η διαφορά από την κλασική Φυσική είναι ότι καθένα από τα συστήµατα έχει 
τα δικά του συγχρονισµένα ρολόγια που δείχνουν την ώρα του συστήµατος.  
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2.4  Η κατάρρευση του ταυτοχρονισµού 

Θα εξετάσουµε τώρα µια από τις σηµαντικές επιπτώσεις του αναλλοίωτου της ταχύτητας του φωτός: 
την κατάρρευση της έννοιας του ταυτοχρονισµού, όπως αυτή είναι γνωστή στην Κλασική Φυσική. 
 Ας υποθέσουµε ότι ένα τρένο κινείται ως προς έναν αδρανειακό παρατηρητή Ο µε σταθερή ταχύ-
τητα V. Στο µέσο ακριβώς του τρένου και ακίνητος ως προς αυτό, βρίσκεται ένας παρατηρητής O′ . 
Στα δύο άκρα του τρένου βρίσκονται δύο πηγές φωτός, Α και Β. Έστω ότι τη χρονική στιγµή που ο 
O′  περνά µπροστά από τον Ο, δύο παλµοί φωτός φτάνουν ταυτόχρονα στους δύο παρατηρητές, έχο-
ντας εκπεµφθεί, αντιστοίχως, ένας από κάθε µια από τις πηγές Α και Β (Σχ. 2.2). Θα θεωρήσουµε ότι 
το τρένο κινείται µε ταχύτητα µικρότερη από αυτήν του φωτός στο κενό. 
 
 
Σχήµα 2.2  Ένα τρένο κινείται µε ταχύτητα V 
ως προς τον παρατηρητή Ο. Στο µέσο του τρέ-
νου βρίσκεται ο παρατηρητής O′ . Όταν οι δύο 
παρατηρητές συµπίπτουν, δύο παλµοί φωτός 
φτάνουν στο ίδιο σηµείο, έχοντας εκπεµφθεί, 
αντίστοιχα, από τις πηγές φωτός Α και Β. 
 
 
 Εξετάζουµε πρώτα τον συλλογισµό του παρατηρητή O′ , που βρίσκεται πάνω στο τρένο και στο 
µέσο του (Σχ. 2.3):  
 
 
Σχήµα 2.3  Ο παρατηρητής O′ , πάνω στο 
τρένο, συµπεραίνει ότι οι δύο παλµοί φωτός 
εκπέµφθηκαν ταυτόχρονα από τις δύο πηγές 
φωτός, Α και Β, που ισαπέχουν από αυτόν. 
 
 

 «Τα σηµεία Α και Β απέχουν ίσες αποστάσεις από εµένα. Η ταχύτητα του φωτός είναι η ίδια και 
για τις δύο κατευθύνσεις. Εποµένως, οι δύο παλµοί χρειάστηκαν ίσους χρόνους για να φτάσουν σ’ 
εµένα και, άρα, εκπέµφθηκαν ταυτόχρονα από τις δύο πηγές.» 

 Ο συλλογισµός του παρατηρητή Ο, που βρίσκεται πάνω στην αποβάθρα (Σχ. 2.4), είναι ο εξής: 

 «Το φως από τα σηµεία Α και Β χρειάζεται κάποιο χρόνο για να φτάσει σ’ εµένα από τη στιγµή 
που θα εκπεµφθεί. Αυτό σηµαίνει ότι όταν οι παλµοί εκπέµπονται, το τρένο βρίσκεται πιο πίσω από 
τη θέση στην οποία βρίσκεται όταν οι παλµοί φτάνουν σ’ εµένα. Εποµένως, ο παλµός από το σηµείο 
Β θα έχει να ταξιδέψει µεγαλύτερη απόσταση από ό,τι ο παλµός από την πηγή Α. Η ταχύτητα του φω-
τός είναι η ίδια και προς τις δύο κατευθύνσεις, ως ανεξάρτητη από την ταχύτητα της πηγής ή του πα-
ρατηρητή. Για να φτάσουν οι δύο παλµοί σ’ εµένα ταυτόχρονα, ο παλµός από την πηγή Β πρέπει να 
εκπέµφθηκε πριν από τον παλµό από την πηγή Α.» 

 
 
 
Σχήµα 2.4  Ο παρατηρητής Ο, πάνω 
στην αποβάθρα, συµπεραίνει ότι οι δύο 
παλµοί φωτός δεν εκπέµφθηκαν ταυτό-
χρονα από τις δύο πηγές φωτός, Α και Β. 
 (α) Όταν εκπέµπεται ο παλµός από 
την πηγή Α, αυτή θα βρίσκεται πλησιέ-
στερα στον Ο από την πηγή Β όταν αυτή 
εκπέµπει τον παλµό της (β).  
 Εποµένως, ο παλµός Β πρέπει να 
εκπεµφθεί νωρίτερα από τον Α, για να 
φτάσει στον Ο ταυτόχρονα µε αυτόν.  
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 Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι δύο συµβάντα που είναι ταυτόχρονα σε ένα αδρανειακό σύστηµα ανα-
φοράς δεν είναι απαραιτήτως ταυτόχρονα και σε ένα άλλο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, το οποίο 
κινείται ως προς το πρώτο. Το αναλλοίωτο της ταχύτητας του φωτός µας υποχρεώνει να εγκαταλεί-
ψουµε την έννοια του ταυτοχρονισµού που θεωρούσαµε δεδοµένη στην Κλασική Φυσική.  
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Από το σύγγραµµα του µαθήµατος: C.Kittel κ.ά. «Μηχανική» 
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Κεφάλαιο 3 
 

ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗ ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 
 
 
 
3.1  Οι µετασχηµατισµοί του Λόρεντζ για τις συντεταγµένες θέσης ενός συµβάντος 

Θα θεωρήσουµε δύο αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, S  και S ′ , σε σχετική κίνηση το ένα ως προς 
το άλλο. Η ταχύτητα του συστήµατος S ′  ως προς το σύστηµα S  είναι ˆV=V x  (Σχ. 3.1α). Επιλέγου-
µε οι άξονες των δύο συστηµάτων αναφοράς να συµπίπτουν σε κάποια χρονική στιγµή, και ορίζουµε 
αυτήν τη στιγµή να είναι 0t t′= = . 
 

 
 

  (α)  (β) 
 
Σχήµα 3.1  (α) ∆ύο αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, S  και S ′ , σε σχετική κίνηση το ένα ως προς το άλλο. Η 
ταχύτητα του συστήµατος S ′  ως προς το σύστηµα S  είναι ˆV=V x . Τη χρονική στιγµή 0t t′= = , οι άξονες 
των δύο συστηµάτων αναφοράς συµπίπτουν. (β) Οι συντεταγµένες ενός συµβάντος στα δύο συστήµατα αναφο-
ράς.  
 
 
 Ένα συµβάν χαρακτηρίζεται από τις συντεταγµένες του ( , ) ( , , , )t x y z t=r  στο σύστηµα S , στις 
οποίες αντιστοιχούν οι συντεταγµένες του ( , ) ( , , , )t x y z t′ ′ ′ ′ ′ ′=r  στο σύστηµα S ′  (Σχ. 3.1β). Οµοίως, 
αν ένα σηµείο P έχει ταχύτητα υ  στο σύστηµα S , της οποίας οι συνιστώσες είναι ( , , )x y zυ υ υ , η ταχύ-
τητά του ′υ  στο σύστηµα S′  θα έχει συνιστώσες ( , , )x y zυ υ υ′ ′ ′ .  Προφανώς, αν ( , , )x y z  είναι η θέση 
του σηµείου P στο σύστηµα S  τη χρονική στιγµή t, τότε  /xυ dx dt= , /yυ dy dt= , /zυ dz dt= , ενώ 
στο σύστηµα S ′  είναι /xυ dx dt′ ′ ′= , /yυ dy dt′ ′ ′= , /zυ dz dt′ ′ ′= .       
 Υποθέτουµε ένα γραµµικό µετασχηµατισµό ( , , , ) ( , , , )x y z t x y z t′ ′ ′ ′⇔ , της µορφής: 

  , , ,x αx t y y z z t x tε δ η′ ′ ′ ′= + = = = + , (3.1) 

όπου α, ε, δ και η είναι οι συντελεστές του µετασχηµατισµού, που πρέπει να προσδιοριστούν. Πριν 
από αυτό όµως, πρέπει να δικαιολογήσουµε δύο υποθέσεις που κάναµε: 
 

(α)  Η µετασχηµατισµός ( , , , ) ( , , , )x y z t x y z t′ ′ ′ ′⇔  είναι γραµµικός, και  
(β) Για την επιλογή των αξόνων των S  και S ′  που κάναµε, θα πρέπει να είναι y y′ =  και z z′ = . 

 
Οι λόγοι που µας οδήγησαν σε αυτές τις επιλογές είναι οι εξής:  
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 (α)  Αν είχαµε επιλέξει ένα µη γραµµικό µετασχηµατισµό, θα εµφανίζονταν στο ένα σύστηµα ανα-
φοράς δυνάµεις που δεν θα υπήρχαν στο άλλο. Μια κίνηση µε σταθερή ταχύτητα στο ένα σύστηµα 
αναφοράς θα εµφανιζόταν ως επιταχυνόµενη στο άλλο. Υπάρχουν και άλλοι λόγοι για την επιλογή 
µας, όπως για παράδειγµα το ότι ο µετασχηµατισµός ( , , , ) ( , , , )x y z t x y z t′ ′ ′ ′⇔  ακολουθούµενος από 
τον αντίστροφο µετασχηµατισµό ( , , , ) ( , , , )x y z t x y z t′ ′ ′ ′ ⇔ , θα πρέπει να δίνει τις αρχικές συντεταγµέ-
νες, και το ότι ένας µετασχηµατισµός από ένα αδρανειακό σύστηµα 1S  σε ένα άλλο αδρανειακό σύ-
στηµα 2S , ακολουθούµενος από ένα µετασχηµατισµό από το 2S  σε ένα τρίτο αδρανειακό σύστηµα 

3S , θα πρέπει να δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε τον απευθείας µετασχηµατισµό από το 1S  στο 3S . 
 (β)  Το αποτέλεσµα y y′ =  και z z′ =  προκύπτει από την επιλογή που κάναµε για τους άξονες των 
συστηµάτων S  και S ′ , και τη συµµετρία που προκύπτει από αυτήν. Ας υποθέσουµε ότι οι συνιστώ-
σες y και z ενός σηµείου διαφέρουν στα δύο συστήµατα. Η απόσταση του σηµείου από τους άξονες 
των x  και x′  επίσης θα είναι διαφορετική στο κάθε σύστηµα. Επειδή, λόγω αξονικής συµµετρίας, η 
διαφορά θα είναι ανεξάρτητη της κατεύθυνσης γύρω από τους άξονες x  και x′ , ένας κύκλος µε κέ-
ντρο πάνω στον άξονα των x  στο S  και επίπεδο κάθετο στον άξονα αυτόν, θα είναι επίσης κύκλος µε 
κέντρο πάνω στον άξονα των x′  στο S′  και επίπεδο κάθετο στον άξονα αυτόν. Έστω ότι δύο πανο-
µοιότυποι δακτύλιοι, ∆  και ∆′  (Σχ. 3.2α), τοποθετούνται µε κέντρα στις αρχές (0, 0, 0) των δύο συ-
στηµάτων και επίπεδα που συµπίπτουν µε τα επίπεδα yz  και y z′ ′  αντιστοίχως. Όταν τα δύο συστή-
µατα S  και S′  είναι ακίνητα το ένα ως προς το άλλο, οι δύο δακτύλιοι συµπίπτουν πλήρως και έχουν 
ακτίνα a. Έστω ότι τώρα το σύστηµα S′  κινείται ως προς το σύστηµα S  µε ταχύτητα ˆV=V x . Ας 
υποθέσουµε ότι, λόγω της διαφοράς στις συνιστώσες y και z στα δύο συστήµατα, ο κινούµενος στο 
σύστηµα S  δακτύλιος ∆′ , έχει µικρότερη ακτίνα, ( 1)ak k < . Ο κινούµενος δακτύλιος ∆′  θα περάσει 
εποµένως µέσα από τον, µεγαλύτερο, ακίνητο στο σύστηµα S  δακτύλιο ∆  (Σχ. 3.2β). Ας δούµε όµως 
τώρα την όλη διεργασία ως ακίνητοι παρατηρητές στο σύστηµα S′ . Ως προς αυτό το σύστηµα, ο δα-
κτύλιος ∆  κινείται µε ταχύτητα ˆV− = −V x  και έχει εποµένως ακτίνα ( 1)ak k < . ∆εν υπάρχει κανέ-
νας λόγος η διαφορά στην κατεύθυνση κίνησης να οδηγήσει σε διαφορετικά αποτελέσµατα στο µέγε-
θος του κινούµενου δακτυλίου. Θα δούµε ότι ο κινούµενος τώρα δακτύλιος ∆  θα περάσει µέσα από 
τον ακίνητο δακτύλιο ∆′  (Σχ. 3.2γ). Προφανώς τα δύο αυτά συµπεράσµατα δεν είναι σύµφωνα µετα-
ξύ τους. Εποµένως, πρέπει να συµπεράνουµε ότι η αρχική µας υπόθεση είναι λανθασµένη και θα πρέ-
πει να είναι y y′ =  και z z′ = . Ακριβώς ανάλογα επιχειρήµατα θα ίσχυαν αν, αντί συρρίκνωση, ο κι-
νούµενος δακτύλιος υφίσταται διαστολή. 
 

 
 
Σχήµα 3.2  ∆ύο δακτύλιοι σε σχετική κίνηση. (α) Οι δακτύλιοι, όταν είναι ακίνητοι σε ένα σύστηµα, έχουν ακτίνα α. 
(β) Αν η κίνηση οδηγεί σε συρρίκνωση κατά µήκος των εγκαρσίων διαστάσεων, ο δακτύλιος ∆′  περνά µέσα από 
τον δακτύλιο ∆ , γιατί κινείται ως προς αυτόν και το σύστηµα S  µε ταχύτητα V προς τα δεξιά. (γ) Αν δούµε τον 
δακτύλιο ∆  στο σύστηµα S ′ , τότε αυτός συρρικνώνεται και περνά µέσα από τον ∆′ , αφού τώρα ο ∆  κινείται 
ως προς τον ∆′  και το σύστηµα S ′  µε ταχύτητα V προς τα αριστερά. Ακριβώς ανάλογα επιχειρήµατα ισχύουν 
και αν, αντί συρρίκνωση, ο κινούµενος δακτύλιος υφίσταται διαστολή.  
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 Προχωρούµε τώρα στον προσδιορισµό των συντελεστών α, ε, δ και η του µετασχηµατισµού. Θα 
βασιστούµε πάνω στα δύο αξιώµατα της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας: 

(α) Όλα τα αδρανειακά συστήµατα είναι ισοδύναµα.  
(β) Η ταχύτητα του φωτός στο κενό έχει την ίδια τιµή c σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα. 

Από τις Εξ. (3.1), οι απειροστές µεταβολές στα δύο συστήµατα συνδέονται µέσω των σχέσεων:  

  , , ,dx αdx dt dy dy dz dz dt dx dtε δ η′ ′ ′ ′= + = = = + . (3.2) 

Οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι, εποµένως, 

  , ,dx αdx dt dy dy dz dz
dt dx dt dt dx dt dt dx dt

ε
δ η δ η δ η

′ ′ ′+
= = =

′ ′ ′+ + +
, (3.3) 

ή 

  , ,yx z
x y z

x x x

υαυ υυ υ υ
υ υ υ

ε
δ η δ η δ η

+′ ′ ′= = =
+ + +

. (3.4) 

Τα µέτρα των ταχυτήτων του σηµείου P στα δύο συστήµατα, 

  2 2 2
x y zυ υ +υ +υ=          και         2 2 2

x y zυ υ +υ +υ′ ′ ′ ′= ,  

συνδέονται µέσω της σχέσης: 

  
( )

( )

2 2 2
2

2
x y z

x

αυ υ υ
υ

υ

ε

δ η

+ + +
′ =

+
  

ή 

  
( )

( )

2 2 2 2
2

2

1 2x x

x

υ α υ α υ
υ

υ

ε ε

δ η

⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦′ =
+

 (3.5) 

 Τώρα, αν ένα σηµείο P είναι ακίνητο στο σύστηµα S′ , δηλαδή είναι 0, 0, 0x y zυ υ υ′ ′ ′= = = , στο 

σύστηµα S  θα φαίνεται να κινείται µε ταχύτητα ˆ ˆxυ V= =x V x . Από την πρώτη των Εξ. (3.4), προ-
κύπτει τότε ότι: 

  0 αV
V

ε
δ η

+
=

+
         ή         V

α
ε
= −  (3.6) 

Οµοίως, αν ένα σηµείο P είναι ακίνητο στο σύστηµα S , δηλαδή είναι 0, 0, 0x y zυ υ υ= = = , στο σύ-

στηµα S ′  θα φαίνεται να κινείται µε ταχύτητα ˆ ˆxυ V′ = − = −x V x . Από την πρώτη των Εξ. (3.4), προ-
κύπτει τώρα ότι: 

  V ε
η

− = . (3.7) 

Οι Εξ. (3.6) και (3.7) συνοψίζονται στις σχέσεις: 

  V
α
ε
= −          και         αη = . (3.8) 

Κάνοντας χρήση αυτών των σχέσεων στην Εξ. (3.5), έχουµε 

  
( )

( )

2 2 2 2 2 2
2

2

1 2x x

x

υ α υ α Vυ α V
υ

υ αδ

⎡ ⎤+ − − +⎣ ⎦′ =
+

. (3.9) 

Αν η ταχύτητα του P στο ένα σύστηµα αναφοράς είναι ίση µε c, θα είναι ίση µε c και στο άλλο. Η Εξ. 
(3.9) γίνεται τότε   



 34

  
( )

( )

2 2 2 2 2 2
2

2

1 2x x

x

c α υ α Vυ α V
c

υ αδ

⎡ ⎤+ − − +⎣ ⎦=
+

. (3.10) 

η οποία και πρέπει να ισχύει για κάθε τιµή του xυ . Αναπτύσσοντας αυτή τη σχέση και οµαδοποιώντας 
τους συντελεστές των δυνάµεων του xυ , έχουµε την ταυτότητα:  

  ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 0x xc α υ α c αV υ α c c α Vδ δ− + + + + − − = . (3.11) 

Εξισώνοντας µε µηδέν τους συντελεστές των δυνάµεων του xυ , έχουµε τις σχέσεις: 

  ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 21 0, 2 0, 0c α α c αV α c c α Vδ δ− + = + = − − = . (3.12) 

Η τρίτη από αυτές τις εξισώσεις δίνει 

  
2 2

1
1 /

α
V c

= ±
−

. (3.13) 

Αυτή, µε τη δεύτερη των Εξ. (3.12) δίνει 

  
2

2 2

/
1 /
V c

V c
δ =

−
∓ . (3.14) 

Οι Εξ. (3.13) και (3.14) ικανοποιούν και την πρώτη των (3.12). Οι συντελεστές του µετασχηµατισµού 
είναι εποµένως 

   
2 2

1
1 /

α
V c

= ±
−

,      
2

2 2

/
1 /
V c

V c
δ =

−
∓ ,      

2 21 /
V
V c

ε =
−

∓ ,      
2 2

1
1 /V c

η = ±
−

 (3.15) 

και ο µετασχηµατισµός των συντεταγµένων της θέσης είναι: 

  
2

2 2 2 2

( / ), , ,
1 / 1 /

x Vt t V c xx y y z z t
V c V c
− −′ ′ ′ ′= ± = = = ±

− −
. (3.16) 

Επειδή για 0V →  θα πρέπει ο µετασχηµατισµός να ταυτίζεται µε τον µετασχηµατισµό του Γαλιλαίου 
και τελικά να είναι x x′→  και t t′→ , θα πρέπει να πάρουµε τα θετικά πρόσηµα. Καταλήγουµε έτσι 
στον µετασχηµατισµό του Λόρεντζ για τις συντεταγµένες θέσης ενός συµβάντος ( , , , )x y z t  ⇒  
( , , , )x y z t′ ′ ′ ′ : 

  
2

2 2 2 2

( / ), , ,
1 / 1 /

x Vt t V c xx y y z z t
V c V c
− −′ ′ ′ ′= = = =

− −
. (3.17) 

Συµβολίζοντας την ανηγµένη ταχύτητα του συστήµατος S ′  ως προς το σύστηµα S  µε  

  Vβ
c

≡  (3.18) 

και τον παράγοντα Λόρεντζ για τη σχετική ταχύτητα των δύο συστηµάτων µε  

  
2 2

1
1 /V c

γ ≡
−

 (3.19) 

έχουµε: 
  ( ) ( ), , , ( / )x x ct y y z z t t c xγ β γ β′ ′ ′ ′= − = = = −  (3.20) 

 Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός ( , , , ) ( , , , )x y z t x y z t′ ′ ′ ′ ⇔  από το σύστηµα S  στο σύστηµα S ′  
βρίσκεται είτε λύνοντας τις Εξ. (3.20) ως προς , , ,x y z t  ή ανταλλάσσοντας τα τονούµενα σύµβολα µε 
άτονα και αντιστρόφως, και την ταχύτητα V σε –V (ή του β σε –β). Προκύπτει έτσι ο µετασχηµατι-
σµός: 
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  ( ) ( ), , , ( / )x x ct y y z z t t c xγ β γ β′ ′ ′ ′ ′ ′= + = = = +  (3.21) 

 ∆ιανυσµατικά, για δύο συστήµατα S  και S′ µε άξονες παράλληλους µεταξύ τους, και µε το S ′  να 
κινείται µε γενική ταχύτητα V  ως προς το S ,   

  2 2( 1) ,t t t
V c

γ γ γ
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⋅ ⋅′ ′= + − − = −⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎝ ⎠

r V r Vr r V  (3.22) 

και αντιστρόφως 

  2 2( 1) ,t t t
V c

γ γ γ
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⋅ ⋅′ ′= + − + = +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎝ ⎠

r V r Vr r V  (3.23) 

όπου ( , , )x y z=r  και ( , , )x y z′ ′ ′ ′=r .  
 Αξίζει να σηµειωθεί πως αν στο σύστηµα S  είναι 

  2 2 2 2 2 0x y z c t+ + − = , (3.24)  
τότε και στο σύστηµα S ′  είναι  
  2 2 2 2 2 0x y z c t′ ′ ′ ′+ + − = , (3.25)  

όπως προκύπτει µε αντικατάσταση από τις Εξ. (3.21) στην Εξ. (3.22).  
 
 

Παράδειγµα 3.1 Μια εφαρµογή του µετασχηµατισµού του Λόρεντζ 
 

Ένα συµβάν έχει στο αδρανειακό σύστηµα S  συντεταγµένες ( 1 m, 2 m, 2 m, 1 ns)x y z t= = = = . 
Να βρεθούν οι συντεταγµένες του συµβάντος στο S ′ , το οποίο κινείται ως προς το S  µε σταθερή τα-
χύτητα ˆV=V x , όπου 4

5V c= . Οι άξονες των δύο συστηµάτων συνέπιπταν όταν 0t t′= = . 
   

 
  

 
Ισχύουν οι µετασχηµατισµοί του Λόρεντζ, µε  2 2 54

5 3/ , 1 / 1 /β V c γ V c= = = − = . 
Με αυτές τις τιµές και 1 m, 2 m, 2 m, 1 nsx y z t= = = = , οι Εξ. (3.20) δίνουν:  

( ) ( )8 95 4 51 (3 10 )(1 10 ) 1 0,24 1,27 m
3 5 3

x x ctγ β −⎛ ⎞′ = − = − × × = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 m, 2 my y z z′ ′= = = =  

( ) 9 9
8

5 4 1 5 40( / ) 1 10 1 10 2,78 ns
3 5 3 153 10

t t c xγ β − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = − = × − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟×⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Βρέθηκε ότι το συµβάν που έχει συντεταγµένες ( 1 m, 2 m, 2 m, 1 ns)x y z t= = = =  στο αδρανειακό 
σύστηµα S , έχει συντεταγµένες ( 1,27 m, 2 m, 2 m, 2,78 ns)x y z t= = = = −  στο S′ . Είναι ενδιαφέ-
ρον το ότι κάτι που συνέβη στο σύστηµα S  στο σηµείο ( 1 m, 2 m, 2 m)x y z= = =  τη χρονική στιγ-
µή 1 nst =  (δηλαδή 1 ns µετά τη σύµπτωση των αξόνων των δύο συστηµάτων), στο S ′  συνέβη στο 
σηµείο ( 1,27 m, 2 m, 2 m)x y z= = =  τη χρονική στιγµή 2,78 nst = −  (δηλαδή 2,78 ns πριν από τη 
σύµπτωση των αξόνων των δύο συστηµάτων!). 
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Προβλήµατα  

3.1  ∆είξετε ότι, για ένα συµβάν, η ποσότητα 222222 tczyxs −++=  είναι αναλλοίωτη ως προς τον 
µετασχηµατισµό Lorentz (έχει την ίδια τιµή σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, µε την προ-
ϋπόθεση ότι οι άξονές τους συµπίπτουν για 0=′= tt ). 
3.2  ∆είξετε πως, αν στο σύστηµα S είναι x ct=  (φωτεινό κύµα), τότε και στο σύστηµα S΄ θα είναι 
x ct′ ′= .  
3.3  Στο σύστηµα S  δύο συµβάντα απέχουν µεταξύ τους απόσταση 600 m και χρονικά κατά διάστη-
µα 0,8 µs. Ποια πρέπει να είναι η ταχύτητα ενός άλλου συστήµατος, S ′ , ως προς το S , για να είναι σε 
αυτό ταυτόχρονα τα δύο συµβάντα;  
3.4  Οι συντεταγµένες δύο γεγονότων στο σύστηµα αναφοράς S είναι οι εξής: 

Γεγονός 1:   ( )0,0/, 110101 ==== zycxtxx .    

Γεγονός 2:   ( )0,02/,2 220202 ==== zycxtxx . 

(α)  Υπάρχει ένα σύστηµα αναφοράς S΄, στο οποίο τα δύο αυτά γεγονότα συµβαίνουν την ίδια χρονι-
κή στιγµή. Βρείτε την ταχύτητα του συστήµατος αυτού ως προς το S. Υποθέτουµε ότι οι άξονες 
των συστηµάτων S και S΄ συµπίπτουν τη χρονική στιγµή 0=′= tt .  Απ.: 1

2β = −   

(β)  Σε ποια χρονική στιγµή συµβαίνουν τα δύο αυτά γεγονότα στο σύστηµα S΄; Απ.: 0
1 2 3 xt t

c
′ ′= =   

 

  

 
 
3.1.1  Η συστολή του µήκους 

Πώς µπορούµε να µετρήσουµε το µήκος µιας ράβδου σε ένα σύστηµα αναφοράς µέσα στο οποίο αυτή 
βρίσκεται σε κίνηση; Η µέτρηση θα έχει νόηµα αν γίνει «ακαριαία». Με άλλα λόγια, αν σηµειώσουµε 
τις θέσεις των δύο άκρων της ράβδου την ίδια χρονική στιγµή και µετά µετρήσουµε στο σύστηµα αυ-
τό την απόσταση ανάµεσα στα δύο αυτά σηµεία. Θα υποθέσουµε ότι η ράβδος βρίσκεται σε ηρεµία 
στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S , είναι παράλληλη προς τον άξονα των x, και ότι σε αυτό το 
σύστηµα έχει µήκος 0L . Το µήκος 0L  είναι γνωστό ως µήκος ηρεµίας της ράβδου (Σχ. 3.3). Θέλουµε 
να βρούµε το µήκος της ράβδου σε ένα άλλο σύστηµα αναφοράς, S′ , το οποίο κινείται ως προς το S  
µε ταχύτητα ˆV=V x .   
 Έστω ότι στο σύστηµα αναφοράς S  τα δύο άκρα της ράβδου βρίσκονται στα σηµεία 1x  και 2x , 
όπου 0 2 1L x x= − . Στο σύστηµα S′ , τη χρονική στιγµή t′  τα δύο άκρα της ράβδου βρίσκονται, αντί-
στοιχα, στα σηµεία 1x′  και 2x′ . Το µήκος της ράβδου στο σύστηµα S ′  είναι ίσο µε 2 1L x x′ ′= − . Ο µε-
τασχηµατισµός του Λόρεντζ δίνει τις σχέσεις 

  ( )1 1x x Vtγ ′ ′= +        και       ( )2 2x x Vtγ ′ ′= + .  (3.26) 

Αφαιρώντας τις δύο αυτές εξισώσεις µεταξύ τους βρίσκουµε  

  ( )2 1 0 2 1x x L x x Lγ γ′ ′− = = − = .  (3.27) 

∆ιαπιστώνουµε ότι 2 2
0 0/ 1 /L L L V cγ= = − .  (3.28) 

Η σχέση αυτή εκφράζει ποσοτικά το φαινόµενο της συστολής του µήκους. Οι µετρήσεις δίνουν για το 
µήκος µιας κινούµενης ράβδου τιµή µικρότερη από το µήκος ηρεµίας της κατά έναν παράγοντα ίσο µε 
1 / γ . Η ράβδος έχει το µεγαλύτερο δυνατό µήκος, 0L , στο σύστηµα στο οποίο βρίσκεται σε ηρεµία.  
 Πρέπει να γίνει κατανοητό ότι τίποτε δεν συµβαίνει στη ράβδο που την κάνει να συσταλθεί λόγω 
της κίνησης. Καµιά αλλαγή δεν συµβαίνει στην ατοµική δοµή, για παράδειγµα. Η διαφορά στα απο-
τελέσµατα των µετρήσεων στα δύο συστήµατα αναφοράς µπορεί να γίνει κατανοητή αν εξετάσουµε 
τις χρονικές στιγµές στις οποίες έγιναν οι µετρήσεις, όπως τις παρατηρούν δύο παρατηρητές στα δύο  
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Σχήµα 3.3  Η µέτρηση του µήκους µιας ράβδου σε δύο συστήµατα αναφοράς που βρίσκονται σε σχετική κίνηση 
το ένα ως προς το άλλο. Στο δικό της σύστηµα αναφοράς, η ράβδος έχει µήκος 0L . Σε ένα σύστηµα αναφοράς 

που κινείται ως προς τη ράβδο, αυτή έχει µήκος 0 /L L γ= . 
 
 
συστήµατα. Στο σύστηµα S ′ , οι µετρήσεις στα σηµεία 1x′  και 2x′  έγιναν και οι δύο τη χρονική στιγµή 
t′ . Οι χρόνοι στους οποίους έγιναν οι µετρήσεις, όπως τους µετρά ο S  είναι, αντίστοιχα    

  1 12
Vt t x
c

γ ⎛ ⎞′ ′= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

       και       2 22
Vt t x
c

γ ⎛ ⎞′ ′= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (3.29) 

Βλέπουµε ότι υπάρχει µια χρονική διαφορά ανάµεσα στις δύο µετρήσεις ίση µε 

  2 1 2 12 ( )Vt t x x
c
γ ′ ′− = −        ή       2 1 02

Vt t L
c

− = .  (3.30) 

Αν ο παρατηρητής στο σύστηµα S  πληροφορηθεί ότι ο παρατηρητής στο σύστηµα S′  βρίσκει µικρό-
τερο µήκος για τη ράβδο, δεν θα εκπλαγεί, αφού διαπιστώνει ότι η µέτρηση της θέσης 2x′  του προπο-
ρευόµενου άκρου της ράβδου έγινε ενωρίτερα από τη µέτρηση της θέσης 1x′  του άλλου της άκρου. 
Στο διάστηµα αυτό η ράβδος έχει µετακινηθεί. Λογικό είναι, εποµένως, να βρεθεί µικρότερο µήκος 
για τη ράβδο. Η συστολή του µήκους, όπως και τα άλλα φαινόµενα της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικό-
τητας, φαίνεται να πηγάζει από την ασυµφωνία µεταξύ παρατηρητών ως προς τον συγχρονισµό γεγο-
νότων. 
 
 

Προβλήµατα  

3.5 Για ποια ταχύτητα το µήκος ενός σώµατος µειώνεται στο 99% του µήκους ηρεµίας του; 
3.6 ∆είξετε ότι για ταχύτητα V που πλησιάζει την ταχύτητα του φωτός στο κενό, c, ο παράγοντας 
Λόρεντζ µπορεί να γραφτεί, σε µονάδες S.I., ως 12243 cγ υ= − .  

3.7  Παρατηρητής S είναι ακίνητος στο µέσο µιας ευθείας ΑΒ, η οποία έχει µήκος 2L, όπως το µετρά-
ει αυτός. Ένας άλλος παρατηρητής, S΄ κινείται κατά µήκος της ευθείας ΑΒ µε ταχύτητα 3

5V c=  ως 
προς τον S. Και οι δύο βρίσκονται στην αρχή των αξόνων του αντίστοιχου συστήµατός τους. Οι δύο 
παρατηρητές βρίσκονται στο ίδιο σηµείο όταν τα ρολόγια και των δύο δείχνουν 0t t′= = .    
(α)   Πόσο είναι το µήκος της ευθείας ΑΒ όπως το µετρά ο S΄; 
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(β)  Τη χρονική στιγµή 0t =  εκπέµπονται ταυτόχρονα στο σύστηµα S δύο παλµοί από τα σηµεία Α 
και Β. Βρείτε τις θέσεις των σηµείων Α και Β στο σύστηµα S΄ όταν εκπέµπονται οι παλµοί, κα-
θώς και τη χρονική στιγµή της εκποµπής του κάθε παλµού στο σύστηµα S΄. 

(γ)  Σε ποιες χρονικές στιγµές, AT  και BT , θα φθάσουν οι παλµοί στον S, και σε ποιες ( AT ′  και BT ′ ) 
θα φθάσουν στον S΄; 

 

  

 
 
3.1.2  Η διαστολή του χρόνου 

Θα συγκρίνουµε τα χρονικά διαστήµατα που µετρούν ανάµεσα σε δύο συµβάντα δύο παρατηρητές 
που βρίσκονται σε σχετική µεταξύ τους κίνηση. Έστω ότι ένα ρολόι βρίσκεται ακίνητο στο σηµείο x 
του αδρανειακού συστήµατος αναφοράς S  και είναι συγχρονισµένο µε τα ρολόγια του συστήµατος 
S . Ως δύο συµβάντα θα θεωρήσουµε το να δείξει το ρολόι ενδείξεις 1t  και 2t , αντιστοίχως. Προφα-
νώς, αφού το ρολόι ανήκει στο σύστηµα S , στο σύστηµα αυτό θεωρούµε ότι το χρονικό διάστηµα 
µεταξύ των δύο συµβάντων είναι 
  2 1t tτ = − .  (3.31) 

Επειδή το ρολόι βρίσκεται σε ηρεµία στο σύστηµα S , ο χρόνος αυτός ονοµάζεται χρόνος ηρεµίας 
µεταξύ των δύο γεγονότων.  

 
 
 
Σχήµα 3.4  Η µέτρηση του χρονικού 
διαστήµατος ανάµεσα σε δύο συµβάντα, 
σε δύο συστήµατα αναφοράς που βρί-
σκονται σε σχετική κίνηση το ένα ως 
προς το άλλο. Το ρολόι βρίσκεται ακίνη-
το στη θέση x στο σύστηµα S . Το ένα 
συµβάν είναι να δείξει το ρολόι ένδειξη 

1t , (α). Το άλλο συµβάν είναι να δείξει 

ένδειξη 2t , (β).  

      Στο σύστηµα αναφοράς S , στο 
οποίο το ρολόι βρίσκεται σε ηρεµία, 
µετριέται χρονικό διάστηµα 2 1t tτ = − . 

Σε ένα άλλο σύστηµα, S ′ , που κινείται 

ως προς το S  µε ταχύτητα ˆV=V x , 
µετριέται χρονικό διάστηµα γτ .    

     
 
 
 
 
 

 
 Για τον παρατηρητή που βρίσκεται σε ένα άλλο σύστηµα, S′ , το οποίο κινείται µε ταχύτητα 

ˆV=V x  ως προς το S  και το ρολόι, οι χρονικές στιγµές στις οποίες θα παρατηρηθούν τα δύο συµβά-
ντα θα είναι, αντιστοίχως,    

  1 1 2
Vt t x
c

γ ⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

       και       2 2 2
Vt t x
c

γ ⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (3.32) 

Αφαιρώντας, έχουµε για τη διάρκεια του χρονικού διαστήµατος ανάµεσα στα δύο συµβάντα, T, όπως 
τη µετρά ο παρατηρητής στο σύστηµα S′ , 

  2 1 2 1( )t t t tγ′ ′− = −        ή       T γτ= .  (3.33) 
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Η σχέση αυτή εκφράζει ποσοτικά το φαινόµενο της διαστολής του χρόνου. Ο µικρότερος χρόνος, τ , 
µεταξύ δύο συµβάντων, µετριέται από ένα ρολόι στο σύστηµα του οποίου τα δύο γεγονότα συµβαί-
νουν στο ίδιο σηµείο. Με άλλα λόγια: Τα ρολόγια που κινούνται πηγαίνουν πιο αργά από τα ρολόγια 
που ηρεµούν ως προς έναν παρατηρητή.    
 
 

Παράδειγµα 3.2 Ένα διαφανές τραίνο που φωτοβολεί 
 

Ένα σκοτεινό τραίνο που έχει µήκος ηρεµίας 0L , κινείται µε σταθερή ταχύτητα ˆV=V x  πάνω στον 
άξονα των x στο αδρανειακό σύστηµα S . Έστω S ′  το σύστηµα αναφοράς του τραίνου. Ταυτόχρονα 
στο S ′ , τη χρονική στιγµή 0t′ = , ένας µεγάλος αριθµός σηµείων του τραίνου εκπέµπουν από ένα φω-
τόνιο. Τα φωτόνια αυτά διαφεύγουν χωρίς να σκεδαστούν πουθενά. Περιγράψετε τι θα παρατηρήσει 
κάποιος που βρίσκεται ακίνητος στο σύστηµα S .  

   
 

  

 
Στο σύστηµα S ′ , το τραίνο είναι ακίνητο και εκτείνεται από το σηµείο 2 0 / 2x L′ = −  (πίσω άκρο) έως 
το σηµείο 1 0 / 2x L′ =  (µπροστινό άκρο). Το µέσο του τραίνου βρίσκεται στο σηµείο 0 0x′ = . Τη χρονι-
κή στιγµή 0t′ =  όλα τα φωτόνια εκπέµπονται ταυτοχρόνως από το τραίνο. 
 Αν ο παρατηρητής στο σύστηµα S  µπορούσε να δει το τραίνο ολόκληρο τη χρονική στιγµή 0t = , 
θα έβλεπε το µέσο του τραίνου να βρίσκεται στο σηµείο 0 0x = , το πίσω του άκρο στο σηµείο 

2 0 / 2x L γ= − , και το µπροστινό του άκρο στο σηµείο 1 0 / 2x L γ= . Το συνολικό µήκος του τραίνου 
θα το έβλεπε ίσο µε 0 /L L γ= .   
  Ο παρατηρητής στο σύστηµα S  θα δει όµως κάθε σηµείο του τραίνου όταν θα φτάσει σε αυτόν το 
φωτόνιο που αυτό εξέπεµψε. Υποθέτουµε ότι ο παρατηρητής στο σύστηµα S  κάνει τις απαραίτητες 
διορθώσεις για τον χρόνο που χρειάστηκε το φως από κάθε σηµείο του τραίνου να φτάσει σε αυτόν, 
και να υπολογίσει έτσι τον χρόνο εκποµπής του καθενός φωτονίου στο σύστηµα S .   
 Η εκποµπή ενός φωτονίου από το σηµείο x′  του S ′  τη χρονική στιγµή 0t′ =  θα φανεί στο σύστη-
µα S  ότι έγινε στο σηµείο x  τη χρονική στιγµή t . Θέτοντας 0t′ =  στους µετασχηµατισµούς του Λό-
ρεντζ, βρίσκουµε 

, ( / )x x t c xγ γ β′ ′= = . 

Για παράδειγµα, στο σύστηµα S ,  
 το πίσω άκρο του τραίνου, 2 0 / 2x L′ = − , θα είναι ορατό στιγµιαία στο σηµείο 2 0 / 2x Lγ= −  τη 
χρονική στιγµή 2 0( / ) / 2t c Lγ β= − ,   
 το κεντρικό σηµείο του τραίνου, 0 0x′ = , θα είναι ορατό στιγµιαία στο σηµείο 0 0x =  τη χρονική 
στιγµή 0 0t = ,  
 το µπροστινό άκρο του τραίνου, 1 0 / 2x L′ = , θα είναι ορατό στιγµιαία στο σηµείο 1 0 / 2x Lγ=  τη 
χρονική στιγµή 1 0( / ) / 2t c Lγ β= .   
 Ο παρατηρητής στο σύστηµα S  θα βλέπει, ανά πάσα στιγµή, να εκπέµπονται φωτόνια από ένα 
επίπεδο σταθερού x , το οποίο θα φαίνεται να κινείται από το πίσω άκρο του τραίνου προς το µπρο-
στινό, µε σταθερή ταχύτητα 

( / )
x x cV
t c xφ

γ
γ β β

′
= = =

′
. 

Αυτή η ταχύτητα είναι µεγαλύτερη της c, χωρίς φυσικά να παραβιάζονται τα συµπεράσµατα της θεω-
ρίας της Σχετικότητας, αφού ούτε µάζα ούτε πληροφορία µεταβιβάζεται µέσω του κύµατος φωτός.  
 Αν ο παρατηρητής στο σύστηµα S  «φωτογραφήσει» από µακριά το τραίνο, αφήνοντας το διά-
φραγµα µιας φωτογραφικής µηχανής ανοιχτό έως ότου αποτυπώσει όλα τα φωτόνια, τα οποία θα φτά-
σουν στην κάµερα σε διαφορετικούς χρόνους, το είδωλο θα φαίνεται να αντιστοιχεί σε ένα τραίνο µή-
κους  



 40

1 2 0L x x Lφ γ= − = , 

δηλαδή µεγαλύτερο του µήκους ηρεµίας 0L  του τραίνου κατά έναν παράγοντα γ. Και πάλι, αυτό δεν 
παραβιάζει την πρόβλεψη για συστολή του µήκους του τραίνου, γιατί τα διάφορα σηµεία του τραίνου 
γίνονται ορατά σε διάφορες χρονικές στιγµές στο σύστηµα S .   
 Το κύµα φωτονίων θα φανεί στον παρατηρητή στο σύστηµα S  να χρειάζεται χρόνο ίσο µε 

2
0 0 0 0

22

/
/ 11 / 1

L L L L c LT
V c c c
φ

φ
φ

γ ββγ
β ββ

= = = = =
−−

 

για να «σαρώσει» όλο το µήκος του τραίνου.  

  
 

Προβλήµατα  

3.8  Ένας αστροναύτης περιφέρεται γύρω από τη Γη, για µια βδοµάδα, σε κυκλική τροχιά ακτίνας 
7000 kmr = . Κατά πόσο νεώτερος από τον δίδυµο αδελφό του θα είναι όταν προσγειωθεί; Θεωρήστε 

ότι η Γη δεν περιστρέφεται γύρω από τον άξονά της και λάβετε υπόψη µόνο τις προβλέψεις της Ειδι-
κής Θεωρίας της Σχετικότητας, αγνοώντας εκείνες της Γενικής Θεωρίας.  
3.9  Με ποια ταχύτητα πρέπει να γίνει ένα ταξίδι σε ένα άστρο που απέχει 160 000 έτη φωτός, αν εί-
ναι να διαρκέσει 60 χρόνια για κάποιον που θα βρίσκεται µέσα στο διαστηµόπλοιο;   
3.10  Η διάµετρος του Γαλαξία µας είναι 100 000 έτη φωτός. Με ποια σταθερή ταχύτητα ως προς τον 
Γαλαξία θα πρέπει να κινείται ένας αστροναύτης για να διασχίσει τον Γαλαξία µας µε ένα ταξίδι που 
για αυτόν θα διαρκέσει 50 χρόνια; Πόσος χρόνος θα απαιτηθεί, µε σταθερή επιτάχυνση ίση µε 

29,81 m/sg = , για να φτάσει αυτήν την ταχύτητα το διαστηµόπλοιο;    
 

  

 
 
3.2  Οι µετασχηµατισµοί του Λόρεντζ για την ταχύτητα 

3.2.1  Ο µετασχηµατισµός των συνιστωσών της ταχύτητας 

Ο µετασχηµατισµός των συνιστωσών της ταχύτητας του σηµείου P , ( , , ) ( , , )x y z x y zυ υ υ υ υ υ′ ′ ′⇒ , προκύ-
πτει από τις Εξ. (3.4) και τις Εξ. (3.15) να είναι 

  
( ) ( )2 2 2

, ,
1 / 1 / 1 /

yx z
x y z

x x x

υυ V υυ υ υ
Vυ c Vυ c Vυ cγ γ
−′ ′ ′= = =

− − −
. (3.34) 

 
3.2.2  Ο µετασχηµατισµός του µέτρου της ταχύτητας 

Ο µετασχηµατισµός των συνιστωσών των ταχυτήτων δίνεται από τις Εξ. (3.34):    

                       
21

x
x

x

V
V
c

υυ υ
−′ =

−
 

    
2

2

2

1
1

y
y

x

V
V c
c

υ
υ υ
′ = −

−
           

2

2

2

1
1

z
z

x

V
V c
c

υυ υ
′ = −

−
 

Το µέτρο της ταχύτητας υ  βρίσκεται από τη σχέση 2 2 2 2
x y zυ υ υ υ= + + , ενώ για την υ′  ισχύει η σχέση 

    2 2 2 2
x y zυ υ υ υ′ ′ ′ ′= + + .  (3.35) 
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Αντικαθιστώντας στη σχέση αυτή έχουµε: 

   

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 2
2 2

2 2 2

2

1 ( ) 1 1
1

1 2 1 1
1

1 2 1
1

x y z x y z
x

x x x
x

x
x

x

V VV
c cV

c

V VV V
c cV

c

V VV V
c cV

c

υ υ υ υ υ υ υ
υ

υ υ υ υ
υ

υ υ υ
υ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ ′ ′ ′= + + = − + − + − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦−⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + + − − − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛
= − + + −⎜
⎛ ⎞ ⎝−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 2 2 2

2 4 2 2 2 2

2

2 1 1 1
1

x x

x

c V V V V
c c c c cV

c

υ υ υ
υ

⎡ ⎤⎞
=⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − + − + + − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎣ ⎦−⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2
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2
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1

x

x

c V V
c c cV

c

υ υυ
υ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞′ = − − − − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦−⎜ ⎟
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Αυτή µπορεί να διατυπωθεί ως 

   

2 2

2 2
2 2
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2

1 1
1

1 x

V
c c

c
V
c

υ

υ
υ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
− −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠′ = −⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

        ή       
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2

1 1
1

1 x

V
c c

c
V
c

υ

υ
υ

⎛ ⎞⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠′ = −
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.36) 

ή και ως   

  
( ) ( )

2
22 2

2

2

1

1

x x

x

V υ υ V υ
c

υ
Vυ
c

⎛ ⎞
− − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠′ =
−

. (3.37) 

 Παρατηρούµε πως, αν είναι V c<  και cυ < , τότε το κλάσµα στην τελευταία σχέση είναι θετικό 
και εποµένως είναι και cυ′ < .  
 Για ένα φωτόνιο, cυ =  και επίσης cυ′ = . 
 Για ένα σύστηµα που κινείται µε ταχύτητα V c= , είναι  x cυ′ = − ,  0yυ′ =   και  0zυ′ = , και επο-

µένως και cυ′ = . Ο παρατηρητής S΄ θα βλέπει τα πάντα να κινούνται µε ταχύτητα c− . 
 Για ένα ταχυόνιο, είναι cυ >  και τότε, για κάθε V c<  θα είναι επίσης cυ′ > .   
 

 Συναρτήσει των ανηγµένων ταχυτήτων β, η Εξ. (3.36) µπορεί να γραφτεί και ως 

     
( )( )
( )

2 2

2

1 1
1

1
P

P
Px

β β
β

ββ

− −
′ = −

−
, (3.38) 

όπου          , , ,x
P Px P

V υ υ υβ= β β β
c c c c

′
′= = = .  (3.39) 
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3.2.3  Ο µετασχηµατισµός του παράγοντα Λόρεντζ, γ  

Έστω ότι το σηµείο Ρ κινείται στο σύστηµα S  µε ταχύτητα υ. Σε αυτήν την ταχύτητα αντιστοιχεί ένας 
παράγοντας Λόρεντζ ίσος µε 2 2 21 1 / 1 1P Pυ cγ β= − = − . Στο σύστηµα S ′ , η ταχύτητα του Ρ εί-

ναι υ′ , στην οποία αντιστοιχεί παράγοντας Λόρεντζ ίσος µε 2 2 21 1 / 1 1P Pυ cγ β′ ′ ′= − = − .  
 Αν στη σχετική ταχύτητα V των δύο συστηµάτων αντιστοιχεί παράγοντας Λόρεντζ ίσος µε 

2 2 2

1 1
1 / 1V c

γ
β

= =
− −

, ποια είναι η σχέση µεταξύ Pγ ′  και Pγ ; Από την Εξ. (3.38) προκύπτει ότι: 

  2 2
2 2

2

1 1

1P x
P

Vυ
c

γ
γ γ

=
′ ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

   (3.40) 

και, τελικά,  21 x
P P

Vυ
c

γ γγ′ = − . (3.41) 

Ο µετασχηµατισµός του παράγοντα Λόρεντζ θα µας χρειαστεί παρακάτω όταν θα εξετάζουµε κινού-
µενα σωµατίδια σε διάφορα συστήµατα αναφοράς.  
 
 

Προβλήµατα  

3.11  Τρεις γαλαξίες, Α, Β και Γ, βρίσκονται πάνω σε µια ευθεία. Ως προς τον Α, που βρίσκεται ανά-
µεσα στους Β και Γ, αυτοί κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις µε ταχύτητες ίσες µε c7,0 . Η ταχύ-
τητα µε την οποία οι Β και Γ αποµακρύνονται ο ένας από τον άλλο, όπως την µετρά ο Α, είναι εποµέ-
νως c4,1 . Πόση είναι η ταχύτητα αυτή όπως την µετρούν οι Β και Γ;  Απ.: 0,94x cυ′ = −  

3.12  Ένας πύραυλος Α κινείται προς τα δεξιά µε ταχύτητα 0,8c ως προς τη Γη και ο πύραυλος Β κι-
νείται προς τα αριστερά µε ταχύτητα 0,6c ως προς τη Γη. Ποια είναι η ταχύτητα του πυραύλου Α ό-
πως τη µετρά ο Β;  
3.13  Ένα διαστηµόπλοιο, Α, αναχωρεί από τη Γη και κατευθύνεται προς το άστρο α  του Κενταύρου, 
µε σταθερή ταχύτητα. Η απόσταση του άστρου από τη Γη είναι 4D =  έτη φωτός. (1 έτος φωτός = η 
απόσταση που διανύει το φως σε ένα έτος = m1045,9y..1 15×= ). Θεωρήστε τη Γη ως σύστηµα α-
ναφοράς S και το διαστηµόπλοιο ως σύστηµα αναφοράς S΄, το οποίο κινείται ως προς το S µε ταχύτη-
τα V, αποµακρυνόµενο από τη Γη.   
(α)   Πόση πρέπει να είναι η ταχύτητα του διαστηµοπλοίου ως προς τη Γη, V, ώστε για έναν παρατη-

ρητή µέσα στο διαστηµόπλοιο το ταξίδι αυτό να διαρκέσει 4t′∆ =  έτη; Απ.: 2 / 2, 2β γ= =  
(β)   Πόση είναι η διάρκεια, t∆ , του ταξιδιού για έναν παρατηρητή στη Γη; Απ.: 5,7t∆ =  έτη 
(γ)   Υποθέτουµε ότι ένα δεύτερο διαστηµόπλοιο Β επιστρέφει από τον α  του Κενταύρου µε ταχύτη-

τα B / 2x cυ = −  ως προς τη Γη. Ποια είναι η ταχύτητα του διαστηµοπλοίου Β όπως την µετρά ο 

παρατηρητής που βρίσκεται µέσα στο διαστηµόπλοιο Α;  Απ.: ( )B 2 2 / 3x cυ′ = −  

(δ)   Αν το µήκος ηρεµίας του διαστηµοπλοίου Β είναι B0 48 ml = , ποιο είναι το µήκος του, B′ , όπως 
το µετρά ένας παρατηρητής που βρίσκεται µέσα στο διαστηµόπλοιο Α; Απ.: B 16 ml′ =  

3.14  Το σύστηµα αναφοράς S΄ κινείται µε ταχύτητα x̂V  ως προς το σύστηµα αναφοράς S. Στο S΄, 
ένα φωτόνιο έχει συνιστώσες ταχύτητας cosx cυ θ′ =  και siny cυ θ′ = . Βρείτε τις τιµές των συνιστω-
σών στο σύστηµα S και δείξετε ότι η ταχύτητα του φωτονίου στο S είναι ίση µε c . Ποια γωνία 
σχηµατίζει µε τον άξονα των x η κατεύθυνση κίνησης του φωτονίου στο σύστηµα S;   
  
 



Κεφάλαιο 4 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗΣ ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗΣ 
 
 
 
4.1  Το µεσονικό παράδοξο 

Στο διάστηµα υπάρχουν φορτισµένα σωµατίδια, ιόντα και φωτόνια ακτίνων Χ και γ, µε ενέργειες που 
µπορούν να φτάσουν ακόµη και σε πολύ µεγάλες τιµές ( 1810  eV ). Συλλογικά είναι γνωστά µε το όνο-
µα κοσµική ακτινοβολία. Η κυριότερη συνιστώσα της κοσµικής ακτινοβολίας είναι ενεργειακά πρω-
τόνια, µε ενέργειες της τάξης των µερικών GeV. Αυτά τα πρωτόνια αλληλεπιδρούν στα ανώτερα 
στρώµατα της ατµόσφαιρας µε τα νουκλεόνια των πυρήνων του αζώτου και του οξυγόνου, δηµιουρ-
γώντας σωµατίδια 0π , π +  και το αντισωµατίδιό του, π − , τα πιόνια. Αυτά είναι τα σωµατίδια των 
οποίων την ύπαρξη, ως φορέων των πυρηνικών δυνάµεων, είχε προβλέψει ο Yukawa το 1935. Έχουν 
µάζες 273 em  τα φορτισµένα και 264 em  το ουδέτερο, όπου em  είναι η µάζα του ηλεκτρονίου. Ονο-
µάστηκαν µεσόνια γιατί είχαν µάζες ανάµεσα σε αυτές των βαρυονίων, όπως το πρωτόνιο και το νε-
τρόνιο, τα οποία είναι αδρόνια, και των λεπτονίων, όπως το ηλεκτρόνιο. Τα πιόνια είναι ασταθή και 
διασπώνται σύµφωνα µε τον νόµο της ραδιενέργειας, 

  /
0( ) tN t N e τ−= , (4.1) 

όπου 0N  είναι ο αριθµός των σωµατιδίων τη χρονική στιγµή 0t = , ( )N t  είναι ο αριθµός των σωµα-
τιδίων που επιζούν τη χρονική στιγµή t , και τ  είναι µια σταθερά, χαρακτηριστική του σωµατιδίου, 
γνωστή ως µέσος χρόνος ζωής. Οι τρόποι µε τους οποίους διασπώνται τα πιόνια είναι οι   

 8 0 16 8(2,6 10  s), 2 (0,83 10  s), (2,6 10  s)µ µπ µ ν π γ π µ ν+ + − − − − −→ + × → × → + × ,  

όπου στις παρενθέσεις δίνεται η τιµή του τ  για τον κάθε τρόπο διάσπασης. Στις εξισώσεις, µε ν  
συµβολίζονται τα διάφορα είδη νετρίνων και µε µ  τα λεπτόνια που είναι γνωστά ως µιόνια. Τα πιόνια 
δηµιουργούνται σε ύψη 6 έως 10 χιλιοµέτρων στην ατµόσφαιρα. Ακόµη και µε ταχύτητες που πλη-
σιάζουν την ταχύτητα του φωτός στο κενό, θα ταξιδέψουν µερικά µέτρα, κατά µέσον όρο, πριν δια-
σπαστούν.  

Θα πρέπει να τονιστεί ότι οι τιµές των µέσων χρόνων ζωής που δίνονται στους πίνακες για 
τα ασταθή σωµατίδια και τους ραδιενεργούς πυρήνες, δίνονται στο σύστηµα ηρεµίας του συ-
γκεκριµένου σωµατιδίου ή πυρήνα. Αυτή εξ άλλου είναι και η µόνη λογική µονοσήµαντα κα-
θορισµένη τιµή! 

 
 Τα µιόνια, µε τη σειρά τους, είναι και αυτά ασταθή και διασπώνται σύµφωνα µε τους τρόπους 

  6( 2,2 10  s)e ee eµ µµ ν ν µ ν ν τ− − + − −→ + + → + + = × ,  

όπου τώρα ο (κοινός) µέσος χρόνος ζωής είναι της τάξης του µs. Με ταχύτητα πολύ κοντά στην ταχύ-
τητα του φωτός στο κενό, θα ταξιδέψουν, κατά µέσον όρο, 660 m πριν διασπαστούν. Ένα πολύ µικρό 
ποσοστό αυτών όµως αναµένεται να επιζήσουν και να διανύσουν τα 6 έως 10 χιλιόµετρα µέσα στην 
ατµόσφαιρα και να παρατηρηθούν ακόµη και στο επίπεδο της θάλασσας. Πράγµατι, αυτό βρέθηκε ότι 
συνέβαινε. Το παράδοξο ήταν όµως πως ο αριθµός τους ήταν πολύ µεγαλύτερος από τον αναµενόµε-
νο. Το µιόνιο ανακαλύφθηκε από τον C. Anderson το 1938, πριν ανακαλυφθεί το πιόνιο (στην κοσµι-
κή ακτινοβολία!) από τους C.F. Powel G.P.S. Occhialini το 1947 και αρχικά είχε θεωρηθεί ότι το µ  
ήταν το µεσόνιο που είχε προβλεφθεί από τον Yukawa. Το παράδοξο του απρόσµενα µεγάλου αριθ-
µού µιονίων από τις κοσµικές ακτινοβολίες στο επίπεδο της θάλασσας, έµεινε γνωστό ως το µεσονικό 
παράδοξο, παρ’ όλον ότι σήµερα τα µιόνια θεωρούνται λεπτόνια και όχι µεσόνια και το σωµατίδιο 
του Yukawa αναγνωρίστηκε ως το πιόνιο.    
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Σχήµα 4.1  Η παραγωγή σωµατιδίων π  και µ  στα 
µεγάλα ύψη της ατµόσφαιρας. Τα σωµατίδια π  
διανύουν µόνο λίγα εκατοστόµετρα πριν διασπα-
στούν. Τα σωµατίδια µ  επίσης είναι ασταθή. Έτσι ο 
αριθµός τους µειώνεται καθώς µειώνεται το ύψος 
µέσα στην ατµόσφαιρα. Ο Rossi και οι συνεργάτες 
του µέτρησαν µια µείωση κατά έναν παράγοντα 1,43 
στον αριθµό των µιονίων ανάµεσα σε δύο σηµεία µε 
διαφορά υψοµέτρου 1624 m. 
     Τα σωµατίδια µ  είναι περίπου 100 φορές µα-
κροβιότερα από τα π  και ένα µικρό ποσοστό τους 
αναµένεται να φτάσει µέχρι την επιφάνεια της θά-
λασσας. Ο αριθµός που παρατηρείται είναι πολύ 
µεγαλύτερος από τις µη σχετικιστικές προβλέψεις. 
Αυτό το γεγονός ονοµάζεται µεσονικό παράδοξο.  
     Στο σχήµα κάτω δεξιά φαίνεται η εικόνα όπως 
την βλέπουν τα σωµατίδια µ . 
 

 
 
 

 
 Ο B. Rossi1 και οι συνεργάτες του µελέτησαν, στις αρχές της δεκαετίας του 40, τη µείωση του α-
ριθµού των µιονίων µε τη µείωση του ύψους στην ατµόσφαιρα, εκτελώντας πειράµατα σε δύο θέσεις, 
το Denver και τη λίµνη Echo στο βουνό Evans (Σχ. 4.1), µε διαφορά υψοµέτρου 3240 – 1616 = 1624 
m. Για τα µιόνια µέσης ενέργειας 520 MeV που µελέτησαν, βρήκαν µια µείωση της ροής των µιονίων 
κατά έναν παράγοντα 1,43 ανάµεσα στα δύο ύψη.    
 Για να µελετήσουµε το µεσονικό παράδοξο, θα κάνουµε µερικές υποθέσεις, για να απλουστεύσου-
µε τα πράγµατα. Θα υποθέσουµε ότι όλα τα µιόνια δηµιουργούνται στο ίδιο ύψος h  και ότι κινούνται 
κατακόρυφα προς τα κάτω µε την ίδια ταχύτητα υ . Αν τη χρονική στιγµή 0t =  παραχθούν 0N  συ-
γκεκριµένα µιόνια, ποιος είναι ο αριθµός αυτών, ( )N t , που θα εξακολουθούν να υπάρχουν τη χρονική 
στιγµή t , όταν θα βρίσκονται σε ύψος z; Θα απαντήσουµε σε αυτό το ερώτηµα πρώτα χωρίς να χρη-
σιµοποιήσουµε την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας και, µετά, χρησιµοποιώντας σχετικιστικές σχέ-
σεις: 

(α)  Μη σχετικιστική ανάλυση  
Σύµφωνα µε τον νόµο της ραδιενεργού διάσπασης, Εξ. (4.1), είναι 

  /
0( ) tN t N e τ−= .  

Το ύψος των µιονίων, συναρτήσει του χρόνου, θα είναι:   z h tυ= − .  Εποµένως, 

  ( )/
0( ) h zN t N e υτ− −= . (4.2)  

∆ιανύοντας απόσταση l υτ= , τα σωµατίδια µειώνονται σε αριθµό κατά έναν παράγοντα e 2,718= . 
Αν υποθέσουµε ότι η υ  είναι πολύ κοντά στην ταχύτητα του φωτός στο κενό, c, τότε, για τα µιόνια, 
µε 62,2 10  sτ −= × , θα είναι  8 63 10 2,2 10 660 ml υτ −= = × × × = . Για τα µιόνια που µελέτησε ο Rossi 
και οι συνεργάτες του, είναι 0,98β =  και 5γ =  περίπου, οπότε 0,98 660 647 ml = × = .    
 Στην επιφάνεια της θάλασσας, 0z = , ο αριθµός των µιονίων που επιβιώνει είναι 

  / /
0 0( ) h h lN t N e N eυτ− −= = . (4.3)  

                                                 
1 B. Rossi et al., Phys. Rev. 57, 461 (1940), 59, 223 (1941) και 61, 675 (1942).  
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Για µιόνια που παράγονται σε ύψος 10 kmh = , και 0,98β = , είναι  

  / 10000/647 15,5 7 6
0 0 0 0 0( ) e e e 1,94 10 / 5,2 10h lN t N N N N N− − − −= = = = × = × . (4.4)  

Με άλλα λόγια, µόνο ένα µιόνιο στα 5,2 εκατοµµύρια θα έφτανε στην επιφάνεια της θάλασσας. 

(β)  Σχετικιστική ανάλυση  
Σύµφωνα µε την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας, το σφάλµα που γίνεται στην πιο πάνω ανάλυση 
είναι ότι χρησιµοποιείται η τιµή που µετρήθηκε για το τ  των µιονίων στο σύστηµα ηρεµίας τους σε 
ένα άλλο σύστηµα αναφοράς (της Γης) µέσα στο οποίο τα µιόνια κινούνται. Αγνοείται έτσι η διαστο-
λή του χρόνου. Η πάροδος χρόνου ίσου µε τ  για τα σωµατίδια σηµαίνει πάροδο χρόνου γτ  στο σύ-
στηµα αναφοράς της Γης. Η µέση διάρκεια ζωής των σωµατιδίων στο σύστηµα της Γης θα είναι επο-
µένως ίση µε γτ .    
 Μπορούµε να λύσουµε το πρόβληµα µε δύο τρόπους: (i) να χρησιµοποιήσουµε το σύστηµα ανα-
φοράς των σωµατιδίων και την τιµή του τ  που δίνεται στους πίνακες ή (ii) να χρησιµοποιήσουµε το 
σύστηµα αναφοράς της Γης και την τιµή γτ  για µέση διάρκεια ζωής των σωµατιδίων για τη µέση 
διάρκεια ζωής των σωµατιδίων στο σύστηµα αυτό.   

(i)  Στο σύστηµα αναφοράς των σωµατιδίων 

Έχουµε /
0( ) tN t N e τ−= . 

Αν το ταξίδι στην ατµόσφαιρα διαρκεί χρόνο 0t , τότε ένα ποσοστό 0 /
0( ) / tN t N e τ−=  από αυτά θα 

φτάσει στην επιφάνεια της θάλασσας. Τα σωµατίδια βλέπουν τη Γη να τα πλησιάζει µε ταχύτητα υ  
(στην οποία αντιστοιχούν τα 0,98β =  και 5γ = ). Το πάχος της ατµόσφαιρας θα είναι, λόγω συστο-
λής του µήκους ίσο µε /h γ . Το ταξίδι µέσα στην ατµόσφαιρα θα διαρκέσει, στο σύστηµα των σωµα-
τιδίων, χρόνο 0 / /t h h cυγ βγ= = . Εποµένως, στο ύψος της θάλασσας θα επιβιώνει ποσοστό 

/
0( ) / h cN t N e βγτ−= . Συγκρίνουµε αυτόν τον λόγο µε το µη σχετικιστικό αποτέλεσµα 

/
0( ) / h cN t N e βτ−= .  

 Εδώ, είναι:  0,98β = ,  5γ = ,  62,2 10  sτ −= ×  και 10 kmh = . 
Για τα σωµατίδια,  
το πάχος της ατµόσφαιρας είναι: / 10 / 5 2 kmh γ = =   

το ταξίδι µέσα στην ατµόσφαιρα διαρκεί:  ( )4 8 6
0 / 10 3 10 0,98 5 6,8 10  st h cβγ −= = × × × = ×  

ή   ( ) ( )6 6
0 / 6,8 10  s 2,2 10  s 3,1t h cβγτ τ τ τ− −= = × × = . 

Το ποσοστό µιονίων που επιζεί για να φτάσει στην επιφάνεια της θάλασσας είναι:   

  / 3,1
0( ) / 0,0454 1/ 22h cN t N e eβγτ− −= = = =  

δηλαδή ένα µιόνιο στα 22 καταφέρνει να φτάσει στην επιφάνεια της θάλασσας. 

(ii)  Στο σύστηµα αναφοράς της Γης 

Έχουµε /
0( ) tN t N e τ−= . 

Αν το ταξίδι στην ατµόσφαιρα διαρκεί χρόνο t , τότε ένα ποσοστό /
0( ) / tN t N e τ−=  από αυτά θα φτά-

σει στην επιφάνεια της θάλασσας. Ένας παρατηρητής στη Γη βλέπει τα σωµατίδια να κινούνται µέσα 
στην ατµόσφαιρα µε ταχύτητα υ  (στην οποία αντιστοιχούν τα 0,98β =  και 5γ = ). Το ταξίδι µέσα 
στην ατµόσφαιρα θα διαρκέσει, στο σύστηµα της Γης, χρόνο / /t h h cυ β= = . Λόγω της διαστολής 
του χρόνου, τα σωµατίδια θα ζουν κατά µέσον όρο χρόνο γτ  (αντί του τ ). Εποµένως, στο ύψος της 
θάλασσας θα επιβιώνει ποσοστό µιονίων ίσο µε  / /

0( ) / t h cN t N e eγτ βγτ− −= = . 
 Εδώ, είναι:  0,98β = ,  5γ = ,  62,2 10  sτ −= ×  και 10 kmh = . 
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Για έναν παρατηρητή στη Γη,  
το ταξίδι µέσα στην ατµόσφαιρα διαρκεί:  ( )4 8 6/ 10 3 10 0,98 34 10  st h cβ −= = × × = ×  

ή  ( ) ( )6 6/ 34 10  s 2,2 10  s 15,5t h cβτ τ τ τ− −= = × × = . 

Το ποσοστό µιονίων που επιζεί για να φτάσει στην επιφάνεια της θάλασσας είναι:   

  / 15,5 /5 3,1
0( ) / 0,0454 1 / 22tN t N e e eγτ τ τ− − −= = = = =  

δηλαδή ένα µιόνιο στα 22 καταφέρνει να φτάσει στην επιφάνεια της θάλασσας. 
 
 Παρατηρούµε ότι, σύµφωνα µε την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας, για µιόνια µε ενέργεια 520 
MeV, το ποσοστό των σωµατιδίων που θα φτάσει στην επιφάνεια της θάλασσας είναι 

65,2 10 / 22 236 000× =  φορές µεγαλύτερο από αυτό που προβλέπει η µη σχετικιστική Φυσική. Τα 
αποτελέσµατα των πειραµάτων ερµηνεύονται έτσι από τη θεωρία.   
 
4.1.1  Πειραµατικός έλεγχος της διαστολής του χρόνου µε πειράµατα µε µιόνια στο CERN 

Ο πειραµατικός έλεγχος του φαινοµένου της διαστολής του χρόνου µπορεί να γίνει στο εργαστήριο µε 
πολύ µεγάλη ακρίβεια. Ένα τέτοιο πείραµα έγινε στο CERN στο τέλος της δεκαετίας του 70 από τον 
Balley2 και τους συνεργάτες του. Μιόνια µ±  από τη δέσµη µιονίων του CERN αποθηκεύονταν σε 
δακτύλιο διαµέτρου 14 m, όπου κυκλοφορούσαν µε ταχύτητα που αντιστοιχούσε σε 0,9994β =  και 

29,3γ = . Οι διασπάσεις τους καταγράφονταν µε ανίχνευση των εκπεµπόµενων ηλεκτρονίων και πο-
ζιτρονίων. Προσδιορίστηκε έτσι η µέση διάρκεια ζωής των ταχέων αυτών µιονίων. Για τα µ+  µετρή-
θηκε E 64,419 0,058 µsτ + = ±  και για τα µ−  E 64,368 0,029 µsτ − = ± , όπου ο δείκτης Ε αναφέρεται 
στο σύστηµα του εργαστηρίου. Από τις µετρήσεις αυτές προκύπτει η µέση διάρκεια ζωής για τα σω-
µατίδια στο σύστηµά τους, E /τ γ± , όπως προβλέπεται από τη θεωρία. Αυτές οι τιµές µπορούν να συ-
γκριθούν µε µετρήσεις των τ ±  ηρεµίας, σε σωµατίδια που είχαν πολύ µικρότερες ταχύτητες. Η σύ-
γκριση έδωσε, για τα µ+       

  4E / (2 9) 10τ τ γ
τ

+ +
−

+

−
= ± × , 

µε αντίστοιχα αποτελέσµατα για τα µ− . Η διαστολή της µέσης διάρκειας ζωής των µιονίων κατά τον 
αναµενόµενο παράγοντα των 29,3γ = , επαληθεύτηκε µε µια ακρίβεια µερικών δεκάκις χιλιοστών. 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι η κεντροµόλος επιτάχυνση των µιονίων στο πείραµα αυτό ήταν της τάξης των 

16 210  m/s , πράγµα όµως που δεν επηρέασε τη συµφωνία του πειράµατος µε τη θεωρία.   
 
 

Προβλήµατα  

4.1  Αν σε ένα σηµείο παράγονται πολλά τέτοια σωµατίδια µε µάζα 2m  και ταχύτητα c5
4=υ , και τα 

σωµατίδια αυτά είναι ασταθή µε µέσο χρόνο ζωής s 10/1 8−== λτ  (στο δικό τους σύστηµα), µετά 
από πόσο χρόνο, όπως µετράται στο εργαστήριο, θα µειωθεί ο αριθµός αυτών των σωµατιδίων κατά 
ένα παράγοντα e; Πόση είναι η απόσταση που θα διανύσουν τα σωµατίδια σε αυτόν τον χρόνο; Πόση 
είναι στο σύστηµα των σωµατιδίων αυτή η απόσταση; 

                                                 
2 J. Bailey, K. Borer, F. Combley, H. Drumm, F. Krienen, F. Lange, E. Picasso, W. von Ruden, F.J.M. Farley, 

J.H. Field, W. Flegel και P.M. Hattersley, “Measurements of relativistic time dilatation for positive and nega-
tive muons in a circular orbit”. Nature 268, 301-5 (1977). 
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4.2  Τα σωµατίδια σε µια δέσµη κινούνται µε την ίδια ταχύτητα cV 5
4=  στο εργαστήριο. Παρατηρεί-

ται ότι αφού τα σωµατίδια διανύσουν 300 m στο σύστηµα του εργαστηρίου, ο αριθµός τους µειώνεται 
κατά ένα παράγοντα e ( ...71828,2=e ). Πόση είναι η µέση διάρκεια ζωής λτ /1=  των σωµατιδίων 
στο σύστηµα ηρεµίας τους;    

4.3  Ο µέσος χρόνος ζωής των µεσονίων π +  στο δικό τους σύστηµα αναφοράς είναι 
8

0 2,8 10  sτ −= × . Μια δέσµη από 410  µεσόνια π +  διανύει µέσα στο εργαστήριο µια διαδροµή µή-
κους 59,4 m µε ταχύτητα 0,99cυ = .  
(α)   Πόσα µεσόνια περίπου θα επιβιώσουν όταν η δέσµη φτάσει στο τέλος της διαδροµής; 
(β)   Στον ίδιο χρόνο, πόσα µεσόνια θα επιζούσαν αν παρέµεναν σε ηρεµία;  
4.4  Το «µεσονικό» παράδοξο. ∆ιαστολή του χρόνου. Η κοσµική 
ακτινοβολία (αποτελούµενη κυρίως από πρωτόνια) αλληλεπιδρά µε 
τα άτοµα του αέρα στα υψηλά στρώµατα της ατµόσφαιρας και πα-
ράγει σωµατίδια π ± . Αυτά στη συνέχεια διασπώνται σε µιόνια και 
νετρίνα ( µπ µ ν− −→ + ) µε µια µέση διάρκεια ζωής 25 nsπτ = . Τα 
µιόνια, στη συνέχεια, διασπώνται σε ηλεκτρόνια και νετρίνα 
( ee µµ ν ν− −→ + + ) µε µια µέση διάρκεια ζωής 2 µsµτ = .  
    Υποθέστε ότι όλα τα µιόνια παράγονται σε ένα ύψος 10 km και 
ότι έχουν όλα ανηγµένη ταχύτητα 0,99µβ = , κινούµενα κατακό-
ρυφα προς τα κάτω. Υπολογίστε το ποσοστό των µιονίων που θα 
φτάσει στην επιφάνεια της Γης (α) σύµφωνα µε την Κλασική Μη-
χανική και (β) σύµφωνα µε τη Σχετικιστική Μηχανική.  
4.5  Μια δέσµη σωµατιδίων µ παράγεται σε κάποιο ύψος στην α-
τµόσφαιρα. Τα σωµατίδια κινούνται µε ταχύτητα 0,99 cµυ =  κα-
τακόρυφα προς τα κάτω. Τα σωµατίδια µ διασπώνται σε ηλεκτρόνια 
και νετρίνα ( ee µµ ν ν− −→ + + ) µε µια µέση διάρκεια ζωής 2 µsµτ =  στο δικό τους σύστηµα ανα-
φοράς.  
(α)  Υπολογίστε το ύψος στο οποίο παράγονται τα σωµατίδια, αν ένα ποσοστό 1% αυτών επιζούν και 

φθάνουν στην επιφάνεια της Γης.   Απ.: 19 km 
(β)  Πόσο είναι το µήκος αυτής της διαδροµής, όπως το βλέπουν τα σωµατίδια;     Απ.: 2,7 km 
4.6  ∆ιαστηµόπλοιο, το οποίο θα θεωρήσουµε ως σύστηµα αναφοράς S΄, έχει µήκος ηρεµίας 

0 10 mL = . Κινείται µε ταχύτητα 4
5 ˆc=V x  ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S. Μέσα στο 

διαστηµόπλοιο, στο σηµείο 0x x′= = , 0y y′= = , 0z z′= = , υπάρχει ποσότητα ραδιενεργού υλικού 
που τη στιγµή 0t t′= =  αποτελείται από 0N  πυρήνες. Ο χρόνος υποδιπλασιασµού των πυρήνων είναι 

1/2 2 µsτ = . 
 Πότε και σε ποια θέση στο σύστηµα S θα παρατηρηθούν 0 / 2N  επιζώντες πυρήνες;  
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Σχήµα 4.2  ∆ύο ρολόγια, Ρ και Ρ0,  
σε σχετική κίνηση το ένα ως προς το 

άλλο, πάνω στην περιστρεφόµενη Γη, όπως 
φαίνονται σε ένα αδρανειακό σύστηµα ανα-
φοράς ακίνητο ως προς το κέντρο της Γης. 

4.2  Ρολόγια γύρω από τη Γη. Το φαινόµενο Sagnac 

Αν ένα ρολόι µετακινηθεί πολύ αργά πάνω στην επιφάνεια της Γης (ή άλλου περιστρεφόµενου σώµα-
τος) θα εµφανιστούν σε αυτό µετρήσιµα σχετικιστικά φαινόµενα; Ο πειρασµός είναι να πούµε πως 
µετρήσιµα φαινόµενα θα παρατηρηθούν µόνο αν το ρολόι κινείται µε πολύ µεγάλες ταχύτητες. Θα 
δούµε όµως πως, ακόµη και µε αµελητέες σχετικές ταχύτητες, ανάµεσα σε ρολόγια στην επιφάνεια 
της Γης, παρατηρούνται διαφορές στους χρόνους που 
µετρούν τα ρολόγια, της τάξης των µερικών ns, εύκολα 
µετρήσιµες µε τα σηµερινά ατοµικά ρολόγια.  
 Ας εξετάσουµε τι συµβαίνει όταν ένα ρολόι P  
µετακινηθεί µε µικρή σταθερή ταχύτητα υ , προς 
ανατολάς, κατά µήκος του Ισηµερινού (Σχ. 4.2). Ένα 
άλλο ρολόι, 0P , παραµένει ακίνητο στη Γη στο σηµείο 
από όπου αρχίζει το ταξίδι το κινούµενο ρολόι, και 
όπου θα επανέλθει µετά από µια πλήρη περιστροφή 
γύρω από τη Γη. Για έναν αδρανειακό παρατηρητή Α 
έξω από τη Γη, το ρολόι 0P  κινείται µε την ταχύτητα 
V  των σηµείων του Ισηµερινού καθώς η Γη 
περιστρέφεται. Το ρολόι P , για τον ίδιο παρατηρητή, 
κινείται µε ταχύτητα υ+V . Λόγω του φαινοµένου της 
διαστολής του χρόνου, αν περάσει χρόνος At∆  για τον 
Α, για το ρολόι 0P  θα περάσει χρόνος 

    2

2

0 1
c
Vtt A −∆=∆    (4.5) 

και για το ρολόι P  θα περάσει χρόνος 

  2

2)(1
c

Vtt A
υ+

−∆=∆ .  (4.6) 

Ο λόγος των δύο χρονικών διαστηµάτων είναι 

  

2

2

2

2

0 1

)(1

c
V
c

V

t
t

−

+
−

=
∆
∆

υ

. (4.7) 

 Αν το κινούµενο ρολόι διαγράψει µια περιφορά της Γης κατά µήκος του Ισηµερινού σε χρόνο 0T  
όπως τον µετρά το ρολόι 0P , και χρόνο T  όπως τον µετρά το ίδιο το ρολόι P , τότε θα είναι 
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Αναπτύσσοντας, για cV << , και διατηρώντας µόνο όρους µέχρι 22 / cV , 22 / cυ  και 2/ cVυ , 
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και τελικά 

  
2

2 2 2
0

1 1 1
22

T V V
T Vc c c

υ υ υ υ⎛ ⎞≈ − − ≈ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.10) 

Η διαφορά στην ένδειξη του ρολογιού που κινήθηκε γύρω από τη Γη (κινούµενο προς ανατολάς) από 
την ένδειξη του «ακίνητου» ρολογιού θα είναι: 
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  0 02 1
2

VT T T T
Vc

υ υ⎛ ⎞∆ ≡ − ≈ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.11) 

Αν είναι επίσης V<<υ , τότε       

  0 02
VT T T T
c
υ

∆ ≡ − ≈ − . (4.12) 

Όµως, Γ= RT πυ 20 , όπου ΓR  είναι η Ισηµερινή ακτίνα της Γης. Επίσης, 
Γ

Γ=
T

RV
π2 , όπου 1=ΓT η-

µέρα είναι η περίοδος περιστροφής της Γης. Εποµένως, 

  ns  207)2(
2

2

−=−=∆
Γ

Γ

Tc
RT π , (4.13) 

ανεξαρτήτως του µέτρου της υ . Για κίνηση προς δυσµάς, το πρόσηµο της υ  στην Εξ. (4.12) αλλάζει, 
και η εξίσωση αυτή δίνει για τη διαφορά την τιµή: 207  nsT∆ = + .  
 Παρατηρούµε ότι, για πολύ µικρές ταχύτητες, V<<υ , η διαφορά στις ενδείξεις των δύο ρολογιών 
είναι η ίδια. Αυτό είναι αναµενόµενο, γιατί για µικρές ταχύτητες οι διαφορές στους ρυθµούς των δύο 
ρολογιών είναι µεν µικρότερες, αλλά το ταξίδι διαρκεί περισσότερο. 
 Αν τα δύο ρολόγια δεν βρίσκονται πάνω στον Ισηµερινό, αλλά πάνω σε έναν παράλληλο σε γεω-
γραφικό πλάτος λ, τότε αντί της ισηµερινής ακτίνας της Γης, ΓR , θα πρέπει να ληφθεί ως ακτίνα των 
τροχιών η cosR λΓ , και η Εξ. (4.13) τροποποιείται σε 

  
2

2
2

(2 cos ) 207cos   nsRT
c T

π λ λΓ

Γ

∆ = − = − . (4.14) 

 Αποδεικνύεται ότι, γενικά, για µια µετακίνηση ΑΒ όπως αυτήν που φαίνεται στο Σχ. 4.3, το κινού-
µενο ρολόι Β θα πηγαίνει µπροστά σε σχέση µε το ακίνητο ρολόι Α κατά χρόνο που είναι ανάλογος 
της σκιασµένης επιφάνειας στο σχήµα. Ο συντελεστής µετατροπής είναι 1,62 ns ανά 26 km  10  επιφά-
νειας. Η επιφάνεια θεωρείται θετική για κινήσεις προς δυσµάς, και αρνητική για κινήσεις προς ανατο-
λάς. Το φαινόµενο αυτό παρατηρείται εύκολα µε κινούµενα ατοµικά ρολόγια και είναι γνωστό ως 
φαινόµενο Sagnac. 
 Για ταχύτητες υ  που δεν είναι αµελητέες σε σύγκριση µε την V , η Εξ. (4.11) ισχύει, η οποία µπο-
ρεί να γραφτεί και ως εξής: 

  0 207 1   ns
2

T T T
V
υ⎛ ⎞∆ ≡ − ≈ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (4.15) 

 
 
 
 
 
Σχήµα 4.3  Το φαινόµενο 
Sagnac. Ένα ρολόι Β που κινείται 
πάνω στην επιφάνεια της Γης µε 
συνιστώσα της ταχύτητάς του 
προς δυσµάς, κερδίζει χρόνο ως 
προς το ακίνητο ρολόι Α, που εί-
ναι ανάλογος της σκιασµένης επι-
φάνειας, η οποία ορίζεται από την 
προβολή της θέσης του πάνω στο 
επίπεδο του Ισηµερινού. 
 
 
 



 50

 Η διαφορά στις ενδείξεις των ρολογιών µηδενίζεται όταν 2Vυ = − . Σε αυτή την περίπτωση τα δύο 
ρολόγια κινούνται πάνω σε κύκλο µε ακτίνα ΓR  µε ίσες και αντίθετες ταχύτητες υ±  στο αδρανειακό 
σύστηµα αναφοράς Α.   
 Με 6378 kmRΓ = , η ισηµερινή ταχύτητα της Γης είναι 1670 km/h 464 m/sV = = . Για ένα αερο-
πλάνο που κινείται µε την ταχύτητα του ήχου, 340  m/sυ = , οι όροι στις παρενθέσεις στην Εξ. (4.15) 

έχουν τιµή 1 1,37
2V
υ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 και τότε 0 283 nsT T T∆ ≡ − ≈ −  για κίνηση προς ανατολάς και 

1 0,634
2V
υ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
, οπότε 0 131 nsT T T∆ ≡ − ≈  για κίνηση προς δυσµάς.  

 Ο Φιλέας Φογκ, κάνοντας τον γύρο του κόσµου σε 80 ηµέρες, κινούµενος προς ανατολάς, δεν ξέ-
χασε µόνο να αφαιρέσει µία ηµέρα από την ηµεροµηνία όταν διέσχισε τη διεθνή γραµµή αλλαγής η-
µεροµηνίας στο γεωγραφικό πλάτος των o180± , αλλά και να προσθέσει, περίπου ένα δέκατο του ενός 
εκατοµµυριοστού του δευτερολέπτου στην ένδειξη του ρολογιού του, όταν επέστρεψε στο σηµείο από 
όπου είχε αναχωρήσει! 
 Για κίνηση όχι κατά µήκος του Ισηµερινού αλλά κατά µήκος του παράλληλου κύκλου σε γεωγρα-
φικό πλάτος λ, η διαφορά στις ενδείξεις θα είναι: 

  2
0 207 1 cos   ns

2
T T T

V
υ λ⎛ ⎞∆ ≡ − ≈ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (4.16) 

 Η δυνατότητα της σύγχρονης τεχνολογίας να ανιχνεύσει τις διαφορές που προβλέπει η θεωρία α-
νάµεσα σε ρολόγια που βρίσκονται σε σχετική κίνηση µεταξύ τους, οδήγησε στην πειραµατική επα-
λήθευση αυτών των προβλέψεων. Όπως όµως θα δούµε στην επόµενη ενότητα, στο πείραµα υπεισέρ-
χονται και φαινόµενα που προβλέπονται από τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας.  
 
 
4.3  Το πείραµα των Hafele και Keating 

Η ακρίβεια µε την οποία τα ατοµικά ρολόγια µπορούν να µετρήσουν χρόνο, κάνει δυνατόν τον έλεγχο 
των προβλέψεων της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας για κινούµενα ρολόγια. Ένα τέτοιο έλεγχο 
αποτελεί το πείραµα των Hafele και Keating, που έγινε το 1971. Οι δύο αυτοί επιστήµονες έβαλαν 4 
ατοµικά ρολόγια δέσµης καισίου σε ένα εµπορικό αεροπλάνο που έκανε τον γύρο της Γης, πρώτα σε 
41 ώρες πετώντας προς ανατολάς, και µετά σε 49 ώρες πετώντας προς δυσµάς, και συνέκριναν τις 
ενδείξεις τους µε ατοµικά ρολόγια που παρέµειναν στην επιφάνεια της Γης, στο αρχικό σηµείο εκκί-
νησης3. Η πρόβλεψη της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας είναι ότι τα κινούµενα ρολόγια θα διαφέ-
ρουν από τα ακίνητα κατά την ποσότητα που προβλέψαµε στην προηγούµενη ενότητα.  
 Εκτός όµως από αυτή τη διαφορά, θα πρέπει να ληφθεί υπόψη και µια διαφορά που προβλέπεται 
από τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, λόγω του γεγονότος ότι τα ρολόγια στην επιφάνεια της Γης 
βρίσκονται σε µεγαλύτερο βαρυτικό δυναµικό από αυτά που βρίσκονται στο αεροπλάνο. Σύµφωνα µε 
τη Γενική Θεωρίας της Σχετικότητας, ένα ρολόι που βρίσκεται σε ύψος h µέσα σε ένα βαρυτικό πεδίο 
έντασης (επιτάχυνσης της βαρύτητας) g, θα προηγηθεί ενός ρολογιού που βρίσκεται σε µηδενικό ύψος 
κατά χρόνο     

  Γ 02( ) ghT T
c

∆ =  (4.17) 

όταν το ρολόι στο χαµηλότερο δυναµικό µετρά χρόνο 0T . Σύµφωνα µε την Ειδική Θεωρία της Σχετι-
κότητας, το ιπτάµενο ρολόι, για κίνηση κατά µήκος του Ισηµερινού θα προηγείται κατά   

  2
02( ) 1 cos

2
VT T

Vc
υ υ λΕ

⎛ ⎞∆ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.18) 

                                                 
3 J.C. Hafele και R.E. Keating, Science, 177, 166 (1972). 
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Ο συνολικός χρόνος κατά τον οποίο το ιπτάµενο ρολόι θα προηγείται, µετά από χρόνο 0T , θα είναι4 

  2
02 2 1 cos

2
gh VT T

Vc c
υ υ λ⎛ ⎞⎛ ⎞∆ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (4.19) 

µε το υ θετικό για κίνηση προς ανατολάς. Βεβαίως ούτε η ταχύτητα υ, ούτε το γεωγραφικό πλάτος λ 
και φυσικά ούτε το ύψος h ήταν σταθερό κατά τη πτήση. Με λεπτοµερή καταγραφή αυτών των µεγε-
θών συναρτήσει του χρόνου, κατά τη πτήση, η διαφορά στις ενδείξεις των ρολογιών υπολογίζεται ως: 

  
00

2
2 2

0 0
1 cos

2

TT g VT h dt dt
Vc c

υ υ λ⌠⌠⎮ ⎮⌡ ⌡
⎛ ⎞∆ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.20) 

Τα αποτελέσµατα του πειράµατος συνοψίζονται στον Πίνακα 4.1. Οι επί µέρους προβλέψεις των δύο 
θεωριών για τα δύο ταξίδια δίνονται, καθώς και οι αναµενόµενες συνολικές διαφορές στις ενδείξεις 
των ρολογιών, µε βάση τα στοιχεία των πτήσεων.  Η συµφωνία µε τις διαφορές που παρατηρήθηκαν 
είναι πολύ καλή. Οι διαφορές των θεωρητικών τιµών από τις τιµές που µετρήθηκαν είναι µέσα στα 
όρια του σφάλµατος, ιδίως για την προς δυσµάς κίνηση. 
  

Πίνακας 4.1  Αποτελέσµατα του πειράµατος των Hafele και Keating (1971) 

 Χρόνος κατά τον οποίο τα  
ιπτάµενα ρολόγια προηγήθηκαν 
αυτών που βρίσκονταν στη γη (ns)

  

 Κίνηση προς τη 
∆ύση  
(49 h) 

Κίνηση προς 
την Ανατολή 

(41 h) 
 

Λόγω της κίνησης (Ειδική Θ. Σχ.) 96 10±  184 18− ±Θεωρητική πρόβλεψη: 

Λόγω της βαρύτητας (Γενική Θ. Σχ.) 179 18±  144 14±
 

     Συνολική θεωρητικά προβλεπόµενη διαφορά χρόνου 275 21±  40 23− ±

     ∆ιαφορά χρόνου που µετρήθηκε 273 7±  59 10− ±
 

     |∆ιαφορά θεωρίας-πειράµατος| 2 22±  19 25±
 

 
 

                                                 
4 J.C. Hafele, “Relativistic Time for Terrestrial Circumnavigations”. Am. J. Phys., 40, 81-85, (1971). 
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Ρολόγια και βαρυτικό πεδίο  

Το φαινόµενο της επίδρασης της βαρύτητας πάνω στον ρυθµό ενός ρολογιού, που προβλέπεται από τη 
Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, έχει επιβεβαιωθεί πειραµατικά µε διάφορους τρόπους. Η µετατόπι-
ση προς το ερυθρό, ενός φωτονίου που κινείται από ένα σηµείο προς ένα άλλο µε ασθενέστερο βαρυ-
τικό πεδίο5, επιβεβαιώθηκε αρχικά από τα πειράµατα των Pound και Rebka6. Σε αυτά, φωτόνια από το 
ισότοπο 57Fe υπέστησαν µια ποσοστιαία µείωση στη συχνότητά τους ίση µε 15/ 2,46 10f f −∆ = − ×  
καθώς διένυαν µια απόσταση προς τα πάνω ίση µε 22,5 m. Η συµφωνία θεωρίας και πειράµατος ήταν 
στο επίπεδο του 1% πειρ θεωρ( / 1,00 0,01)f f∆ ∆ = ± . 
 Μετά τα πειράµατα των Hafele και Keating, ένα παρόµοιο πείραµα έγινε το 1975, στο οποίο τρία 
ατοµικά ρολόγια δέσµης καισίου και τρία ρουβιδίου φορτώθηκαν σε ένα αεροσκάφος το οποίο ταξί-
δεψε συνολικά για 15 ώρες µε ταχύτητα 240 κόµβων σε ύψος περίπου 10 km. Το αεροσκάφος διέ-
γραφε διαδροµές σε σχήµα 8 σε σχεδόν σταθερό γεωγραφικό πλάτος, για να µειώσει στο ελάχιστο το 
φαινόµενο Sagnac που οφείλεται στην περιστροφή της Γης. Η χαµηλή ταχύτητα του αεροσκάφους 
επίσης περιόρισε τα φαινόµενα που οφείλονται στη διαστολή του χρόνου. Μετρήθηκε έτσι κυρίως η 
επίδραση του βαρυτικού πεδίου στο ρυθµό των ρολογιών µε σύγκριση µε µια παρόµοια οµάδα 6 ατο-
µικών ρολογιών στην επιφάνεια της Γης. Σε µια τυπική πτήση, τα ιπτάµενα ρολόγια αναµένοντας να 
προηγούνται κατά 52,8 ns λόγω της βαρύτητας και να καθυστερήσουν κατά 5,7 ns λόγω της ταχύτη-
τας. Η αναµενόµενη καθαρή διαφορά ήταν 47,1 ns, η οποία συµφώνησε πολύ καλά µε τη µετρηθείσα 
διαφορά των 47 ns η οποία είχε αβεβαιότητα 1,5 ns.  
 Η βαρυτική µετατόπιση επιβεβαιώθηκα µε ένα θεαµατικό τρόπο το 1976, όταν ένα διαστηµικό 
σκάφος της NASA, που ονοµάστηκε Gravity Probe, µετέφερε ένα ρολόι maser υδρογόνου σε ύψος 
10 000 km και πίσω7. Καταγράφοντας την ταχύτητα του σκάφους στη διάρκεια των 2 ωρών που διήρ-
κεσε η πτήση, οι επιστήµονες µπόρεσαν να αφαιρέσουν εκείνη τη διαφορά στο ρυθµό του ρολογιού 
σε σύγκριση µε κάποιο στο έδαφος, που οφειλόταν στην ταχύτητα, και να µετρήσουν την επιτάχυνση 
του ρυθµού λόγω µείωσης του βαρυτικού δυναµικού. Στο µέγιστο ύψος, αυτή η επιτάχυνση µετρήθη-
κε ίση µε 4 µέρη στα 1010. Η συµφωνία µε τη θεωρία ήταν εξαιρετική, στο επίπεδο των 70 µερών στο 
εκατοµµύριο (0,007%).  
 Τέλος, το 1977, ιάπωνες επιστήµονες µέτρησαν τη διαφορά στις ενδείξεις ανάµεσα σε δύο ατοµικά 
ρολόγια, το ένα από τα οποία µεταφέρθηκε και εγκαταστάθηκε για µία εβδοµάδα σε ένα βουνό µε 
µεγαλύτερο υψόµετρο κατά 2818 µέτρα σε σύγκριση µε το άλλο. Το ρολόι που παρέµεινε στο µεγα-
λύτερο υψόµετρο βρέθηκε να προηγείται του άλλου κατά χρονικό διάστηµα που βρισκόταν σε καλή 
συµφωνία µε την πρόβλεψη της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας.  
 Τα σχετικιστικά φαινόµενα βρίσκονται στην καθηµερινότητα όσων ασχολούνται µε την ακριβή 
µέτρηση του χρόνου, δεδοµένης της εξαιρετικής ακρίβειας που έχουν σήµερα αυτές οι µετρήσεις8. 
∆ιορθώσεις πρέπει να γίνουν κατά τη µεταφορά των ρολογιών από ένα σηµείο σε άλλο. Επίσης για τη 
θέση και πιθανό υψόµετρο στο οποίο βρίσκεται ένα ρολόι.  
 
 

                                                 
5 Βλ. π.χ. C. Kittel, W.D. Knight, M.A. Ruderman, A.C. Helmholz και B.J. Moyer, Μηχανική. Πανεπιστηµιακές 
Εκδόσεις Ε.Μ.Π., 1998. Σελ. 431.  

6 R.V. Pound και G.A. Rebka Jr. "Gravitational Red-Shift in Nuclear Resonance". Phys. Rev. Lett. 3, 439-441, 
(1959).  R.V. Pound και G.A. Rebka Jr. "Apparent Weight of Photons". Phys. Rev. Lett. 4, 337-341, (1960). 

7 R.F.C. Vessot, M.W. Levine, E.M. Mattison, E.L. Blomberg, T.E. Hoffman, G.U. Nystrom, B.F. Farrel, R. 
Decher, P.B. Eby, C.R. Baugher, J.W. Watts, D.L. Teuber και F.D. Wills. "Test of Relativistic Gravitation with 
a Space-Borne Hydrogen Maser". Phys. Rev. Lett. 45, 2081-2084, (1980). 

8 T. Jones, Splitting the Second. The Story of Atomic Time. Institute of Physics Publishing, Bristol and Philadel-
phia, (2000). 
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4.4  Το διάµηκες φαινόµενο Ντόπλερ 

Θα εξετάσουµε εδώ µόνο την περίπτωση του διαµήκους φαινοµένου Ντόπλερ, το οποίο παρατηρείται 
όταν η σχετική κίνηση πηγής-παρατηρητή γίνεται κατά µήκος της ευθείας που τους ενώνει. Το γενικό 
φαινόµενο αναλύεται ευκολότερα µε χρήση των µετασχηµατισµών ορµής-ενέργειας, και θα εξεταστεί 
στο Κεφάλαιο 6.  
 

 
Σχήµα 4.4  Το διάµηκες φαινόµενο Ντόπλερ. Πηγή που εκπέµπει παλµούς φωτός µε περίοδο 0T , 
βρίσκεται στο σηµείο O′  του συστήµατος S′ , και κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x  ως προς έναν παρα-
τηρητή στο O  του συστήµατος S . Ανάµεσα στην εκποµπή δύο διαδοχικών παλµών, η πηγή µετατο-
πίζεται κατά απόσταση 2x  στο σύστηµα S .   
 
 
 Μια πηγή παλµών φωτός εκπέµπει παλµούς µε µια περίοδο 0T  στο σύστηµά της. Η πηγή βρίσκεται 
στην αρχή των αξόνων O′  ενός συστήµατος αναφοράς S′ , το οποίο κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x  ως 
προς το σύστηµα S . Στην αρχή O  των αξόνων του S  βρίσκεται παρατηρητής. Όταν τα σηµεία O  και 
O′  συµπίπτουν (Σχ. 4.4α) η πηγή εκπέµπει έναν παλµό.  

Στο σύστηµα S , ο πρώτος παλµός εκπέµπεται στο σηµείο 1 0x =  τη χρονική στιγµή 1 0t = . 

Στο σύστηµα S′ , ο πρώτος παλµός εκπέµπεται στο σηµείο 1 0x′ =  τη χρονική στιγµή 1 0t′ = . 

Όταν στο σύστηµα S′  έχει περάσει χρόνος ίσος µε 0T , η πηγή απέχει απόσταση 2x  από τον παρατη-
ρητή και εκπέµπει ένα δεύτερο παλµό. 

Στο σύστηµα S′ , ο δεύτερος παλµός εκπέµπεται στο σηµείο 2 0x′ =  τη χρονική στιγµή 2 0t′ = . 

Για τον παρατηρητή, O , η εκποµπή του δεύτερου παλµού έγινε τη χρονική στιγµή 2 0t Tγ= .  

Τη στιγµή αυτή, η πηγή βρισκόταν στο σηµείο 2 2 0x Vt VTγ= = .  

Το φως θα χρειαστεί χρόνο 2 /t x c∆ =  για να φτάσει στον O . Το χρονικό διάστηµα µεταξύ της πα-
ρατήρησης των δύο παλµών, όπως το µετρά ο O , είναι 

  0
2 0 0 0

1(1 )
1

VTT t t T T T
c

γ βγ γ β
β

−
= + ∆ = + = + =

+
 (4.21) 

και η συχνότητα των παρατηρούµενων από τον O  παλµών, 

  0
1
1

f f β
β

+
=

−
. (4.22) 

Το β  θεωρείται θετικό όταν η πηγή αποµακρύνεται από τον παρατηρητή. Παρατηρούµε ότι µόνο η 
σχετική ταχύτητα πηγής-παρατηρητή έχει σηµασία για τη µεταβολή της συχνότητας, σε αντίθεση µε 
την κλασική περίπτωση, όπου υπεισέρχονται οι σχετικές ταχύτητες τόσο της πηγής όσο και του παρα-
τηρητή ως προς το µέσον διάδοσης του κύµατος.  
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Πρόβληµα  

4.7  Το άστρο α του Κενταύρου απέχει από τον Ήλιο 4,4 έτη φωτός και έχει ιδίαν κίνηση (γωνιακή 
µετατόπιση στον ουράνιο θόλο) ίση µε 13,68  y−′′ . Η φασµατική γραµµή του ασβεστίου, η οποία στο 
εργαστήριο έχει µήκος κύµατος 396,8 nm , φαίνεται στο φάσµα του άστρου µετατοπισµένη κατά 

0,029 nm− . Να υπολογιστεί η ολική ταχύτητα (µέτρο και κατεύθυνση) του άστρου ως προς τον Ή-
λιο.  
 

  

 
 
4.5  Η αποπλάνηση του φωτός 

Θα εξετάσουµε την ερµηνεία του φαινοµέ-
νου της αποπλάνησης του φωτός τόσο µε 
τη µη σχετικιστική Μηχανική, όσο και µε 
τη σχετικιστική. 

(α)  Μη σχετικιστική ανάλυση  
Σύµφωνα µε τον Bradley, αν η ταχύτητα c  
του φωτός από ένα άστρο είναι κάθετη 
στην ταχύτητα V  της Γης στην τροχιά της, 
τότε το διανυσµατικό άθροισµα των ταχυ-
τήτων c  και −V  δίνει µια σχετική ταχύτη-
τα του φωτός ως προς τη Γη, που έχει µέ-
τρο 2 2c V+  και κατεύθυνση που σχηµα-
τίζει γωνία  

        arctan arctanV
c

α β= =        (4.23) 

µε την κατεύθυνση προς την οποία βρί-
σκεται το άστρο ως προς τη Γη.  

(β)  Σχετικιστική ανάλυση  
Η σχετικιστική ερµηνεία του φαινοµένου 
της αποπλάνησης του φωτός βασίζεται 
στον µετασχηµατισµό της ταχύτητας του 
φωτός από το σύστηµα του άστρου που 
µ− το εκπέµπει στο σύστηµα του παρατη-
ρητή. Έστω ότι το άστρο εκπέµπει φως 
στην κατεύθυνση του άξονα των y στο 
σύστηµα S . Εποµένως, οι συνιστώσες της 
ταχύτητάς του στο S  θα είναι 

       0, , 0x y zcυ υ υ= = = .     (4.24)  

Μετασχηµατίζοντας τις συνιστώσες της 
ταχύτητας στο σύστηµα S′ , έχουµε: 

  , / , 0x y zV cυ υ γ υ′ ′ ′= − = = . (4.25) 

Παρατηρούµε ότι, όπως αναµένουµε, το µέτρο της ταχύτητας του φωτός στο σύστηµα S′  είναι ίσο µε 
c. Η γωνία που σχηµατίζει η κατεύθυνση διάδοσης του φωτός στο σύστηµα S′  µε τον άξονα των y 
είναι 

 
Σχήµα 4.5  Η µη σχετικιστική ερµηνεία του 
φαινοµένου της αποπλάνησης του φωτός. 

 
Σχήµα 4.6  Η σχετικιστική ερµηνεία του 
φαινοµένου της αποπλάνησης του φωτός. 
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  arctan arctanx

y

υα βγ
υ
′

′ = =
′

      (4.26) 

Ο παράγοντας γ είναι η σχετικιστική διαφορά στην εφαπτοµένη της γωνίας. Επειδή είναι 

2
tan

1
βα βγ
β

′ = =
−

, έπεται ότι είναι sinα β′ =  ή  

  arcsinα β′ = .  (4.27) 

Η διαφορά ανάµεσα στην κλασική και τη σχετικιστική τιµή 
Η κλασική σχέση (4.23) δίνει Ktanα β=  και, εποµένως   

  
3 5

K arctan ...
3 5
β βα β β= = − + −  (4.28) 

Η σχετικιστική (4.27) δίνει Σsinα β=  και, εποµένως   

  
3 5

Σ
1 3arcsin ...

2 3 2 4 5
β βα β β ⋅

= = + + +
⋅ ⋅ ⋅

 (4.29) 

Η διαφορά ανάµεσα στις δύο τιµές είναι  
  31

Σ K 2α α β− = . (4.30) 

Για την ταχύτητα της Γης στην τροχιά της, 30 km/sV = , 410β −=  και  

  3 13 71
Σ K 2 5 10  rad (10 )α α β − − ′′− = = × = . (4.31) 

Η ποσοστιαία διαφορά είναι 

  2 9Σ K 1
2

Σ

5 10α α β
α

−−
= = × . (4.32) 

Η διαφορά αυτή δεν είναι φυσικά µετρήσιµη ακόµη και µε τα σηµερινά όργανα. 
 
 
4.6  Το τρένο του Άινστάιν  

Στο Εδάφιο 2.4 εξετάσαµε το εξής πρόβληµα: Ένα τρένο κινείται ως προς έναν αδρανειακό παρατη-
ρητή O  µε σταθερή ταχύτητα V. Στο µέσο ακριβώς του τρένου και ακίνητος ως προς αυτό, βρίσκεται 
ένας παρατηρητής O′ . Στα δύο άκρα του τρένου βρίσκονται δύο πηγές φωτός, Α και Β. Έστω ότι τη 
χρονική στιγµή που ο O′  περνά µπροστά από τον O , δύο παλµοί φωτός φτάνουν ταυτόχρονα στους 
δύο παρατηρητές, έχοντας εκπεµφθεί, αντιστοίχως, ένας από κάθε µια από τις πηγές Α και Β (Σχ. 4.7). 
Θα θεωρήσουµε ότι το τρένο κινείται µε ταχύτητα µικρότερη από αυτήν του φωτός στο κενό. Με τους 
παρατηρητές O  και O′  θα συνδέσουµε τα αδρανειακά συστήµατα S  και S′ , µέσα στα οποία οι O  
και O′ , αντίστοιχα, είναι ακίνητοι. Τα δύο συστήµατα αναφοράς συµπίπτουν τη χρονική στιγµή 

0t t′= = . Θα εξετάζουµε τα συµβάντα πρώτα στο σύστηµα αναφοράς S′  του παρατηρητή O′ , που 
βρίσκεται πάνω στο τρένο και στο µέσο του (Σχ. 4.8):  
 
 
 
Σχήµα 4.7  Ένα τρένο κινείται µε ταχύτητα 
V ως προς τον παρατηρητή Ο. Στο µέσο 
του τρένου βρίσκεται ο παρατηρητής O′ . 
Όταν οι δύο παρατηρητές συµπίπτουν, δύο 
παλµοί φωτός φτάνουν στο ίδιο σηµείο, 
έχοντας εκπεµφθεί, αντίστοιχα, από τις πη-
γές φωτός Α και Β. 
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Σχήµα 4.8  Για τον παρατηρητή O′ , που βρίσκε-
ται πάνω στο τρένο, οι δύο παλµοί φωτός εκπέµ-
φθηκαν ταυτόχρονα από τις δύο πηγές φωτός, Α 
και Β, που ισαπέχουν από αυτόν. 
 
 
Αν το µήκος ηρεµίας του τρένου είναι 0L  και οι δύο πηγές απέχουν ίση απόσταση 0 / 2L  από τον O′ , 
το φως και από τις δύο πηγές χρειάστηκε χρόνο 0 / 2L c  για να φτάσει στον O′ . Αφού οι δύο παλµοί 
φτάνουν στο σηµείο 0x′ =  τη χρονική στιγµή 0t′ = , τότε τα δύο συµβάντα της εκποµπής των παλ-
µών από τις πηγές Α και Β έχουν τις συντεταγµένες: 

Παλµός Α:       0
A 2

Lx′ = ,    0
A 2

Lt
c

′ = − . (4.33)  

Παλµός Β:       0
B 2

Lx′ = − ,    0
B 2

Lt
c

′ = − . (4.34) 

 Στο σύστηµα αναφοράς S  του παρατηρητή O , που βρίσκεται πάνω στην αποβάθρα, οι συντεταγ-
µένες των δύο συµβάντων βρίσκονται µε χρήση του µετασχηµατισµού Λόρεντζ από το σύστηµα S′  
στο S . Βρίσκουµε 

Παλµός Α:       ( ) 0 0 0
A A A

1
2 2 2 1
L L Lx x ct βγ β γ β

β
−⎛ ⎞′ ′= + = − =⎜ ⎟ +⎝ ⎠

,    (4.35)  

   ( ) 0 0 0
A A A

1( / )
2 2 2 1
L L Lt t c x
c c c

β βγ β γ
β

−⎛ ⎞′ ′= + = − + = −⎜ ⎟ +⎝ ⎠
. (4.36) 

Παλµός Β:       ( ) 0 0 0
B B B

1
2 2 2 1
L L Lx x ct βγ β γ β

β
+⎛ ⎞′ ′= + = − − = −⎜ ⎟ −⎝ ⎠

,    (4.37)  

   ( ) 0 0 0
B B B

1( / )
2 2 2 1
L L Lt t c x
c c c

β βγ β γ
β

+⎛ ⎞′ ′= + = − − = −⎜ ⎟ −⎝ ⎠
. (4.38) 

Παρατηρούµε ότι είναι A Ax t c= −  και B Bx t c= , όπως αναµένεται.  
 Στο Σχ. 4.9 φαίνονται οι θέσεις του τρένου τις στιγµές της εκποµπής των δύο παλµών. Προφανώς, 
λόγω συστολής, το µήκος του τρένου για τον παρατηρητή O  θα είναι 0 /L L γ= . Όταν εκπέµπεται ο 
παλµός από την πηγή Α (Σχ. 4.9α), αυτή απέχει από τον παρατηρητή O  απόσταση 

0
A A

1
2 1
Ld x β

β
−

= =
+

, η οποία είναι µικρότερη από 0 / 2L . Όταν εκπέµπεται ο παλµός 

 
 
Σχήµα 4.9  Ο παρατηρητής Ο, πάνω 
στην αποβάθρα, συµπεραίνει ότι οι δύο 
παλµοί φωτός δεν εκπέµφθηκαν ταυτό-
χρονα από τις δύο πηγές φωτός, Α και Β. 
 (α) Όταν εκπέµπεται ο παλµός από 
την πηγή Α, αυτή θα βρίσκεται πλησιέ-
στερα στον Ο από την πηγή Β όταν αυτή 
εκπέµπει τον παλµό της (β).  
 Εποµένως, ο παλµός Β πρέπει να 
εκπεµφθεί νωρίτερα από τον Α, για να 
φτάσει στον Ο ταυτόχρονα µε αυτόν.  
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από την πηγή Β (Σχ. 4.9β), αυτή απέχει από τον παρατηρητή O  απόσταση 0
B

1
2 1B
LL d x β

β
+

− = =
−

, 

η οποία είναι µεγαλύτερη από 0 / 2L . Την ίδια στιγµή, το σηµείο Α του τρένου απέχει από τον παρα-

τηρητή O  απόσταση 0 0 0
2

1 2 1 1
2 1 2 1 2 11

B
L L Ld L β β β

β β ββ

⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟= − = − =
⎜ ⎟− − +−⎝ ⎠

. Παρατηρούµε ότι 

είναι A Bd d= .  
 Η διαφορά ανάµεσα στους χρόνους εκποµπής των δύο παλµών είναι 

  0 0 0 0
B A 2

1 1 /
2 1 2 1 1

L L L c Lt t t
c c c

β β γ
β β β

+ −
∆ = − = − + = − = −

− + −
, 

µε τον παλµό Β να εκπέµπεται στο σύστηµα του παρατηρητή O  ενωρίτερα από τον παλµό Α.   
 
 
4.7  Το παράδοξο των διδύµων   

Σίγουρα το ευρύτερα γνωστό «παράδοξο» στην Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας είναι το παράδοξο 
των διδύµων. Ας εξετάσουµε πώς βλέπουν ο ένας τον άλλο, δύο παρατηρητές που βρίσκονται σε σχε-
τική κίνηση µε σταθερή ταχύτητα ο ένας ως προς τον άλλο (Σχ. 4.10). Ένας παρατηρητής O , στο σύ-
στηµα S , βλέπει τον παρατηρητή O′ , στο σύστηµα S′ , να κινείται ως προς αυτόν µε ταχύτητα V  
(Σχ. 4.10α). Τα ρολόγια του O′ , συµπεριλαµβανοµένου και του βιολογικού, φαίνονται στον O  να 
πηγαίνουν πιο αργά από τα δικά του. Σύµφωνα µε τον O , εποµένως, ο O′  γερνάει πιο αργά από τον 
ίδιο. Η εικόνα τώρα από το σύστηµα αναφοράς του O′  είναι απολύτως συµµετρική µε αυτήν. Ο πα-
ρατηρητής O′ , στο σύστηµα S′ , βλέπει τον παρατηρητή O , στο σύστηµα S , να κινείται ως προς αυ-
τόν µε ταχύτητα V− . Τα ρολόγια του O , συµπεριλαµβανοµένου και του βιολογικού, φαίνονται στον 
O′  να πηγαίνουν πιο αργά από τα δικά του. Σύµφωνα µε τον O′ , εποµένως, ο O  γερνάει πιο αργά 
από τον ίδιο. Ο καθένας από τους δύο παρατηρητές βλέπει εποµένως τον άλλο να γερνάει πιο αργά 
από τον ίδιο. Ποιος έχει δίκαιο; Η απάντηση είναι ότι σύµφωνα µε την Ειδική Θεωρία της Σχετικότη-
τας και οι δύο παρατηρητές έχουν δίκαιο. Αν τα ρολόγια των O  και O′  συγχρονίζονται όταν οι θέ-
σεις τους συµπίπτουν, πράγµατι ο O  θα βλέπει το ρολόι του O′  να µένει πίσω στο σύστηµα S . Και ο 
O′  θα βλέπει το ρολόι του O  να µένει πίσω στο σύστηµα S′ . 
 

 
Σχήµα 4.10  Το παράδοξο των διδύµων. (α) Ο παρατηρητής O , στο σύστηµα S , βλέπει τον παρατηρητή O′ , 
στο σύστηµα S′ , να κινείται µε ταχύτητα V . Τα ρολόγια του O′ , συµπεριλαµβανοµένου και του βιολογικού, φαί-
νονται στον O  να πηγαίνουν πιο αργά από τα δικά του. Σύµφωνα µε τον O , εποµένως, ο O′  γερνάει πιο αργά 
από τον ίδιο. (β) Ο παρατηρητής O′ , στο σύστηµα S′ , βλέπει τον παρατηρητή O , στο σύστηµα S , να κινείται 
µε ταχύτητα V− . Τα ρολόγια του O , συµπεριλαµβανοµένου και του βιολογικού, φαίνονται στον O′  να πηγαί-
νουν πιο αργά από τα δικά του. Σύµφωνα µε τον O′ , εποµένως, ο O  γερνάει πιο αργά από τον ίδιο. 
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 Το παράδοξο υποτίθεται ότι προκύπτει αν ο ένας παρατηρητής µεταβάλει κατεύθυνση κίνησης και 
επιστρέψει στη θέση του άλλου έτσι ώστε τα ρολόγια τους να µπορούν να συγκριθούν. Ποιο θα έχει 
µείνει πίσω; Το φαινόµενο δραµατοποιείται υποθέτοντας ότι οι παρατηρητές O  και O′  είναι δίδυµοι 
και ο O′  φεύγει για ένα ταξίδι κινούµενος µε σταθερή ταχύτητα V  ως προς τον αδελφό του, τον O . 
Αν µετά από κάποιο χρόνο ο O′  επιστρέψει στη θέση όπου βρίσκεται ο O , ποιος θα είναι νεώτερος; 
Λόγω της «συµµετρίας» της σχετικής κίνησης, ο καθένας από τους δύο διδύµους θα αναµένει ο αδελ-
φός του να έχει µείνει νεώτερος από τον ίδιο! 
 Είναι όµως συµµετρική η σχετική κίνηση; Μια πιο προσεκτική εξέταση µας δείχνει ότι δεν είναι. Ο 
O′ , για να επιστρέψει στη θέση του O , πρέπει να µεταβάλει την ταχύτητά του ως προς αυτόν από V  
σε V− , ή κάποιαν άλλη αρνητική σταθερή ταχύτητα. Για να το κάνει αυτό θα πρέπει να επιβραδυνθεί 
για κάποιο χρονικό διάστηµα. Αυτό ισοδυναµεί µε µια συνεχή µεταπήδηση σε διαδοχικά διαφορετικά 
αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. Η διαδικασία αυτή καταστρέφει τη συµµετρία στην κίνηση των 
δύο διδύµων. Ο O′  θα νιώσει την επιβράδυνση ενώ ο O  δεν θα αισθανθεί κάτι τέτοιο. Η επιτάχυνση, 
σε αντίθεση µε την ταχύτητα, είναι ένα απόλυτο µέγεθος και όχι απλώς σχετικό.  
 Αφήνει η διαδικασία αυτή της επιβράδυνσης ανεπηρέαστο το ρολόι του O′ ; Η απάντηση δίνεται 
από τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας. Η επιτάχυνση προς την κατεύθυνση του O  ισοδυναµεί µε 
ένα βαρυτικό πεδίο προς την αντίθετη κατεύθυνση, στην κατεύθυνση της αρχικής ταχύτητας V . Είναι 
γνωστό ότι ένα ρολόι σε πιο έντονο βαρυτικό πεδίο ως προς ένα άλλο πηγαίνει πιο αργά από αυτό. 
Αυτή η επιβράδυνση θα εξηγήσει το γεγονός ότι ο δίδυµος που θα αλλάξει κατεύθυνση κίνησης και 
θα επιστρέψει στον άλλο, θα είναι και ο νεώτερος των δύο, όταν αυτοί συναντηθούν. 
 ∆ίνει και ποσοτικά τη σωστή απάντηση η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας; Η απάντηση είναι ότι 
µια πλήρης ανάλυση µε χρήση της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας πράγµατι δίνει τη σωστή απά-
ντηση9. Μια προσεγγιστική απόδειξη µέχρι και δυνάµεις 2( / )V c  της ταχύτητας µπορεί να δοθεί εύ-
κολα. Θα υποθέσουµε ότι ο O′  κινείται µε ταχύτητα V  ως προς τον O  και σε κάποια στιγµή  περνά 
ακριβώς δίπλα από αυτόν οπότε και τα ρολόγια των δύο δείχνουν την ίδια ώρα, 0t t′= = . Ο O′  κινεί-
ται µετά για χρόνο / 2t∆  µε ταχύτητα V  ως προς τον O  και διανύει απόσταση / 2l V t= ∆ . Εκείνη τη 
στιγµή, ο O′  υφίσταται επιτάχυνση a−  για ένα χρονικό διάστηµα T . Για να επέλθει µεταβολή ίση µε 

2V−  στην ταχύτητα του O′ , θα πρέπει να είναι 2 /T V a= . Αν κάνουµε τον χρόνο της επιτάχυνσης 
T  αµελητέο σε σύγκριση µε τον ολικό χρόνο t∆  του ταξιδιού, όπως τον µετρά ο O , και t′∆  είναι ο 
ολικός χρόνος του ταξιδιού, όπως τον µετρά ο O′ , θα είναι t tγ ′∆ = ∆ , σύµφωνα µε την Ειδική Θεωρία 
της Σχετικότητας.  
 Θα υπολογίσουµε τώρα τον χρόνο που µετρά το ρολόι του O′ . Υπολογίζουµε πρώτα την επίδραση 
που θα έχει η επιτάχυνση στο ρολόι του O′ . Αν δύο ρολόγια βρίσκονται µέσα σε οµογενές βαρυτικό 
πεδίο a , µε διαφορά ύψους l , και χρόνος T περάσει για το ρολόι που βρίσκεται στο υψηλότερο ση-
µείο, τότε το ρολόι στο χαµηλότερο σηµείο θα χάσει, ως προς το άλλο, χρόνο 2/alT c . Επειδή εδώ 
είναι / 2l V t= ∆  και 2 /T V a= , αυτή η καθυστέρηση είναι ίση µε 2 2( / )V c t tβ∆ = ∆ .   
 Ο O  υπολογίζει, σύµφωνα µε την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας, 21

2(1 )t t tγ β′ ′∆ = ∆ ≈ ∆ + . Ο 
O′ , αν αγνοήσει την επίδραση της επιτάχυνσης θα βρει 21

2(1 )t t tγ β′∆ = ∆ ≈ ∆ + . Αν αφαιρέσει και την 
καθυστέρηση του ρολογιού του λόγω της επιτάχυνσης θα βρει 

2 2 21 1
2 2(1 ) (1 )t t t tβ β β′∆ ≈ ∆ + − ∆ = ∆ − . Επειδή, διατηρώντας όρους µέχρι και το τετράγωνο του β , 

είναι 2 2 11 1
2 2(1 ) (1 )β β −− ≈ + , βλέπουµε ότι και ο O′  συµφωνεί µε τον O  ότι είναι 21

2(1 )t t β′∆ = ∆ + . 
Και οι δύο συµφωνούν ότι το ρολόι του παρατηρητή που θα επιταχυνθεί για να επιστρέψει στον άλλο 
παρατηρητή θα έχει µείνει πίσω.  
 Τα επιχειρήµατα αυτά µπορεί να έχουν πείσει τον αναγνώστη ότι δεν υπάρχει παράδοξο σε αυτή 
την περίπτωση. Το γεγονός είναι όµως ότι αυτά τα συµπεράσµατα διαφέρουν ριζικά από τις καθηµε-
ρινές µας εµπειρίες. ∆εν είναι παράξενο λοιπόν που η συζήτηση για το παράδοξο των διδύµων ξανα-
ζωντανεύει κατά καιρούς σε επιστηµονικά περιοδικά, από τότε που διατυπώθηκε για πρώτη φορά από 
τον Langevin10.  

                                                 
9 C. Moller, The Theory of Relativity, Clarendon Press, Oxford, 2nd ed. 1972. §8.17, σελ. 293.  
10 P. Langevin, "L’évolution de l’espace et du temps". Scientia 10 31-54 (1911). 
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Από το σύγγραµµα του µαθήµατος: C.Kittel κ.ά. «Μηχανική» 
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Κεφάλαιο 5 
 

ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ 
 
 
 
Μπορούµε να καταλάβουµε ότι, µε δεδοµένους τους µετασχηµατισµούς του Lorentz για τις ταχύτητες, 
υπάρχει πρόβληµα στην αρχή της διατήρησης της ορµής. Αν εξετάσουµε µια σύγκρουση δύο µαζών 
σε ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς και επιβάλουµε τη διατήρηση της ορµής, όπως αυτή ορίζεται 
στην κλασική Μηχανική, θα διαπιστώσουµε ότι εξεταζόµενη από ένα άλλο αδρανειακό σύστηµα α-
ναφοράς το οποίο κινείται ως προς το πρώτο, η ορµή δεν θα διατηρείται στην κρούση. Επιθυµούµε να 
διατηρήσουµε την αρχή της διατήρησης της ορµής, ως µια χρήσιµη αρχή. Θα διαπιστώσουµε πως αυ-
τό είναι δυνατόν αν ορίσουµε διαφορετικά αυτό το µέγεθος. Το παράδειγµα που θα εξετάσουµε δεν θα 
είναι γενικό. Θα ακολουθήσουµε τη µέθοδο του Tolman1 για να βρούµε ένα σχετικιστικό ορισµό της 
ορµής που διατηρεί την ορµή σε µια απλή περίπτωση σύγκρουσης δύο σωµάτων. Μπορούµε µετά, µε 
τον νέο ορισµό, να επιβεβαιώσουµε ότι η ορµή διατηρείται και στη γενική περίπτωση σύγκρουσης 
σωµάτων. Θα διαπιστώσουµε, στη συνέχεια, ότι ο νέος ορισµός της ορµής έχει επιπτώσεις και στον 
ορισµό του µεγέθους της ενέργειας. 
 
 
5.1  Ορισµός της σχετικιστικής ορµής. Σχετικιστική µάζα 

Παρόλο που ενδεχοµένως να υπάρχουν κάποιες ενστάσεις στην ορολογία που χρησιµοποιείται, θα 
ακολουθήσουµε τη µέθοδο του Tolman, και θα υποθέσουµε ότι είναι δυνατό να οριστεί η µάζα ως µια 
τέτοια συνάρτηση της ταχύτητας, ( )m m υ= , ώστε να παραµείνουν σε ισχύ και στη θεωρία της σχετι-
κότητας: 

η αρχή της διατήρησης της µάζας, και 

η αρχή της διατήρησης της ορµής, η οποία εξακολουθεί να ορίζεται ως m=p υ  

 Μπορούµε να βρούµε τη συνάρτηση )(υm  εξετάζοντας την εξής ειδική περίπτωση: 
Έστω ότι το σύστηµα αναφοράς S΄ κινείται µε ταχύτητα ˆV x  ως προς το σύστηµα S. Στο σύστηµα S΄, 
δύο ίσες µάζες κινούµενες µε ίσες και αντίθετες ταχύτητες xu ˆu′±=′± , συγκρούονται µετωπικά και 
σχηµατίζουν ένα συσσωµάτωµα, το οποίο, λόγω συµµετρίας, θα είναι ακίνητο (Σχ. 5.1).  
 

 
 

Σχήµα 5.1  Η πλαστική σύγκρουση δύο µαζών,  
όπως παρατηρείται από δύο αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, σε σχετική κίνηση µεταξύ τους.   

                                                 
1 R.C. Tolman, “Relativity, Thermodynamics and Cosmology”. Oxford, 1934. § 23.  
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 Στο σύστηµα S, παρατηρείται το εξής φαινόµενο: µία µάζα 1m , κινούµενη µε ταχύτητα xu ˆ11 u= , 
συγκρούεται τελείως πλαστικά µε µια µάζα 2m  που κινείται µε ταχύτητα xu ˆ22 u= , σχηµατίζοντας 
ένα σώµα µάζας m  που κινείται µε ταχύτητα ˆV x . Οι µάζες µπορούν να είναι συναρτήσεις των ταχυ-
τήτων τους: )( 111 umm = ,  )( 222 umm = ,  )(Vmm = . 
Οι αρχές της διατήρησης δίνουν: 

 ∆ιατήρηση της µάζας:      mmm =+ 21  (5.1) 

 ∆ιατήρηση της ορµής:      mVumum =+ 2211   (5.2) 

Μετασχηµατίζοντας τις ταχύτητες από το S΄ στο S:      

  21 /1 cVu
Vuu

′+
+′

=       και     22 /1 cVu
Vuu

′−
+′−

= . (5.3) 

Οι Εξ. (5.1) και (5.2) δίνουν       
1

2

2

1

uV
Vu

m
m

−
−

= ,  (5.4) 

η οποία, µε χρήση των Εξ. (5.3) δίνει     

  2

2

2

1

/1
/1
cVu
cVu

m
m

′−
′+

=   (5.5) 

Από τις Εξ. (5.3) και (5.4) έχουµε, αντίστοιχα, 

 2

2222
22

1 /1
/1/1/1

cVu
cVcucu

′+
−′−

=−      και     2

2222
22

2 /1
/1/1/1

cVu
cVcucu

′−
−′−

=−  (5.6) 

[Αυτές οι εξισώσεις είναι οι µετασχηµατισµοί των παραγόντων Lorentz των δύο µαζών, 1γ ′  και 2γ ′ , 
από το σύστηµα S΄ στο S που εξαγάγαµε στην Εξ. (3.41):  

  ( )2
1 1 1 /u V cγ γγ ′ ′= +         και        ( )2

2 2 1 /u V cγ γγ ′ ′= − . (5.7)] 

Με τις Εξ. (5.7), η (5.6) δίνει: 
22

1

22
2

2

1

/1

/1

cu

cu
m
m

−

−
=  (5.8) 

ή         2 2 2 2
1 1 2 21 / 1 /m u c m u c− = − .     (5.9) 

Η ποσότητα 2 2( ) 1 /m cυ υ−  φαίνεται να παραµένει ανεξάρτητη της ταχύτητας. Την εξισώνουµε µε 
µια σταθερά, την οποία συµβολίζουµε µε 0m . Εποµένως, αν ορίσουµε τη σχετικιστική µάζα ως 

  
22

0

/1
)(

c

mm
υ

υ
−

=  ,      (5.10) 

θα έχουµε τόσο διατήρηση της µάζας όσο και διατήρηση της ορµής. Επειδή  )(lim
00 υ

υ
mm

→
= ,  το µέ-

γεθος 0m  ονοµάζεται  µάζα ηρεµίας του σώµατος. Έτσι, 

  γυ 0)( mm = . (5.11) 

Προσοχή: Το  
22 /1

1

cυ
γ

−
=   αντιστοιχεί στην ταχύτητα υ  της µάζας στο σύστηµα στο οποίο αυτή 

παρατηρείται. 
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Επαλήθευση 

Στο σύστηµα αναφοράς S΄: 

Ορµές πριν      0m uγ ′ ′±   

όπου      
2 2

1
1 /u c

γ ′ =
′−

. 

∆ιατήρηση της ορµής: 

                  0 0 0m u m uγ γ′ ′ ′ ′− =       (5.12) 

∆ιατήρηση της µάζας: 

                      02M m γ ′=               (5.13) 

Η µάζα ηρεµίας του συσσωµατώµατος, Μ, είναι µεγαλύτερη από τις αρχικές, 02m , κατά   

  0 02 2 ( 1)m M m m γ ′∆ = − = −  (5.14) 

λόγω της κινητικής ενέργειας των δύο αρχικά κινούµενων µαζών.  
Συµπέρασµα: Μάζα κινούµενη µε ταχύτητα u′ , έχει κινητική ενέργεια ανάλογη του 0 ( 1)m γ ′ − . 
 

Στο σύστηµα αναφοράς S΄, οι µάζες έχουν παράγοντα Lorentz γ ′ . Στο S έχουν  

      ( )2
1 1 /u V cγ γγ ′ ′= +     και  

      ( )2
2 1 /u V cγ γγ ′ ′= − . 

Οι ταχύτητες είναι 

      21 /1 cVu
Vuu

′+
+′

=     και  

      22 /1 cVu
Vuu

′−
+′−

= .  

∆ιατήρηση της µάζας: 

 1 2 0 1 0 2 0 0 02 22 1 1 0u V u Vm m m m M m m m m m
c c

γ γ γ γγ γγ γγ
′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′∆ = − − = − − = − + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (5.15) 

∆ιατήρηση της ορµής: 

  

0 1 1 0 2 2

0 0 02 2

2 2

2 1 1
1 1

xp M V m u m u
u V u V u V u Vm V m mu V u Vc c

c c

γ γ γ

γγ γγ γγ

∆ = − −

′ ′ ′ ′+ − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′= − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ −
  

ή     ( )0 2 0xp m V u V u Vγγ ′ ′ ′∆ = − − + − = . (5.16) 

 Παρατηρούµε ότι τόσο η σχετικιστική µάζα όσο και η σχετικιστική ορµή διατηρούνται. Το ίδιο 
ισχύει και σε οποιαδήποτε σύγκρουση µαζών, µε διαφορετικές µάζες ηρεµίας, που έχουν διαφορετικές 
ταχύτητες, µε την προϋπόθεση ότι τώρα η σχετικιστική ορµή ορίζεται ως m=p υ , µε τη σχετικιστική 
µάζα ίση µε 0( )m m mυ γ= = . Αν η µάζα και η ορµή διατηρούνται σε ένα αδρανειακό σύστηµα ανα-
φοράς, τότε διατηρούνται και σε όλα τα άλλα αδρανειακά σύστηµα αναφοράς.  

............................... 
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 Η µεταβολή µε την ταχύτητα υ , της σχετικιστικής µάζας ( )M υ  ενός σώµατος το οποίο έχει µάζα 
ηρεµίας 0M  φαίνεται στο Σχ. 5.2. Η µάζα αυξάνεται σηµαντικά για ταχύτητες που πλησιάζουν την 
ταχύτητα του φωτός στο κενό, c, και απειρίζεται για cυ = .  
 

 
 
Σχήµα 5.2  Η µεταβολή µε την ταχύτητα υ, της σχετικιστικής µά-

ζας Μ(υ) ενός σώµατος το οποίο έχει µάζα ηρεµίας Μ0.  
 
 
 
 

 
 
 
 
Σχήµα 5.3  Η µεταβολή µε την ταχύτητα υ, της 
σχετικιστικής ορµής pσχετ. ενός σώµατος το ο-
ποίο έχει µάζα ηρεµίας Μ0. Φαίνεται επίσης και 
η µη σχετικιστική ορµή pµη σχετ.  
 
 
 
 Με τη µάζα του σώµατος να δίνεται από τη σχέση 

  0
02 2

( )
1 /

MM M
c

υ γ
υ

= =
−

, (5.17) 

όπου 0M  είναι η µάζα ηρεµίας του σώµατος, η ορµή του ορίζεται ως  

  0
02 21 /

MM M
c

γ
υ

= = =
−

υp υ υ . (5.18) 

Με αυτόν τον ορισµό, η ορµή εξακολουθεί να διατηρείται και στη σχετικιστική δυναµική. Το µέτρο 
της ορµής µπορεί να γραφτεί και ως 
  0p M cβγ= . (5.19) 

 Πρέπει να γίνει κατανοητό ότι το σώµα δεν υφίσταται καµιά µεταβολή εξ αιτίας της οποίας να µε-
ταβάλλεται η µάζα του. Για τον λόγο αυτό υπάρχουν ενστάσεις στη χρήση των όρων «σχετικιστική 
µάζα» και «µεταβολή της µάζας µε την ταχύτητα». Το σώµα χαρακτηρίζεται από µία µάζα, και αυτή 
είναι η µάζα ηρεµίας του, 0M . Οι αδρανειακές ιδιότητες ενός σώµατος είναι τέτοιες ώστε ο ακριβέ-
στερος ορισµός για την ορµή να απαιτείται για να ισχύει η αρχή της διατήρησης της ορµής.     
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5.2  Σχετικιστική ενέργεια 

Επιθυµούµε να διατηρήσουµε τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για την κίνηση στη µορφή  

  d
dt

=
pF  (5.20) 

που έχει και στην κλασική Μηχανική. Ο ορισµός αυτός για τη δύναµη οδηγεί σε πολύ απλές µαθηµα-
τικές εκφράσεις για τις θεµελιώδεις δυνάµεις που υπάρχουν στη φύση. Στη θέση της ορµής θα θέσου-
µε όµως τώρα τη σχετικιστική ορµή, όπως αυτή δίνεται από την Εξ. (5.18),  

  0
2 21 /

d M
dt cυ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

υF . (5.21) 

Τα µεγέθη t, υ , p  και F  αναφέρονται φυσικά όλα στο ίδιο σύστηµα αναφοράς.  
 Θα διατηρήσουµε επίσης τον ορισµό του έργου dW  που παράγει η δύναµη F  κατά τη µετατόπιση 
του σηµείου εφαρµογής της κατά διάστηµα dr  ως 

  dW d≡ ⋅F r . (5.22) 

 Υποθέτουµε ότι µια δύναµη F  µε κατεύθυνση προς τα θετικά x ασκείται πάνω σε ένα σώµα µάζας 
ηρεµίας 0M  και το επιταχύνει προς αυτή την κατεύθυνση Θα υπολογίσουµε το έργο που παράγει η 
δύναµη για µια ορισµένη µετατόπιση. Το ολικό έργο δίνεται από το ολοκλήρωµα του dW  από την 
αρχή µέχρι το τέλος της µετατόπισης. Χρησιµοποιώντας αόριστα ολοκληρώµατα,  

  0
2 21 /

d MW F dx dx
dt c

υ
υ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

⌠
⎮
⌡

∫ . (5.23) 

Επειδή ( ) ( )d d ddx dx
dt d dt

υ
υ

=  και d dxdx d d
dt dt
υ υ υυ= = , τελικά είναι ( ) ( )d ddx d

dt d
υ υ

υ
= . Έτσι είναι 

  
( ) ( )

( )

2 2

0 0 1/2 3/22 2 2 2 2 2

2
0

0 3/2 2 22 2

1 /
1 / 1 / 1 /

1 /1 /

d cW M d M d
d c c c

M cM d a
cc

υ υυ υ υ υ
υ υ υ υ

υ υ
υυ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = +
−−

⌠⌠ ⎮⎮ ⎮⌡ ⌡
⌠
⎮
⌡

 (5.24) 

όπου a είναι η σταθερά ολοκλήρωσης. Αν υποθέσουµε ότι το σώµα είναι αρχικά ακίνητο όταν η δύ-
ναµη αρχίζει να το επιταχύνει, θα είναι 0W =  όταν 0υ = . Εποµένως,  

  2
00 M c a= +        και       2

0a M c= − . (5.25) 

Τελικά,  
2

2 20
0 02 2

( 1)
1 /

M cW M c M c
c

γ
υ

= − = −
−

. (5.26) 

 Η παραγωγή έργου W από τη δύναµη προσδίδει ταχύτητα υ  στο σώµα. Θεωρούµε ότι το έργο αυ-
τό είναι η κινητική ενέργεια Κ του σώµατος:  

   
2

2 20
0 02 2

( 1)
1 /

M cK M c M c
c

γ
υ

= − = −
−

. (5.27) 

Η ποσότητα  
2

2 20
02 21 /

M cE Mc K M c
cυ

≡ = = +
−

 (5.28) 

 



 67

 
 
 
 
 
 
Σχήµα 5.4  Η µεταβολή, µε την ταχύ-
τητα υ, της σχετικιστικής κινητικής 
ενέργειας Κ και της ολικής σχετικιστι-
κής ενέργειας Ε ενός σώµατος το ο-
ποίο έχει µάζα ηρεµίας Μ0. Φαίνεται 
επίσης και η µη σχετικιστική κινητική 
ενέργεια Κ = 1

2 Μ0 υ2.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
έχει διαστάσεις ενέργειας και αποτελείται από δύο όρους: 

1. Τον όρο 2
0M c , που είναι η τιµή της Ε για 0υ = :  2

0 0(0)E E M c≡ = , και 
2. Τη σχετικιστική κινητική ενέργεια Κ του σώµατος.  

Ονοµάζουµε την ποσότητα Ε ολική σχετικιστική ενέργεια. Η τιµή της για 0υ = , 2
0 0(0)E E M c= = , 

ονοµάζεται ενέργεια ηρεµίας του σώµατος. Η ολική σχετικιστική ενέργεια αποτελείται εποµένως από 
το άθροισµα της ενέργειας ηρεµίας του σώµατος και της σχετικιστικής κινητικής του ενέργειας 

  2
0 0( )E E K M c Kυ = + = + . (5.29) 

Θα πρέπει να τονίσουµε ότι, σε αντίθεση µα την κλασική Μηχανική, όπου µε τον όρο ολική ενέργεια 
εννοούµε (κινητική ενέργεια)+(δυναµική ενέργεια), στη σχετικιστική Μηχανική ο όρος ολική ενέρ-
γεια σηµαίνει (ενέργεια ηρεµίας)+(σχετικιστική κινητική ενέργεια) του σώµατος.  
 Η ολική σχετικιστική ενέργεια γράφεται και ως 

   2 2
0E Mc M cγ= = . (5.30) 

Στο Σχ. 5.4 σχεδιάστηκε η µεταβολή των σχετικιστικών Κ και Ε συναρτήσει της ταχύτητας υ . Φαίνε-
ται επίσης η κλασική κινητική ενέργεια 21

02K M υ= .   
 
Σχέση µεταξύ ορµής και ενέργειας 

Από τη σχέση 
2

1
1

γ
β

=
−

, έχουµε 2 2 2 1γ β γ− = . Πολλαπλασιάζοντας επί 2 4
0M c ,  

   2 2 4 2 2 2 4 2 4
0 0 0M c M c M cγ β γ− = . (5.31) 

Επειδή είναι 2
0E M cγ=  και 0p M cβγ= , η τελευταία σχέση γράφεται και ως 

   2 2 2 2 4
0E p c M c− = . (5.32) 

Η ποσότητα 2 4
0M c  είναι ένα αναλλοίωτο µέγεθος, γιατί υπολογιζόµενο παίρνει την ίδια τιµή σε όλα 

τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. Εποµένως, και το µέγεθος 2 2 2E p c−  είναι αναλλοίωτο.   
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Σχήµα 5.5  Γεωµετρική αναπαράσταση 
της σχέσης 2 2 4 2 2

0E M c p c= + .  
 
 
 
 

 Η σχέση  
   2 2 4 2 2

0E M c p c= +  (5.33) 

συνδέει τα µεγέθη της µάζας ηρεµίας, της ορµής και της ολικής ενέργειας. Γεωµετρικά, µπορεί να 
θεωρηθεί ως η εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήµατος σε ένα τετραδιάστατο2 «ορθογώνιο τρίγωνο» 
µε πλευρές τις 2

0 0E M c= , xp c , yp c  και zp c . Το τρίγωνο του Σχ. 5.5 µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως 
µνηµονικός κανόνας (EMp!) για τη σχέση (5.33).  
 Η ολική ενέργεια Ε µπορεί να εκφραστεί ως  

   2 4 2 2
0E M c p c= + . (5.34) 

Επίσης, επειδή είναι 2E Mc=  και M=p υ , προκύπτει ότι 

   2

E
c

=p υ . (5.35) 

 
 
5.3  Κλασικές προσεγγίσεις 

Οι σχετικιστικές σχέσεις πρέπει να ανάγονται στις κλασικές για c →∞  ή 0β →  και 1γ → . Οι πρώ-
τες προσεγγίσεις στις σχετικιστικές σχέσεις βρίσκονται για  

   
2

22 2

1 11
21 / cc
υγ

υ
= ≈ +

−
. (5.36) 

Έτσι, η κινητική ενέργεια είναι, προσεγγιστικά, ίση µε  

   
2 2

2 2 2 20
0 0 0 022 2

1 1( 1)
2 21 /

M cK M c M c M c M
cc
υγ υ

υ
= − = − ≈ =

−
 (5.37) 

όπως και στην κλασική Μηχανική. Η ολική ενέργεια είναι 

   
2

2 2 2 2 2
0 0 0 02

1 11
2 2

E Mc M c M c M c M
c
υγ υ

⎛ ⎞
= = ≈ + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (5.38) 

Πρέπει να τονιστεί ότι είναι λάθος να χρησιµοποιούνται αυτές οι σχέσεις στη σχετικιστική Μηχανική 
ως ακριβείς! 
 
 

                                                 
2 Πιο σωστά, το αναλλοίωτο µέγεθος 2

0M c  είναι ένα τετραδιάνυσµα µε συνιστώσες τα µεγέθη E , xp c , yp c  

και zp c , το τετράγωνο του µέτρου του οποίου είναι ίσο µε 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 x y zM c E p c p c p c E p c= − − − = − .  
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Παράδειγµα 5.1  
 

Εξετάζοντας κίνηση σε µια διάσταση, αποδείξετε ότι η κινητική ενέργεια ενός σώµατος δίνεται από 

τη σχέση 2 2
00

K d Mc M c
υ

= ⋅ = −∫ F s . 
   

 
  

 
Για κίνηση σε µια διάσταση: 

  2

0 0 00 0

( ) ( ) ( ) ( )d M dxK F dx dx d M M d dM M d dM
dt dt

υ υυ υ υυ υ υ υ υ υ υ υ= = = = + = +⌠ ⌠⎮ ⎮
⌡ ⌡∫ ∫ ∫  

Από τη σχέση 0
2 21 /

MM
cυ

=
−

 

προκύπτει ότι 2 2 2 2 2 2
0M c M M cυ− = . 

Παίρνοντας τα διαφορικά των δύο µελών, 
  2 2 22 2 2 0Mc dM M d M dMυ υ υ− − =  

ή  2 2M d dM c dMυ υ υ+ = , 

οπότε 2 2 2
00

( )K c dM c M c M
υ

υ= = −∫ . 

  
 
 

Προβλήµατα  

5.1  Το εξαιρετικά σπάνιο γεγονός της έµµεσης ανίχνευσης στην κοσµική ακτινοβολία ενός σωµατιδί-
ου µε ενέργεια της τάξης των 2010  eV  (16 J!) συνέβη πριν µερικά χρόνια [βλ. J. Linsey, Phys. Rev. 
Lett. 10, 146 (1963)]. Υποθέτοντας ότι το σωµατίδιο ήταν πρωτόνιο, µε µάζα ηρεµίας ισοδύναµη µε 1 
GeV περίπου, να υπολογιστεί η ταχύτητά του. Πόση ώρα θα χρειαζόταν το σωµατίδιο, στο σύστηµά 
του, για να διασχίσει τον γαλαξία µας, του οποίου η διάµετρος είναι 510  έτη φωτός; Ποια είναι η διά-
µετρος του Γαλαξία όπως τη βλέπει το πρωτόνιο; 
5.2  Ποια είναι η ταχύτητα ενός ηλεκτρονίου του οποίου η κινητική ενέργεια είναι 2 MeV; Ποιος είναι 
ο λόγος της µάζας του προς τη µάζα ηρεµίας του; 
5.3  ∆έσµη πανοµοιότυπων σωµατιδίων µε την ίδια ταχύτητα παράγεται από επιταχυντή.  
(α) Αν κάθε σωµατίδιο της δέσµης διατρέχει, µέσα σε ένα σωλήνα, διαδροµή µήκους 2400 ml =  σε 

χρόνο µs 10=∆t , όπως τον µετρά κάποιος στο σύστηµα του εργαστηρίου, να βρεθούν τα µεγέθη 
β  και γ  για το σωµατίδιο και η διάρκεια t′∆  της διαδροµής όπως µετράται στο σύστηµα των 
σωµατιδίων. Θεωρήστε ότι m/s 103 8×=c .   Απ.:  s6 µ=′∆t  

(β) Αν τα σωµατίδια είναι ασταθή, µε σταθερά διάσπασης -16 s 10=λ , ποιο ποσοστό των σωµατιδί-
ων (κατά µέσον όρο) θα φθάσει στο τέλος του σωλήνα;  (∆ίνεται:  203 ≈e ). Απ.: 400/1  

(γ) Αν η µάζα ηρεµίας κάθε σωµατιδίου είναι 0m , και GeV 32
0 =cm , να βρεθεί η κινητική του ε-

νέργεια.  Απ.: 2=K  GeV 
(δ) Να βρεθεί το µέγεθος pc  για ένα σωµατίδιο, όπου p  η ορµή του, και να δοθεί η p  σε c/GeV .  
    Απ.:  cp /GeV 4=  

5.4  ∆ύο σωµατίδια, Α και Β, το καθένα από τα οποία έχει µάζα ηρεµίας 2GeV/ 1 cM = , κινούνται, 
στο σύστηµα αναφοράς ενός επιταχυντή, πάνω στον άξονα των x και σε αντίθετες κατευθύνσεις, πλη-
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σιάζοντας το ένα το άλλο. Στο σύστηµα του επιταχυντή, το σωµατίδιο Α κινείται µε ταχύτητα 
cx 6,0A −=υ  και το σωµατίδιο Β µε ταχύτητα cx 6,0B =υ .  

(α) Ποια είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου Β στο σύστηµα αναφοράς του σωµατιδίου Α;  
(β) Ποια είναι η ενέργεια και η ορµή του σωµατιδίου Β στο σύστηµα αναφοράς του σωµατιδίου Α; 
 

  

 
 
5.4  Σωµατίδια µηδενικής µάζας ηρεµίας 

Υπάρχουν στη φύση σωµατίδια µε µηδενική µάζα ηρεµίας. Το καλύτερα γνωστό είναι το φωτόνιο, ο 
φορέας του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Το βαρυτόνιο, ή γκραβιτόνιο, ο φορέας της βαρυτικής δύνα-
µης έχει επίσης µηδενική µάζα ηρεµίας. Το νετρίνο, ενδέχεται να έχει και αυτό µηδενική µάζα ηρεµί-
ας, αλλά το µόνο που µπορούµε να πούµε προς το παρόν είναι ότι αυτή η µάζα δεν µπορεί να έχει τιµή 
µεγαλύτερη από κάποιο χαµηλό όριο. Αν θέσουµε 0 0M =  στις σχετικιστικές ενεργειακές σχέσεις 
έχουµε, για την ολική ενέργεια, από την Εξ. (5.34)  

   E pc= . (5.39) 

Αντιστρόφως, η ορµή ενός σωµατιδίου µηδενικής µάζας ηρεµίας που έχει ενέργεια Ε είναι: 

   /p E c= . (5.40) 

 Επειδή είναι, γενικά [Εξ. (5.35)], 2

Ep
c
υ= , αντικαθιστώντας στην Εξ. (5.39), βρίσκουµε ότι 

cυ = . Το ίδιο συµπέρασµα προκύπτει θέτοντας 0 0M →  στη σχέση 
2

0
2 21 /

M cE
cυ

=
−

 οπότε και προ-

κύπτει ότι c→υ . Το σηµαντικό αυτό αποτέλεσµα µας λέει ότι όλα τα σωµατίδια µηδενικής µάζας 
ηρεµίας κινούνται µε την ταχύτητα του φωτός στο κενό. 
 Για το φωτόνιο, ισχύει επίσης η σχέση  

   hcE hf
λ

= = , (5.41) 

όπου h είναι η σταθερά του Planck ( 346,62 10  J sh −= × ). Εποµένως, η ορµή του φωτονίου εκφράζεται 
και ως 

   hf hp
c λ

= = . (5.42) 

 
 

Πρόβληµα  

5.5  Ποια είναι η µάζα mφ  που αντιστοιχεί στην ενέργεια Eφ  ενός ορατού φωτονίου µήκους κύµατος 
ίσου µε 500 nm;  
 

  

 
 
5.5  ∆ιατήρηση ορµής και ενέργειας 

Η ορµή ορίστηκε µε τέτοιο τρόπο ώστε σε µια αλληλεπίδραση σωµατιδίων να διατηρούνται τόσο η 
µάζα όσο και η ορµή. Με δεδοµένο ότι η ολική ενέργεια ενός σώµατος ισούται µε 2E mc= , το γεγο-
νός ότι σε µια αλληλεπίδραση ισχύει η διατήρηση 

   
1

σταθ. 
n

i
i

m
=

=∑  (5.43) 

σηµαίνει ότι και η ολική ενέργεια διατηρείται:  
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1

σταθ. 
n

i
i

E
=

=∑  (5.44) 

Η αρχή αυτή, σε συνδυασµό µε την αρχή διατήρησης της ορµής 

   
1

σταθ. 
n

i
i=

=∑p , (5.45) 

χρησιµοποιούνται στη λύση προβληµάτων στα οποία σωµατίδια αλληλεπιδρούν µε οποιοδήποτε τρό-
πο. 
 Για  n  σωµατίδια, οι συνιστώσες της ολικής ορµής και η ολική µάζα-ενέργεια ορίζονται ως  

  ∑
=

≡
n

i
ixx pP

1
 ,ολ ,        ∑

=

≡
n

i
iyy pP

1
 ,ολ ,        ∑

=

≡
n

i
izz pP

1
 ,ολ ,        ∑

=

≡
n

i
iEE

1
ολ  (5.46) 

για το σύστηµα S, µε αντίστοιχες σχέσεις για το σύστηµα S΄. 
   Αν, στο σύστηµα S, κατά την αντίδραση  n  σωµατιδίων η ορµή και η µάζα-ενέργεια διατηρούνται, 
τότε, για τις ολικές τιµές των συνιστωσών της ορµής και για την ολική ενέργεια ισχύουν:   

( ) ( )
µετάολ ,πρινολ , xx PP =     ( ) ( )

µετάολ ,πρινολ , yy PP =     ( ) ( )
µετάολ ,πρινολ , zz PP =     ( ) ( )µετάολ πρινολ EE =  (5.47) 

 Τα σωµατίδια µπορούν απλώς να ανταλλάξουν ενέργεια, αλλά και να µετασχηµατιστούν σε άλλα 
σωµατίδια, να εξαφανιστούν τελείως µετατρεπόµενα σε ενέργεια ή και να δηµιουργηθούν από την 
ενέργεια που γίνεται διαθέσιµη κατά την αλληλεπίδραση. Οι άλλοι νόµοι διατήρησης της Φυσικής 
επίσης ισχύουν βεβαίως (φορτίο, κβαντικοί αριθµοί κλπ.). 
 
 

Προβλήµατα  

5.6  Σωµατίδιο µάζας ηρεµίας Μ είναι ακίνητο στο εργαστήριο. Το σωµατίδιο διασπάται σε δύο άλλα: 
ένα µε µάζα ηρεµίας 1m  που κινείται µε ταχύτητα cV 5

3
1 = , και ένα µε µάζα ηρεµίας 2m  που κινείται 

µε ταχύτητα cV 5
4

2 = .  
(α) Να βρεθούν οι 1m  και 2m  ως κλάσµατα της Μ.  
(β) Ποιες είναι οι κινητικές ενέργειες 1K  και 2K  των δύο µαζών, συναρτήσει της Μ; 

5.7  Σωµατίδιο π , που ηρεµεί στο σύστηµα του εργαστηρίου, διασπάται σε  νµπ +→ . Να δειχθεί 

ότι η ολική ενέργεια του µ  είναι  
2

2 2 2
µ µ π ν

π
( )

2
cE m m m
m

= + − ,  όπου πm , µm  και νm  είναι οι µάζες 

ηρεµίας των τριών σωµατιδίων. Ποια είναι η ολική ενέργεια του ν ; Ποια µορφή παίρνουν τα αποτε-
λέσµατα αυτά αν το νετρίνο ν  έχει ν 0m = ; 

5.8  Ένα σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας 1m  ( )GeV 12
1 =cm  κινείται µε ταχύτητα c8,01 =υ  και συ-

γκρούεται µε ένα άλλο σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας 2m  ( )GeV 102
2 =cm  που είναι ακίνητο. Μετά 

την κρούση, τα δύο σωµατίδια σχηµατίζουν ένα σώµα µε µάζα ηρεµίας M . Να βρεθούν: 
(α)  Η ολική ενέργεια του συστήµατος, σε GeV.   Απ.:  11,67 GeV 
(β)  Η ολική ορµή του συστήµατος, σε cGeV/ .    Απ.:  4/3 cGeV/  

(γ)  Η µάζα  M , σε 2GeV/c .  Απ.:  11,59 2GeV/c  

5.9  Ένα µεσόνιο K+ , του οποίου η µάζα ηρεµίας είναι KM  ( 2
K 494 MeVM c = ), κινείται στο σύ-

στηµα αναφοράς του εργαστηρίου και διασπάται σε δύο µεσόνια π. Το ένα π παραµένει ακίνητο. Η 
µάζα ηρεµίας του µεσονίου π είναι πM ( 2

π 140 MeVM c = ). Ποια είναι η ολική ενέργεια του µεσονί-
ου K+  και ποια του µεσονίου π που παραµένει ακίνητο; 
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     Απ.: K 872 MeVE = ,  π 732 MeVE =  

5.10  Ακίνητο σωµατίδιο µάζας ηρεµίας Μ διασπάται σε ένα σωµατίδιο µάζας ηρεµίας m και ένα φω-

τόνιο. Να βρεθούν οι ενέργειες αυτών των προϊόντων.    Απ.: 
2 2

2

2
M mE c

Mγ
−

= ,  
2 2

2

2
M mE c

M
+

=  

5.11  Ένα σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας Μ  κινείται στο εργαστήριο µε ταχύτητα cV 5
3= . Το σωµατίδιο 

διασπάται σε δύο άλλα: ένα µε µάζα ηρεµίας 1m  που παραµένει ακίνητο και ένα άλλο µε µάζα ηρεµί-
ας 2m  που κινείται µε ταχύτητα c5

4=υ . Να βρεθούν οι µάζες 1m  και 2m  συναρτήσει της Μ. 

5.12  Αποδιέγερση πυρήνα. Ένας πυρήνας X∗  µε µάζα ηρεµίας 0m∗  αποδιεγείρεται εκπέµποντας ένα 
φωτόνιο. Ποιες είναι οι ενέργειες του νέου πυρήνα και του φωτονίου, στο σύστηµα αναφοράς του αρ-

χικού πυρήνα;   Απ.: 
2 2

20 0

02
m mE c

m

∗

∗
+

= ,  
2 2

20 0

02
m mE c

mγ

∗

∗
−

=  

5.13  Αποδιέγερση πυρήνα. Ένας ακίνητος διεγερµένος πυρήνας αποδιεγείρεται εκλύοντας ενέργεια 
E∆  και εκπέµποντας ένα φωτόνιο. Η µάζα ηρεµίας του αποδιεγερµένου πυρήνα είναι Μ. Ποια είναι η 

ενέργεια του φωτονίου;   Απ.: 
2 1

2
2

Mc E
E E

Mc Eγ
+ ∆

= ∆
+ ∆

  

5.14  Εξηγήστε γιατί τα ακόλουθα είναι αδύνατο να συµβούν: 
(α)  Ένα φωτόνιο συγκρούεται µε ακίνητο ηλεκτρόνιο, και του δίνει όλη του την ενέργεια. 
(β)  Ένα µεµονωµένο φωτόνιο µετατρέπεται σε ζεύγος ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου. (Το ποζιτρόνιο εί-

ναι το αντισωµατίδιο του ηλεκτρονίου.) 
(γ)  Ένα κινούµενο ποζιτρόνιο συγκρούεται µε ένα ακίνητο ηλεκτρόνιο, και τα δύο εξαϋλώνονται 

παράγοντας ένα µόνο φωτόνιο.  
 

  

 
 
5.6  Οι µετασχηµατισµοί ορµής και ενέργειας 

Η ορµή και η ολική ενέργεια ενός σωµατιδίου σε ένα σύστηµα αναφοράς S  είναι 0M σγ=p υ  και 
2

0E M cσγ= , όπου  
2 2

1
1 / c

σγ
υ

=
−

 είναι ο παράγοντας Lorentz για το κινούµενο σωµατίδιο στο 

σύστηµα αναφοράς στο οποίο παρατηρείται (που αντιστοιχεί στην ταχύτητα υ  του σωµατιδίου και 
όχι στη σχετική ταχύτητα V δύο διαφορετικών συστηµάτων αναφοράς!). Εποµένως, 

  0 0 0 02, , , .x y z
dx dy dz Ep M p M p M M
dt dt dt cσ σ σ σγ γ γ γ= = = =  (5.48) 

Ο χρόνος ηρεµίας του σωµατιδίου, ή ιδιοχρόνος, είναι /d dt στ γ= . Έτσι, ισοδύναµα, είναι: 

  0 0 0 02, , , .x y z
dx dy dz E dtp M p M p M M
d d d c dτ τ τ τ

= = = =  (5.49) 

Στο σύστηµα S′ , 

   0 0 0 02, , , .x y z
dx dy dz E dtp M p M p M M
d d d c dτ τ τ τ
′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′= = = =  (5.50) 

∆εδοµένου ότι το µέγεθος dτ  παραµένει αναλλοίωτο κατά τον µετασχηµατισµό από ένα αδρανειακό 
σύστηµα αναφοράς σε ένα άλλο, οι σχέσεις αυτές δείχνουν ότι τα µεγέθη , ,x y zp p p  και 2/E c  µετα-
σχηµατίζονται όπως τα µεγέθη x, y, z και t, αντιστοίχως. 
 Εναλλακτικά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη διαφορική µορφή του µετασχηµατισµού Lorentz 
για τα x, y, z και t από το σύστηµα αναφοράς S  στο σύστηµα S′  

  ( ) ( ), , , ( / )dx dx cdt dy dy dz dz dt dt c dxγ β γ β′ ′ ′ ′= − = = = −  (5.51) 
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όπου 
2 2

1
1 /V c

γ =
−

 είναι ο παράγοντας Lorentz για τον µετασχηµατισµό από το ένα σύστηµα στο 

άλλο (µε τη σχετική ταχύτητα V των συστηµάτων). Πολλαπλασιάζοντας όλους τους όρους µε 0
1M

dτ
, 

το οποίο έχει την ίδια τιµή στα δύο συστήµατα S  και S′ , προκύπτουν οι σχέσεις 

 
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

, , ,

( / )

dx dx dt dy dy dz dzM M cM M M M M
d d d d d d d
dt dt dxM M c M
d d d

γ β
τ τ τ τ τ τ τ

γ β
τ τ τ

′ ′ ′⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.52) 

Χρησιµοποιώντας τις Εξ. (5.49) και (5.50), 

  ( ), , ,x x y y z z xp p E p p p p E E c p
c
βγ γ β⎛ ⎞′ ′ ′ ′= − = = = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.53) 

Παρατηρούµε ότι, πράγµατι, οι συνιστώσες , ,x y zp p p  και 2/E c  µετασχηµατίζονται όπως τα µεγέθη 
x, y, z και t, αντιστοίχως. 
 Παρατήρηση για τη διατήρηση ορµής-ενέργειας: Από τον µετασχηµατισµό ορµής – ενέργειας,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′

c
Epp xx

βγ , αν τα αθροίσµατα των  xp  και των  E  διατηρούνται (στο σύστηµα S), τότε και 

το αντίστοιχο άθροισµα των xp′  στο σύστηµα S΄ διατηρείται. Το ίδιο ισχύει για τις άλλες συνιστώσες 
της ορµής, και για την ενέργεια. Ισχύει εποµένως, σε όλα τα συστήµατα. 
 
 

Παράδειγµα 5.2 Το γενικό φαινόµενο Doppler  
 

Πηγή φωτός Π κινείται µε σταθερή ταχύτητα V κατά µήκος του άξονα των x στο σύστηµα αναφοράς 
S. Η πηγή εκπέµπει, προς όλες τις κατευθύνσεις, φωτόνια 
τα οποία στο σύστηµα αναφοράς S΄ της πηγής έχουν ενέρ-
γεια 0E  (και εποµένως συχνότητα 0 0 /f E h= , και ορµή 

cEp /00 = , στο ίδιο σύστηµα). Στο επίπεδο xy βρίσκεται 
παρατηρητής A, ακίνητος στο σύστηµα S. Ο παρατηρητής 
βλέπει σε µια χρονική στιγµή φωτόνια από την πηγή να κι-
νούνται προς αυτόν, πάνω σε µια ευθεία που σχηµατίζει 
γωνία θ  µε τον άξονα των x, και τα οποία έχουν ενέργεια  E   
( /f E h= , cEp /= )  στο σύστηµα του, S.   
(α)  Να βρεθούν, στο S, οι συνιστώσες της ορµής των φωτονίων συναρτήσει των E και θ . 
(β)  Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό ορµής και ενέργειας, δείξετε ότι ο λόγος των συχνοτήτων 

στα δύο συστήµατα είναι ίσος µε: 

2

0

1
1 cos

f V
f c

β
β

β θ
− ⎛ ⎞= =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

. 

(γ) Συζητήστε τις ειδικές περιπτώσεις για o o0, 90 , 180θ = . 
(δ)    Για ποια τιµή του θ   είναι 0f f= ; Πώς εξηγείται αυτό; 

   
 

  

 
(α)  Η ορµή ενός φωτονίου που έχει ενέργεια Ε είναι /p E c= .  Εποµένως, στο σύστηµα S, οι συνι-
στώσες της ορµής του φωτονίου είναι: 
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         cos sin 0x y z
E Ep p p
c c

θ θ= − = − = . 

(β)  Στο σύστηµα αναφοράς S έχουµε φωτόνια µε συνιστώσα x 

της ορµής cosx
Ep
c

θ= −  και ενέργεια Ε. Εποµένως, στο σύστηµα 

αναφοράς της πηγής, S΄, η ενέργεια του φωτονίου είναι: 

     
0 ( ) [ ( / ) cos ]xE E E p c E E c cγ β γ β θ′= = − = +  

και εποµένως  0 (1 cos )E Eγ β θ= + . Εποµένως, 

       
2

0 0

1
1 cos

E f
E f

β
β θ
−

= =
+

,     όπου  V
c

β = .  

Αυτή είναι η γενική εξίσωση για το φαινόµενο Doppler. 
 
(γ) 

Για  0, cos 1θ θ= = ,   και    
0

1
1

f
f

β
β

−
=

+
 

(καθαρά διάµηκες φαινόµενο Doppler µε την πηγή 
να αποµακρύνεται από τον παρατηρητή). 

Για o90 , cos 0θ θ= = ,  και   2

0
1f

f
β= −  

(καθαρά εγκάρσιο φαινόµενο Doppler).  

Για o180 , cos 1θ θ= =− ,  και   
0

1
1

f
f

β
β

+
=

−
 

(καθαρά διάµηκες φαινόµενο Doppler µε την πηγή να πλησιάζει τον παρατηρητή). 

(δ)  Είναι 0f f=  όταν είναι  2
01 cos 1β θ β+ = −   ή  

   ( )2 o o
0 0

1cos 1 1 , (90 180 )θ β θ
β

= − − − < < .    

Για µικρό 1β , είναι  2 21
21 1β β− ≈ −   και 1

0 2cosθ β≈ − . 
 

Ερµηνεία.  
   Έχουµε δύο φαινόµενα που αλληλοαναιρούνται: 

1. Η σχετικιστική µείωση της συχνότητας 
που οφείλεται στη διαστολή του χρόνου 
(εγκάρσιο φαινόµενο Doppler), και 

2. Η αύξηση της συχνότητας που οφείλεται 
στην ακτινική ταχύτητα προσέγγισης της 
πηγής στον παρατηρητή.  

Για 0θ θ=  τα δύο φαινόµενα αλληλοαναιρούνται 
πλήρως.  

 
Υπάρχει µια τιµή της 0θ  µεταξύ o90  και o180  για κάθε τιµή 1β ≤ : 
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β  : 0 0,1 0,5 0,9 0,99 0,999 1 

0θ  : o90  o92,9  o105,5  o128,8  o150,2  o163  o180  

 

  
 
 

Προβλήµατα  

5.15  ∆είξετε ότι το µέγεθος 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 x y zM c E p c p c p c E p c= − − − = −  παραµένει αναλλοίωτο κατά 

τον µετασχηµατισµό από το σύστηµα αναφοράς S  στο σύστηµα S′ .  
5.16  Ένα σωµατίδιο S, που έχει µάζα ηρεµίας M , είναι ακίνητο στο σύστηµα αναφοράς του Εργα-
στηρίου.  Το σωµατίδιο διασπάται σε ένα σωµατίδιο S΄ µε µάζα ηρεµίας / 2M  και σε ένα φωτόνιο. 
Να βρείτε: 
(α)  Την ταχύτητα του παραγόµενου σωµατιδίου στο σύστηµα αναφοράς του Εργαστηρίου.    
(β)  Την ενέργεια του φωτονίου, 

(i) στο σύστηµα αναφοράς του Εργαστηρίου, Eγ , και 

(ii) στο σύστηµα αναφοράς του παραγόµενου σωµατιδίου, Eγ′ .  
 

  

 
 
5.7  Η ισοδυναµία µάζας και ενέργειας 

Η σχέση 2E Mc=  περιγράφει µια ισοδυναµία µάζας και ενέργειας η οποία είναι εξαιρετικά σηµαντι-
κή στη Φυσική. Ο Άινστάιν θεωρούσε αυτό ως ένα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα της θεωρίας 
της σχετικότητας. Η διατηρούµενη ποσότητα Ε εµπεριέχει και ενέργεια την οποία το σώµα έχει ακόµη 
και όταν είναι ακίνητο, λόγω της µάζας ηρεµίας του. Από την άλλη, οι αδρανειακές ιδιότητες ενός 
σώµατος, όπως αυτές εκφράζονται από τη µάζα του, µεταβάλλονται όταν δίνεται ενέργεια στο σώµα 
και η ταχύτητά του αυξάνει. Φαίνεται να υπάρχει µια ισοδυναµία ανάµεσα στη µάζα και την ενέργεια, 
η οποία επαληθεύεται και πειραµατικά µε πολλούς τρόπους. Η σχέση ισχύει σε όλες τις µεταβολές 
που υφίσταται ένα σύστηµα, αλλά επιδεικνύεται µε δραµατικό τρόπο σε δύο φαινόµενα, στην εξαΰ-
λωση ύλης-αντιΰλης και στη δηµιουργία σωµατιδίων από ένα φωτόνιο, όπως στο φαινόµενο της δίδυ-
µης γένεσης. 
 (α)  Εξαΰλωση ζεύγους ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου. Ένα ηλεκτρόνιο και το αντισωµατίδιό του, το 
ποζιτρόνιο, εξαϋλώνονται πλήρως παράγοντας δύο φωτόνια ενέργειας 511 keV το καθένα, τα οποία 
κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις: 
  e e 2γ− ++ → . 

Επειδή η ορµή του ζεύγους των σωµατιδίων είναι αρχικά σχεδόν µηδενική, τα δύο φωτόνια έχουν την 
ίδια ενέργεια και κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις. Η διαθέσιµη ενέργεια, η οποία οφείλεται σχε-
δόν αποκλειστικά στις µάζες ηρεµίας των δύο σωµατιδίων είναι 2

e2 1,022 MeVm c = , την οποία µοι-
ράζονται εξίσου τα δύο φωτόνια.  
 (β)  ∆ίδυµη γένεση (ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου). Ένα φωτόνιο, αν έχει ενέργεια µεγαλύτερη από 

2
e2 1,022 MeVm c = , µπορεί να παραγάγει ένα ζεύγος ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου. Για να διατηρηθεί 

τόσο η ορµή όσο και η ενέργεια, η διεργασία µπορεί να συµβεί κοντά σε ένα άλλο σώµα, όπως ένα 
πυρήνα ατόµου. Το κατώφλι του 2

e2 1,022 MeVm c =  στην ενέργεια υπάρχει γιατί αυτό είναι το ενερ-
γειακό ισοδύναµο των δύο µαζών ηλεκτρονίου. Αν το φωτόνιο διαθέτει ακριβώς τόση ενέργεια, τότε 
τα δύο σωµατίδια θα έχουν µηδενική κινητική ενέργεια µετά τη δηµιουργία τους. Φωτόνια µεγαλύτε-
ρης ενέργειας προσδίδουν και κινητική ενέργεια στα δύο προϊόντα της δίδυµης γένεσης.  
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 Ένα άλλο παράδειγµα µετατροπής µάζας σε ενέργεια παρατηρείται στο φαινόµενο της σχάσης, το 
οποίο θα εξεταστεί πιο κάτω. Κατά τη σχάση, µάζα ηρεµίας των πυρήνων µετατρέπεται σε κινητική 
ενέργεια των προϊόντων της σχάσης. Το ίδιο παρατηρείται και κατά τη σύντηξη πυρήνων.  
 Γενικά, µια µεταβολή m∆  στη µάζα αντιστοιχεί σε µεταβολή E∆  στην ενέργεια, και αντιστρό-
φως, όπου τα δύο µεγέθη συνδέονται µέσω της σχέσης 

  2cmE ∆=∆ . (5.54) 

 
 

Πρόβληµα  

5.17  Κατά την ένωση 1 kg υδρογόνου µε 8 kg οξυγόνου απελευθερώνεται ενέργεια ίση µε 810  J  πε-
ρίπου. Θα ήταν δυνατό να ανιχνεύσουµε την ποσοστιαία µεταβολή στη µάζα σε αυτή την αντίδραση 
µε ένα ζυγό που µπορεί να ανιχνεύσει ποσοστιαία µεταβολή στη µάζα ίση µε 1 µέρος στα 710 ; 
 

  

 
 
5.8  Ο µετασχηµατισµός της δύναµης 

Έχουµε ήδη διατηρήσει τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα στη µορφή  

  d
dt

=
pF  (5.55) 

που έχει και στην κλασική Μηχανική, όπου η ορµή ορίζεται πάλι ως M=p υ . Επειδή όµως η µάζα Μ 
εξαρτάται από την ταχύτητα, η δύναµη δεν είναι πια ίση µε τη µάζα επί την επιτάχυνση. Στη θέση της 
ορµής θέτουµε τώρα τη σχετικιστική ορµή, οπότε είναι  

  0
2 21 /

d M
dt cυ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

υF . (5.56) 

Τα µεγέθη t, υ , p  και F  αναφέρονται φυσικά όλα στο ίδιο σύστηµα αναφοράς. Με αυτόν τον ορι-
σµό, η επιτάχυνση δεν είναι, γενικά, στην κατεύθυνση της δύναµης. Ο ορισµός όµως έχει µεγάλα πλε-
ονεκτήµατα: κάνει δυνατή τη διατήρηση της αρχής της δράσης-αντίδρασης και απλοποιεί την ερµη-
νεία των ηλεκτροµαγνητικών φαινοµένων. 
 Έχουµε επίσης διατηρήσει τον ορισµό του έργου dW  που παράγει η δύναµη F  κατά τη µετατόπι-
ση του σηµείου εφαρµογής της κατά διάστηµα dr  ως 

  dW d= ⋅F r  (5.57) 

οπότε και ο ρυθµός παραγωγής έργου (ισχύς) δίνεται από τη σχέση 

  dW d
dt dt

= ⋅ = ⋅
rF F υ .  (5.58) 

 Εξετάζουµε ένα σωµατίδιο που έχει µάζα ηρεµίας 0M , ταχύτητα υ  και ορµή p  στο σύστηµα α-
ναφοράς S , ενώ έχει ταχύτητα ′υ  και ορµή ′p  στο σύστηµα αναφοράς S′ , το οποίο κινείται ως προς 
το S  µε ταχύτητα ˆV x . Η συνιστώσα x της ορµής στο σύστηµα S′  δίνεται από 

  x
x

dpF
dt
′

′ =
′

. (5.59) 

Από τον µετασχηµατισµό ορµής-ενέργειας, είναι 

  x xp p E
c
βγ ⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.60) 
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όπου V
c

β =  και 
2

1
1

γ
β

=
−

. Έτσι 

  x x
dF p E
dt c

βγ ⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟′ ⎝ ⎠
.  (5.61) 

Επίσης, από τον µετασχηµατισµό 2
Vt t x
c

γ ⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, έχουµε 

  2 21 xdt d V Vt x
dt dt c c

υγ γ
′ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (5.62) 

και, επειδή d dt d
dt dt dt

=
′ ′

, προκύπτει ότι  

  
22

1

11
x x x x

xx

d d dEF p E p E FVVdt c dt c c dt
cc

β γ β βγ υυγ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (5.63) 

Επειδή  x x y y z z
dE dW F F F
dt dt

υ υ υ= = ⋅ = + +F υ ,  (5.64) 

έχουµε τελικά 

  
( ) ( )2 2 2 21 / 1 /

y z
x x y z

x x

V VF F F F
c V c c V c

υ υ
υ υ

′ = − −
− −

.  (5.65) 

 Για τη συνιστώσα y της δύναµης, επειδή είναι  

  y yp p′ =  (5.66) 
προκύπτει ότι 

  y y y
y y

dp dp dpdt dtF F
dt dt dt dt dt
′

′ = = = =
′ ′ ′ ′

 (5.67) 

και από την Εξ. (5.62) έχουµε 

  
( )

2 2

22

1 /
1 /1 /

y
y y

xx

F V cF F
V cV c υγ υ
−′ = =
−−

 (5.68) 

Οµοίως, από την z zp p′ = , προκύπτει ότι  

  
( )

2 2

22

1 /
1 /1 /

z
z z

xx

F V cF F
V cV c υγ υ
−′ = =
−−

.  (5.69) 

Συνοψίζοντας: 

  
2 2

2 2

/ /
1 / 1 /

y z
x x y z

x x

V c V cF F F F
V c V c
υ υ
υ υ

′ = − −
− −

   

   (5.70) 

  
( )

2 2

22

1 /
1 /1 /

y
y y

xx

F V cF F
V cV c υγ υ
−′ = =
−−

          
( )

2 2

22

1 /
1 /1 /

z
z z

xx

F V cF F
V cV c υγ υ
−′ = =
−−

. 

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός βρίσκεται (θέτοντας V V→− , ′→υ υ  και ′→F F ) ότι είναι: 

  
2 2

2 2

/ /
1 / 1 /

y z
x x y z

x x

V c V cF F F F
V c V c
υ υ
υ υ
′ ′

′ ′ ′= + +
′ ′+ +
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   (5.71) 

  
( )

2 2

22

1 /
1 /1 /

y
y y

xx

F V cF F
V cV c υγ υ

′ − ′= =
′+′+

          
( )

2 2

22

1 /
1 /1 /

z
z z

xx

F V cF F
V cV c υγ υ

′ − ′= =
′+′+

. 

 Σε διανυσµατική µορφή, για γενικό µετασχηµατισµό Lorentz χωρίς περιστροφή των αξόνων, έ-
χουµε: 

  ( ) 2 222

11
1 /1 / V ccc γγ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′⎛ ⎞⋅ ⋅
= + − +⎢ ⎥⎜ ⎟′+ ⋅′+ ⋅ ⎝ ⎠⎣ ⎦

F V V F υ FF
V υV υ

 (5.72) 

 
 Οι µετασχηµατισµοί αυτοί εξήχθησαν για δυνάµεις που ασκούνται πάνω σε σωµατίδια και µετα-
βάλλουν την κίνησή τους. Για σταθερά σηµεία εφαρµογής της δύναµης ( 0′ =υ ), οι σχέσεις ανάγονται 
σε   

  x xF F ′=        y
y

F
F

γ
′

=        z
z

FF
γ
′

= . (5.73) 

 

 
 
 
 
 
 



Κεφάλαιο 6 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗΣ ∆ΥΝΑΜΙΚΗΣ 
 
 
 
6.1  Το φαινόµενο Κόµπτον  

Η σωµατιδιακή φύση του φωτός επιβεβαιώθηκε, όχι µόνο από την ερµηνεία που έδωσε ο Άινστάιν 
στο φωτοηλεκτρικό φαινόµενο, αλλά και από την επιτυχία που είχε η εφαρµογή της σχετικιστικής 
Μηχανικής στην ερµηνεία των παρατηρήσεων του Κόµπτον (A.H. Compton) κατά τη σκέδαση ακτί-
νων Χ από ελαφρά στοιχεία1. Η βασική παρατήρηση του Κόµπτον ήταν ότι, εκτός από ακτίνες Χ που 
υφίστανται ελαστική σκέδαση σύµφωνα µε την κλασική Μηχανική, και έχουν το ίδιο µήκος κύµατος 
µε τις προσπίπτουσες ακτίνες, υπήρχε και µια συνιστώσα στο φάσµα των σκεδαζοµένων ακτίνων, α-
ποτελούµενη από ακτίνες Χ µήκους κύµατος λίγο µεγαλύτερου από αυτό των προσπιπτόντων ακτί-
νων. Η πειραµατική διάταξη του Κόµπτον φαίνεται στο Σχ. 6.1.  
 
 

 
 

Σχήµα 6.1  Η πειραµατική διάταξη του Κόµπτον για τη µελέτη της σκέδασης ακτίνων Χ από ελαφρά στοιχεία.  
 
 
 Οι ακτίνες Χ παράγονται µέσα σε ένα προστατευτικό θάλαµο από µόλυβδο, από πρόσπτωση µονο-
ενεργειακών ηλεκτρονίων πάνω σε ένα στόχο µολυβδαινίου, Τ. Οι ακτίνες Χ σκεδάζονται από ένα 
στόχο άνθρακα. Ο στόχος είναι µικρός για να αποφευχθούν πολλαπλές σκεδάσεις. Ακτίνες Χ που έ-
χουν σκεδαστεί κατά γωνία θ , επιλέγονται από ένα σύστηµα σχισµών και προσπίπτουν πάνω στον 
µονοκρύσταλλο ενός φασµατοµέτρου Bragg (CRYSTAL στο σχήµα). Το φασµατόµετρο Bragg ουσια-
στικά εκτρέπει (µε περίθλαση) τις προσπίπτουσες ακτίνες Χ κατά γωνία που εξαρτάται από το µήκος 
κύµατός τους ή την ενέργειά τους. Η ένταση της δέσµης που περιθλάται προς κάποια συγκεκριµένη 
κατεύθυνση µετριέται από ένα θάλαµο ιονισµού, όπου οι ακτίνες Χ προκαλούν ιονισµό σε κάποιο 
αέριο. Καταγράφοντας την ένταση του ρεύµατος στο θάλαµο ιονισµού, συναρτήσει της γωνίας 
περίθλασης, ουσιαστικά καταγράφεται το ενεργειακό φάσµα των ακτίνων Χ που σκεδάστηκαν κατά 
γωνία θ  από τον στόχο του άνθρακα. Τα αποτελέσµατα του αρχικού πειράµατος του Κόµπτον για 
σκέδαση από άνθρακα ακτίνων Χ της γραµµής Κα του µολυβδαινίου, φαίνονται στο Σχ. 6.2.     
 Στο Σχ. 6.2 φαίνονται αποτελέσµατα του Κόµπτον για γωνίες σκέδασης o45θ = , o90  και o135 . Η 
κορυφή που οφείλεται σε ακτίνες Χ µήκους κύµατος ίσου µε αυτό των προσπιπτόντων ακτίνων, φαί-
νεται σε σταθερή θέση στα αριστερά. Σε µεγαλύτερη γωνία περίθλασης (στα δεξιά) φαίνονται οι  

                                                 
1 A.H. Compton, Bulletin Nat. Res. Council, No.20, 16 (1922) και Physical Review, 21, 715 και 22, 409 (1922).  
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Σχήµα 6.2  Φάσµατα ακτίνων Χ της γραµµής Κα του µολυβδαινίου 
που σκεδάστηκαν από στόχο άνθρακα κατά τα πειράµατα του 
Κόµπτον. Στη γωνία περίθλασης των o6 30′  φαίνεται η κορυφή 
που οφείλεται σε ακτίνες Χ µε µήκος κύµατος ίδιο µε αυτό των 
προσπιπτόντων ακτίνων. Σε µεγαλύτερη γωνία φαίνεται η κορυφή 
που οφείλεται σε ακτίνες Χ µε µεγαλύτερο µήκος κύµατος. 
 
 
 
ακτίνες Χ µε µεγαλύτερο µήκος κύµατος. Η µεταβολή λ∆  
στο µήκος κύµατος λ  βρέθηκε να είναι θετική και να µε-
ταβάλλεται µεταξύ 0 για o0θ =  µέχρι µια µέγιστη τιµή για 

o180θ = . 
    Η µεταβολή στο µήκος κύµατος βρέθηκε πειραµατικά να 
είναι ανεξάρτητη από το µήκος κύµατος των σκεδαζοµέ-
νων ακτίνων και να είναι η ίδια για όλα τα υλικά που πε-

ριέχουν ελεύθερα ηλεκτρόνια. Οι ακτίνες Χ µε αναλλοίωτο το µήκος κύµατος προκύπτουν από ελα-
στική σκέδαση σύµφωνα µε την κλασική θεωρία. Για την ερµηνεία της συνιστώσας µε µεγαλύτερο 
µήκος κύµατος απαιτήθηκε η χρήση της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας. 
 Η επιτυχία του Κόµπτον στην ερµηνεία των παρατηρήσεων οφείλεται στο ότι θεώρησε τις ακτίνες 
Χ ως φωτόνια µε σωµατιδιακές ιδιότητες που συγκρούονται ελαστικά µε ελεύθερα ηλεκτρόνια σύµ-
φωνα µε τους σχετικιστικούς νόµους. Η σκέδαση παριστάνεται συµβολικά στο Σχ. 6.3α. Ένα φωτόνιο 
µε µήκος κύµατος λ , ή συχνότητας f, έχει ενέργεια /E hf hc λ= = , όπου h η σταθερά του Πλανκ. 
Σύµφωνα µε τη θεωρία της σχετικότητας, ως σωµατίδιο µε µηδενική µάζα ηρεµίας, θα έχει και ορµή 
ίση µε / / /p E c hf c h λ= = = .  Το φωτόνιο έχει αρχικά ενέργεια E hfφ =  και ορµή /p hf cφ = . Με-
τά τη σκέδαση κατά γωνία θ , το φωτόνιο έχει ενέργεια E hfφ′ ′=  και ορµή /p hf cφ′ ′= . Το ηλεκτρό-

νιο, αρχικά ακίνητο, έχει ολική ενέργεια 2
eE mc= , όπου m είναι η µάζα ηρεµίας του. Μετά τη σκέ-

δαση, το ηλεκτρόνιο κινείται πάνω σε ευθεία που σχηµατίζει γωνία φ  µε την αρχική κατεύθυνση κί-
νησης του φωτονίου. Έχει ταχύτητα cβ , ορµή ep mcβγ′ =  και ολική ενέργεια 2

eE mcγ′ = .  
 

 
 

Σχήµα 6.3  (α) Το φαινόµενο Κόµπτον. Σκέδαση φωτονίου από ελεύθερο ηλεκτρόνιο.  
(β) Το διάγραµµα των διανυσµάτων της ορµής.  
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Οι νόµοι της διατήρησης δίνουν:  
διατήρηση της ενέργειας: 2 2mc hf mc hfγ ′+ = +  (6.1) 

διατήρηση διαµήκους ορµής: cos coshf hf mc
c c

θ βγ φ
′

= +  (6.2) 

διατήρηση εγκάρσιας ορµής: 0 sin sinhf mc
c

θ βγ φ
′

= −  (6.3) 

Η µεταβολή στο µήκος κύµατος, λ λ λ′∆ = − , βρίσκεται απαλείφοντας τη γωνία φ  και τα β και γ από 
αυτές τις τρεις εξισώσεις.  
 Οι αλγεβρικές πράξεις περιορίζονται στο ελάχιστον αν ξαναγράψουµε αυτές τις εξισώσεις σε δια-
νυσµατική µορφή. Οι ενέργειες του φωτονίου πριν και µετά την κρούση είναι E hfφ =  και E hfφ′ ′= , 
αντιστοίχως. Ορίζουµε τα µοναδιαία διανύσµατα n̂  και ˆ ′n  στις κατευθύνσεις κίνησης του φωτονίου 

πριν και µετά την κρούση (Σχ. 6.2β), οπότε και οι αντίστοιχες ορµές είναι ˆ
E
c
φ

φ =p n  και ˆ
E
c
φ

φ

′
′ ′=p n . 

Μετά την κρούση, η ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι Ε και η ορµή του p . Μπορούµε να διατυπώσου-
µε τις σχέσεις διατήρησης ως εξής: 

διατήρηση της ενέργειας: 2mc E E Eφ φ′+ = +  (6.4) 

διατήρηση της ορµής: ˆ ˆ ˆ
E E
c c
φ φ′ ′= +n n p  (6.5) 

Ξαναγράφουµε τις εξισώσεις ως 
  ( ) 2E E mc Eφ φ′− + =  (6.6) 

  ˆ ˆ ˆE E cφ φ′ ′− =n n p  (6.7) 

και τις υψώνουµε στο τετράγωνο, για να πάρουµε, αντιστοίχως: 

  ( ) ( ) ( )22 2 2 22E E E E mc mc Eφ φ φ φ′ ′− + − + =  (6.8) 

  2 2 2 22 cosE E E E c pφ φ φ φθ′ ′− + = , (6.9) 

όπου ˆ ˆ cosθ′⋅ =n n .  Χρησιµοποιώντας τη σχέση ( )22 2 2 2E mc c p= +  στην Εξ. (6.8), οι δύο εξισώσεις 

γίνονται:  
  ( ) ( )2 2 2 22E E E E mc c pφ φ φ φ′ ′− + − =  (6.10) 

  2 2 2 22 cosE E E E c pφ φ φ φ θ′ ′+ − = .  (6.11) 
Αφαιρώντας, παίρνουµε 
  ( ) ( ) 22 1 cos 2 0E E E E mcφ φ φ φθ′ ′− − − = .  (6.12) 

Με διαίρεση διά 22E E mcφ φ′ , βρίσκουµε ότι 

  ( )2

1 1 1 1 cos
E E mcφ φ

θ− = −
′

.  (6.13) 

Επειδή είναι /E hcφ λ=  και /E hcφ λ′ ′= , προκύπτει τελικά η σχέση 

  ( )1 cosh
mc

λ λ λ θ′∆ = − = − .  (6.13) 
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Η σχέση αυτή ερµηνεύει τη µεταβολή του µήκους κύµατος των σκεδαζοµένων ακτίνων Χ συναρτήσει 
της γωνίας σκέδασης θ . Αντικαθιστώντας, βρίσκουµε ότι 

  122,4 10  mh
mc

−= × .  (6.14) 

Το µέγεθος  133,86 10  m
mc

−= ×   (6.15) 

όπου / 2πh≡ , ονοµάζεται µήκος κύµατος Compton του ηλεκτρονίου.  
 
 

Πρόβληµα  

6.1  Φωτόνιο ενέργειας Eγ  συγκρούεται µε ακίνητο ηλεκτρόνιο, που έχει µάζα ηρεµίας 0m . Μετά τη 
σκέδαση, το φωτόνιο κινείται σε κατεύθυνση αντίθετη της αρχικής. Να βρεθούν: 
(α)  Το κλάσµα της ενέργειας Eγ  που δίνεται στο ηλεκτρόνιο ως κινητική ενέργεια, 
(β)  Η µεταβολή στο µήκος κύµατος λ του φωτονίου. 

  
 
6.2  Το αντίστροφο φαινόµενο Κόµπτον   

Με τον όρο αντίστροφο φαινόµενο Κόµπτον, εννοούµε τη διεργασία εκείνη κατά την οποία παράγο-
νται φωτόνια µεγάλης ενέργειας από φωτόνια χαµηλής ενέργειας, µε σύγκρουσης µε ταχέα ηλεκτρό-
νια. Το φαινόµενο είναι σηµαντικό στην Αστροφυσική, αλλά και στην παραγωγή στο εργαστήριο φω-
τονίων υψηλής ενέργειας µε σύγκρουση ορατών φωτονίων από ένα λέιζερ µε ταχέα ηλεκτρόνια από 
έναν επιταχυντή. Θα θεωρήσουµε ότι τα ηλεκτρόνια έχουν πολύ σχετικιστικές ενέργειες, µε β  σχε-
δόν ίσο µε τη µονάδα. Με αναφορά στο Σχ. 6.4, η διαδικασία που θα ακολουθηθεί στην ανάλυση του 
φαινοµένου είναι η εξής:  

A Αρχικά, στο Σύστηµα του Εργαστηρίου (ΣτΕ), το φωτόνιο έχει µήκος κύµατος λ και το ηλε-
κτρόνιο κινείται µε ταχύτητα υ, σε κατεύθυνση αντίθετη από αυτήν του φωτονίου. 

C Μετασχηµατίζουµε στο Αρχικό Σύστηµα Αναφοράς του Ηλεκτρονίου (ΑΣΑΗ), στο οποίο το 
ηλεκτρόνιο είναι αρχικά ακίνητο, ενώ το φωτόνιο έχει µήκος κύµατος Cλ .  

D  Εξετάζουµε στο ΑΣΑΗ την οπισθοσκέδαση Κόµπτον του φωτονίου από το αρχικά ακίνητο η-
λεκτρόνιο. Μετά τη σκέδαση, το φωτόνιο κινείται τώρα προς την αντίθετη κατεύθυνση και έχει 
µήκος κύµατος λ′ . 

B   Μετασχηµατίζουµε από το ΑΣΑΗ και πάλι πίσω στο ΣτΕ, και βρίσκουµε το τελικό µήκος κύ-
µατος εργλ  του σκεδασθέντος ηλεκτρονίου στο Σύστηµα του Εργαστηρίου.  

Λόγω του φαινοµένου Ντόπλερ, το µήκος κύµατος του φωτονίου στο ΑΣΑΗ είναι  

   C
1
1

βλ λ
β

−
=

+
, (6.16) 

όπου / cβ υ= . Μετά την οπισθοσκέδαση του φωτονίου, αυτό θα έχει µήκος κύµατος λ′  στο ΑΣΑΗ, 
όπου 

   C
2(1 cosπ)h h

mc mc
λ λ′ − = − = . (6.17) 

Τα µήκη κύµατος του ορατού φωτός καλύπτουν την περιοχή 400 µε 700 nm, ενώ  

  122 4,8 10  m 0,005 nmh
mc

−= × = . (6.18) 
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Σχήµα 6.4  Το αντίστροφο φαινόµενο Κόµπτον. Οι διάφορες φάσεις του φαινοµένου, όπως φαίνονται  
στο Σύστηµα Αναφοράς του Εργαστηρίου και στο Αρχικό Σύστηµα Αναφοράς του ηλεκτρονίου.  

 
 

Εποµένως, θα είναι C
2h
mc

λ <  για τιµές του παράγοντα 1
1

β
β

−
+

 µέχρι και περίπου 50,005 / 500 10−=  ή 

για τιµές του β µέχρι και 91 10β −≈ −  ή τιµές του γ µέχρι και 20000γ ≈ . Αυτή η τιµή του γ αντιστοι-
χεί σε ενέργεια του ηλεκτρονίου ίση µε 2 4(2 10 )(0,5 MeV) 10 GeVE mcγ= = × = . Για φωτόνια ορα-
τού φωτός και ηλεκτρόνια µε ενέργειες µέχρι και 10 GeV, µπορούµε εποµένως να θεωρήσουµε ότι 

είναι C
2h
mc

λ , και έτσι  

   2h
mc

λ′ ≈ . (6.19) 

Μετασχηµατίζοντας πίσω στο ΣτΕ και λαµβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι το φωτόνιο κινείται τώρα 
στην αντίθετη κατεύθυνση, βρίσκουµε ότι το φωτόνιο θα έχει µήκος κύµατος στο ΣτΕ ίσο µε  

   εργ
11 2

1 2
h

mc
ββλ λ

β
−−′= ≈

+
, (6.20) 

όπου ελήφθη υπόψη ότι 1β ≈ . Η αρχική ενέργεια του ηλεκτρονίου ήταν 

   
2 2

2
εργ 2 2 11

mc mcE mcγ
ββ

= = =
−−

. (6.21) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (6.20) για το 1 β− , προκύπτει ότι 

   
2 2

εργ
εργ εργεργ

2 1
2 2

h mc h mc hc
mc mc E EE

λ ≈ = = . (6.22) 

Η ενέργεια του οπισθοσκεδαζόµενου φωτονίου θα είναι εποµένως  

   εργ εργhf E≈ . (6.23) 

Σχεδόν ολόκληρη η (κινητική) ενέργεια του ηλεκτρονίου µεταβιβάζεται στο φωτόνιο.   
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6.3  Έλλειµµα µάζας και ενέργεια σύνδεσης του πυρήνα του ατόµου 

Ένα ισότοπο, το οποίο συµβολίζουµε µε XA
Z , έχει ατοµικό αριθµό Ζ και µαζικό αριθµό Α. Ο πυρήνας 

του ισοτόπου αποτελείται από Ζ πρωτόνια, Α συνολικά νουκλεόνια και εποµένως (Α – Ζ) νετρόνια. Αν 
αθροίσουµε τις µάζες ηρεµίας Ζ πρωτονίων και (Α – Ζ) νετρονίων, θα βρούµε µια ολική µάζα µεγαλύ-
τερη από τη µάζα ηρεµίας του πυρήνα του ισοτόπου XA

Z . Αν pm  είναι η µάζα ηρεµίας του πρωτονίου, 

nm  η µάζα ηρεµίας του νετρονίου και Xm  η µάζα ηρεµίας του πυρήνα του ισοτόπου XA
Z , ως αληθές 

έλλειµµα µάζας του πυρήνα του ισοτόπου ορίζεται η ποσότητα   

  p n X( )m Zm A Z m m∆ = + − − . (6.24) 

Επειδή οι πίνακες δίνουν συνήθως τις ατοµικές µάζες των ισοτόπων και όχι τις πυρηνικές, λαµβάνο-
ντας δηλαδή υπόψη και τις µάζες των ηλεκτρονίων γύρω από τον πυρήνα, η ποσότητα αυτή µπορεί να 
οριστεί και ως 
  H n X( )M Zm A Z m M∆ = + − −  (6.25) 

όπου Hm  είναι η µάζα του ατόµου του υδρογόνου και XM  η µάζα του ατόµου του ισοτόπου XA
Z . Η 

ποσότητα αυτή µπορεί να µετατραπεί σε ενέργεια µε πολλαπλασιασµό επί 2c . Σε αυτή την περίπτωση 
ονοµάζεται ενέργεια σύνδεσης (B.E., binding energy) του πυρήνα του ισοτόπου XA

Z : 

  [ ]2 2
H n X. . ( )B E M c Zm A Z m M c= ∆ = + − − . (6.26) 

 Η ενέργεια σύνδεσης είναι ένα µέγεθος που έχει µετρηθεί πειραµατικά, κυρίως κατά τη σχάση των 
πυρήνων. Σύµφωνα µε την ερµηνεία που δίνεται από την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας, αυτή η 
ενέργεια εκλύεται κατά τη «συναρµολόγηση» του πυρήνα από πρωτόνια και νετρόνια. Οφείλεται κυ-
ρίως στις ελκτικές ισχυρές πυρηνικές δυνάµεις ανάµεσα στα νουκλεόνια του πυρήνα. Είναι η ενέργεια 
που πρέπει να δώσουµε στον πυρήνα για να αποµακρύνουµε τα νουκλεόνιά του σε άπειρες αποστά-
σεις το ένα από το άλλο. Ισοδυναµεί µε µια διαφορά στις µάζες, η οποία και µετριέται πειραµατικά. 
Προφανώς, στη σχέση (6.26), στους όρους H n( )Zm A Z m+ −  έχει αγνοηθεί το γεγονός ότι οι ενέργειες 
σύνδεσης των Ζ ηλεκτρονίων στον πυρήνα του ισοτόπου XA

Z  είναι µεγαλύτερες από ό,τι στο άτοµο 
του υδρογόνου. Οι ενέργειες όµως αυτές είναι µικρές συγκρινόµενες µε τις πυρηνικές ενέργειες σύν-
δεσης και µπορούν να αγνοηθούν. Εξ άλλου, όπως θα δούµε παρακάτω, συνήθως υπολογίζουµε δια-
φορές ανάµεσα σε ενέργειες σύνδεσης των πυρήνων, οπότε το εναποµένον σφάλµα είναι ακόµη µι-
κρότερο.  
 Το µέγεθος που συνήθως υπολογίζεται είναι η ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο του πυρήνα, 

  
2. .B E M c

A A
∆

= . (6.27) 

 Το Σχ. 6.5 δίνει τις ενέργειες σύνδεσης πυρήνων ανά νουκλεόνιο, συναρτήσει του µαζικού αριθµού 
Α. Παρατηρούµε ότι η ποσότητα αυτή αρχίζει από χαµηλές τιµές για χαµηλά Α, µεγιστοποιείται για το 
ισότοπο 56

26 Fe  και µετά φθίνει αργά για τα βαρύτερα ισότοπα. Μεγαλύτερη ενέργεια σύνδεσης ανά 
νουκλεόνιο σηµαίνει µεγαλύτερη ευστάθεια του πυρήνα, γιατί απαιτείται µεγαλύτερη ενέργεια για να 
τον διασπάσει εις τα εξ ων συνετέθη. Παρατηρούµε δύο σηµαντικά χαρακτηριστικά του σχήµατος: 
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Σχήµα 6.5  Η ενέργεια σύνδεσης των πυρήνων ανά νουκλεόνιο (σε MeV/νουκλεόνιο),  
συναρτήσει του µαζικού αριθµού Α.  

 
 

(α)  Ο πυρήνας του ατόµου του ηλίου-4, 4
2 He , δηλαδή το σωµατίδιο α, έχει µεγαλύτερη ευστάθεια 

από αυτήν των πυρήνων των γειτονικών του ισοτόπων. Το ίδιο ισχύει και για τους πυρήνες ισο-
τόπων που µπορούν να θεωρηθούν ότι αποτελούνται από 2, 3, 4 κλπ σωµατίδια α, όπως οι πυ-
ρήνες των 8

4 Be , 12
6C  και 16

8O . 

(β)  Επειδή οι πυρήνες στην περιοχή του Α = 56 είναι πιο ευσταθείς, είναι ενεργειακά συµφέρον για 
έναν βαρύ πυρήνα να διασπαστεί σε δύο πυρήνες µε περίπου ίσους µαζικούς αριθµούς (πυρη-
νική σχάση) ή για δύο ελαφρούς πυρήνες να συνενωθούν σε ένα βαρύτερο (πυρηνική σύντηξη).   

 Η µονάδα µέτρησης των µαζών των ατόµων είναι η µονάδα ατοµικής µάζας, u. Ορίζεται έτσι ώ-
στε η µάζα ενός ουδέτερου ατόµου του ισοτόπου 12

6C  να είναι ακριβώς ίση µε 12 u. Γνωρίζοντας ότι 
ένα mol 12

6C  έχει µάζα 12 g και αποτελείται από έναν αριθµό ατόµων ίσο µε τη σταθερά του Αβογκά-
ντρο 23 1

A 6,022 142 10  molN −= × , βρίσκουµε ότι είναι   

  271 u 1,660 539 10  kg−= × . (6.28) 

Από τη σχέση 2E mc=  βρίσκουµε το ενεργειακό ισοδύναµο της µονάδας u, ως 

  101 u 1,492 418 10  J 931,494 0 MeV−≡ × = . (6.29) 

Οι µάζες κάποιων σωµατιδίων και ουδέτερων ατόµων δίνονται στον πίνακα που ακολουθεί, µαζί µε τα 
ενεργειακά τους ισοδύναµα. Επίσης δίνονται οι ενέργειες σύνδεσης ανά νουκλεόνιο.  
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ΠΙΝΑΚΑΣ 6.1  Μάζες, ενεργειακά ισοδύναµα και ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο 
για σωµατίδια και άτοµα 

Σωµατίδιο 
ή άτοµο 

Μάζα 
(u) 

Μάζα 
(kg) 

Ενεργειακό 
ισοδύναµο  

(MeV) 

Ενέργεια σύνδεσης 
 ανά νουκλεόνιο  

 (MeV/νουκλεόνιο) 
 

1 u 1 271,660 539 10−×  931,494 – 
 

e 0,000 548 6 319,109 382 10−×  0,511 – 

p   1,007 276 271,672 622 10−×  938,272 –  

n   1,008 665 271,674 927 10−×  939,565 – 

α 4,001 506 276,644 656 10−×  3727,379 7,074 
 

1
1H  1,007 825 271,673533 10−×  938,783 – 

2
1H  (D) 2,014 102  1876,124 1,112 
3
1H  (T) 3,016 049  2809,432 2,827 

4
2 He  4,002 603  3728,401 7,074 
12

6C  12,000 000  11 177,93 7,680 
16

8O  15,994 915  14 899,17 7,976 
56
26 Fe  55,934 939  52 103,06 8,790 
58
28 Ni  57,935 347  53 966,43 8,732 

208
82 Pb  207,976 64  193 729,0 7,867 
235
92 U  235,043 925  218 942,0 7,591 

238
92 U  238,050 786 27395,292 61 10−×  221 742,9 7,570 

 
 
6.4  Πυρηνικές αντιδράσεις και ενέργεια σύνδεσης 

Με  A(a,b)B   συµβολίζεται η πυρηνική αντίδραση    A a B b Q+ → + + . 
Ο πυρήνας Α βοµβαρδίζεται µε ένα σωµατίδιο a, παράγοντας ένα νέο πυρήνα Β και ένα σωµατίδιο b. 

2Q M c= ∆  είναι η ενέργεια που εκλύεται συνολικά κατά την αντίδραση (βλ. Πίνακα πιο κάτω για 
παραδείγµατα). 
 

Έκλυση ενέργειας σε πυρηνικές αντιδράσεις 

Εξόθερµες Ενδόθερµες 

Αντίδραση Q (MeV) 

 

Αντίδραση Q (MeV) 
 

2 3H(n,γ) H  6,26+ 7 7Li(p,n) Be  1,65−  
6 4Li(d,α) Ηe  22,17+ 9 8Be(γ,n) Be  1,67−  
9 6Be(p,α) Li  2,25+ 14 17N(α,p) Ο  1,15−  
10 11B(d,n) C  6,38+ 18 18O(p,n) F  2,45−  
14 15N(n,γ) N  10,83+

 

28 31Si(α,p) P  2,25−  
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Παράδειγµα 6.1 Η ενέργεια σύνδεσης του δευτερονίου 

Το δευτερόνιο (d) είναι ο πυρήνας του ∆ευτερίου (D), του ισοτόπου του Υδρογόνου (H), και αποτε-
λείται από ένα πρωτόνιο και ένα νετρόνιο. Να βρεθεί η ενέργεια σύνδεσης του δευτερονίου.  

   
 

  

 
Η αντίδραση «σχηµατισµού» ενός δευτερονίου είναι      p n d E+ → + ∆  
όπου E Q∆ =  είναι η ενέργεια σύνδεσης του δευτερονίου και εκλύεται κατά τον σχηµατισµό του.  
Το έλλειµµα µάζας του δευτερονίου είναι p n d 0,002 388 uM m m m∆ = + − = , ίση µε τη µάζα 4,4 η-
λεκτρονίων. 
Η διατήρηση µάζας-ενέργειας δίνει: 2 2 2

p n dm c m c m c E+ = + ∆  
Οι µάζες των σωµατιδίων είναι: 
   2

p 1,007 276 u 938,272 MeV /m c= =  

   2
n 1,008 665 u 939,565 MeV /m c= =  

Αθροίζοντας, 2
p n 1877,837 MeV /m m c+ =  

Επίσης,  2
d 2,013 553 u 1875,613 MeV /m c= =  

Η διαφορά είναι ίση µε 2 2,224 MeVE M c∆ = ∆ =  

που αντιστοιχεί σε  1,112 MeV/νουκλεόνιο. 
 

Η ενέργεια σύνδεσης του δευτερονίου, εξαρτώµενη µόνο από τις ισχυρές πυρηνικές δυνάµεις, µάς 
δίνει µια εκτίµηση για την ένταση αυτής της δύναµης ανάµεσα σε ένα πρωτόνιο και ένα νετρόνιο.  

Αν η ισχυρή πυρηνική δύναµη ήταν 5% ασθενέστερη, το δευτερόνιο δεν θα ήταν ευσταθές (τα p 
και n θα έπρεπε να περιοριστούν σε µικρότερη µεταξύ τους απόσταση και, σύµφωνα µε την αρχή της 

αβεβαιότητας, / 2xx p∆ ∆ ≈ , θα είχαν µεγαλύτερη ενέργεια). Αν δεν υπήρχε το δευτερόνιο, η σύνθε-
ση βαρύτερων πυρήνων στα άστρα δεν θα ήταν δυνατή και η δηµιουργία ζωής θα ήταν αδύνατη. 
  Αν η ισχυρή πυρηνική δύναµη ήταν 2% ισχυρότερη, θα ήταν δυνατή η σύνθεση διπρωτονίου (pp) 
στα άστρα µε τεράστιο ρυθµό. Η διάσπασή του σε δευτερόνιο θα µετέτρεπε το 1H  σε 2 H  πολύ γρή-
γορα. Η παραγωγή ενέργειας από τα άστρα δεν θα ήταν µε αρκετά αργό ρυθµό για να αναπτυχθεί ζω-
ή! (Βλ. C.P.W. Davies, “The Accidental Universe”, C.U.P.  Ελληνική έκδοση: «Το Τυχαίο Σύµπαν», 
Εκδόσεις Κωσταράκη, 1995.) 
 

Παράδειγµα 6.2 Πυρηνική σχάση 

Ένας πυρήνας 235
92 U , βοµβαρδιζόµενος µε ένα θερµικό νετρόνιο, υφίσταται σχάση σε 141

56 Ba , 92
36 Kr  και 

3 νετρόνια. Να βρεθεί πόση ενέργεια εκλύεται.   
   

 
  

 
Η πυρηνική αντίδραση είναι η 

235 1 141 92 1
92 0 56 36 0U n Ba Kr 3 n Q+ → + + + . 
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Η ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο για το 235
92 U  είναι περίπου 7,6 MeV/νουκλεόνιο, ενώ για τα 

141
56 Ba  και 92

36 Kr  είναι περίπου 8,5 MeV/νουκλεόνιο. Η ολική ενέργεια που εκλύεται κατά τη σχάση, 
είναι 

   Q = (Αριθµός νουκλεονίων, Α)× (∆ιαφορά στις ενέργειες σύνδεσης ανά νουκλεόνιο) 

   Q = 235× (8,5 – 7,6) = 220 MeV ανά σχάση. 

 

Παράδειγµα 6.3 Πυρηνική σύντηξη. Παραγωγή ενέργειας στα άστρα 

Οι αντιδράσεις πυρηνικής σύντηξης στο εσωτερικό ενός άστρου είναι οι εξής: 
(1) 1 1 2

1 1 1 ep p d e 0,420 MeVν++ → + + +      

(2) 2 1 3 2
1 1 2d p He 5,493 MeVγ−+ → + +       

(3) 3 2 3 2 4 2 1
2 2 2 1He He He 2 p 12,860 MeV− − −+ → + +     

Σε ένα πλήρη κύκλο, αποτελούµενο από 2 αντιδράσεις (1), 2 αντιδράσει (2) και µία αντίδραση (3) 
πόση ενέργεια εκλύεται;   

   
 

  

 
Ένας πλήρης κύκλος αποτελείται από τις εξής αντιδράσεις: 

2× (1) 1 1 2
1 1 12 p 2 p 2 d+ → e2e 2 0,840 MeVν++ + +      

2× (2) 2
12 d 1

12 p+ 3 2
22 He −→ 2 10,986 MeVγ+ +       

1× (3) 3 2
22 He − 4 2 1

2 1He 2 p−→ + 12,860 MeV+     

Προσθέτοντας: 
 1 4 2

1 2 e4 p He 2e 2 2 24,686 MeVν γ− +→ + + + +      

δηλαδή το ολικό αποτέλεσµα είναι η σύντηξη τεσσάρων πρωτονίων για τη δηµιουργία ενός πυρήνα 
ηλίου, 2 ποζιτρονίων, 2 νετρίνων και 2 ακτίνων γ, µε ταυτόχρονη έκλυση 24,7 MeV ενέργεια. Με αυ-
τόν τον µηχανισµό, το υδρογόνο ενός άστρου µετατρέπεται σε ήλιο, παράγοντας ενέργεια.  
 Η µεταβολή στη µάζα είναι 
   ( ) ( )1 4 2

1 2 e4 p He 4 0,0265 um m m m−∆ = − + =   

που ισοδυναµεί µε ενέργεια  2 25 MeVm c∆ =  

  
 

 
 

Προβλήµατα  

6.2  Η ενέργεια σύνδεσης του σωµατιδίου α. Το σωµατίδιο α είναι ένας πυρήνας ηλίου, αποτελού-
µενος από δύο πρωτόνια και δύο νετρόνια. Να βρεθεί η ενέργεια σύνδεσης του σωµατιδίου α καθώς 
και η ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο.  
6.3  Η διάσπαση του νετρονίου. Το ελεύθερο νετρόνιο είναι ασταθές και διασπάται µε µια µέση 
διάρκεια ζωής 898 s 15τ = ≈ λεπτά (χρόνο υποδιπλασιασµού 1/2 622 s 10τ = ≈ λεπτά) σύµφωνα µε 
την αντίδραση en p e Eν−→ + + + ∆ . Να βρεθεί η ενέργεια που εκλύεται κατά τη διάσπαση. 

Επιπρόσθετα παραδείγµατα: C. Kittel κ.ά., Μηχανική, σελ. 391 και 393. 
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6.4  Φωτοσχάση ουρανίου-235. Φωτόνιο µε ενέργεια 6 MeVEφ =  προκαλεί τη σχάση 

   235 90 142 1
92 36 56 0U Kr Ba 3 nγ+ → + + . 

Ποια είναι η ολική τελική κινητική ενέργεια Κ των προϊόντων αυτής της σχάσης; 
∆ίνονται οι µάζες των ισοτόπων σε µονάδες u:  ( )235

92 U 235,043915M = ,  ( )90
36 Kr 89,91972M = , 

( )142
56 Ba 141,91635M = ,  1,008665nm = . 

  
 
6.5  Σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής 

Τα πλεονεκτήµατα του Συστήµατος Αναφοράς του Κέντρου Μάζας (ΣΑΚΜ) είναι γνωστά από την 
Κλασική Μηχανική όταν αναλύουµε τις αλληλεπιδράσεις ενός συνόλου σωµατιδίων. Ένα από τα πλε-
ονεκτήµατα αυτά είναι ότι στο ΣΑΚΜ η ολική ορµή του συνόλου των σωµατιδίων προκύπτει ίση µε 
µηδέν. Η διατήρηση της ορµής εξασφαλίζεται εποµένως ευκολότερα στο σύστηµα αυτό. Αυτό και 
άλλα πλεονεκτήµατα µας οδηγούν στο να ορίσουµε ένα αντίστοιχο σύστηµα αναφοράς στην Ειδική 
Θεωρία της Σχετικότητας. Για να αποφύγουµε τις επιπλοκές στον ορισµό ενός µονοσήµαντου σηµείου 
που να είναι το κέντρο µάζας ενός συνόλου σωµατιδίων σε όλα τα συστήµατα αναφοράς, θα χρησιµο-
ποιήσουµε στον ορισµό µας, αντί αυτού, την ιδιότητα που αναφέραµε πιο πάνω.  

Ορίζουµε το Σύστηµα Αναφοράς Μηδενικής Ορµής ενός συνόλου σωµατιδίων ως εκείνο το 
αδρανειακό σύστηµα αναφοράς στο οποίο η ολική ορµή του συνόλου των σωµατιδίων είναι 
αρχικά και διατηρείται ίση µε µηδέν.  

Αν είναι δεδοµένες τις ορµές ενός συνόλου Ν σωµατιδίων ( )1 2, ,..., ,...,i Np p p p  σε κάποιο αδρανειακό 
σύστηµα αναφοράς S , τότε υποθέτουµε την ύπαρξη ενός άλλου αδρανειακού συστήµατος αναφοράς, 
S′ , που κινείται µε ταχύτητα V  ως προς το πρώτο, τέτοια ώστε το άθροισµα των ορµών 

( )1 2( ), ( ),..., ( ),..., ( )i N′ ′ ′ ′p V p V p V p V  των σωµατιδίων σε αυτό το Σύστηµα Αναφοράς Μηδενικής Ορ-

µής να είναι ίσο µε µηδέν: ( ) 0i
N

′ =∑p V . Από τη σχέση αυτή µπορεί να βρεθεί η ταχύτητα V .  

 Αφού λύσουµε ένα δεδοµένο πρόβληµα στο Σύστηµα Αναφοράς Μηδενικής Ορµής, εκµεταλλευό-
µενοι τα πλεονεκτήµατα που αυτό προσφέρει, µπορούµε µετά να µετασχηµατίσουµε τα προκύψαντα 
µεγέθη σε ένα άλλο σύστηµα αναφοράς, όπως, π.χ., στο Σύστηµα Αναφοράς του Εργαστηρίου. Ένα 
παράδειγµα και µερικά προβλήµατα θα δείξουν τη χρησιµότητα του Συστήµατος Αναφοράς Μηδενι-
κής Ορµής στη λύση προβληµάτων. 
 
 

Παράδειγµα 6.4 Σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής 

Ας θεωρήσουµε µια ακτίνα γ µε ενέργεια Eγ , που κατευθύνεται προς ένα πρωτόνιο ακίνητο στο σύ-
στηµα αναφοράς του εργαστηρίου. 
(α)  Πόση είναι η ορµή της ακτίνας γ στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου. 
(β)  ∆είξετε ότι η ταχύτητα V του κέντρου µάζας πρωτονίου και ακτίνας γ στο σύστηµα αναφοράς 

του εργαστηρίου, δίνεται από τη σχέση 2
p

EV
c E M c

γ

γ
=

+
, όπου pM  η µάζα ηρεµίας του πρωτο-

νίου.  
(γ)  Πόση είναι η ενέργεια της ακτίνας γ και η ενέργεια του πρωτονίου στο σύστηµα αναφοράς του 

κέντρου µάζας των; 
    (Kittel κ.ά., Μηχανική, Κεφάλαιο 12,  Άσκηση 9).    
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(α)  
E

p
c
γ

γ =  

 
 
 
 
(β)  Στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας (µηδενικής ορµής), το οποίο υποθέτουµε ότι κινείται 
µε ταχύτητα V cβ=  ως προς το σύστηµα του εργαστηρίου, το πρωτόνιο έχει ταχύτητα V− , όπως 

προκύπτει από τη σχέση 

21
c

V
V
x

x
x υ

υυ
−

−
=′  για 0xυ = , και ορµή p

p 21

M c
p

β

β

−
′ =

−
.  

Το φωτόνιο έχει ενέργεια 1
1

E Eγ γ
β
β

−′ =
+

 λόγω φαινοµένου Doppler, και ορµή 
E

p
c
γ

γ
′

′ = . 

Στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας, η ολική ορµή είναι ίση µε µηδέν. Άρα pp pγ′ ′= . 

Εποµένως, p
E

p
c
γ′ ′= −      και     p

2

1
1 1

E M c
c
γ ββ

β β

−
=

+ −
     ή     p(1 )

E
M c

c
γ β β− =  

   p
E E

M c
c c
γ γβ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
     και τελικά     2

p

E
E M c

γ

γ
β =

+
 

είναι η ταχύτητα του συστήµατος αναφοράς του κέντρου µάζας. 

(γ)   
2

p
2

p

1
1 2

M c
E E E E

E M cγ γ γ γ
γ

β
β

−′ = = <
+ +

 

   

( )

( )2 22 2 2
p pp p p

p 2 2 2 4 2
p p

222 p
p

1 2 1 21

M c E M cM c M c E M c
E

EE M c E M c
M cE M c

γ γ

γγ γ

γ

β

+ +
′ = = = =

− + +−
+

 

  
 

Προβλήµατα  

6.5  Ένα σωµατίδιο, Α, µε µάζα ηρεµίας AM , είναι ακίνητο στο αδρανειακό σύστηµα S. Ένα δεύτερο 
σωµατίδιο, Β, µε µάζα ηρεµίας BM , κινείται µε ταχύτητα Bˆυ x  µέσα στο σύστηµα S. Να υπολογιστεί 
η ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος των σωµατιδίων Α και Β στο σύστηµα S.    

6.6  Ένα σωµατίδιο 0K  έχει µάζα ηρεµίας ισοδύναµη µε 2
K 498m c =  MeV  και διασπάται σε δύο 

µεσόνια, π+  και π− , που έχουν ίσες µάζες ηρεµίας, πm . Στο σύστηµα ηρεµίας του 0K  τα µεσόνια 
κινούνται µε ταχύτητα c83,0  το καθένα.  
(α)   Να βρεθεί ο λόγος των µαζών ηρεµίας π K/m m . Απ.: π K/ 0,28m m =  
(β)  Έστω ότι στο σύστηµα του εργαστηρίου το 0K  κινείται µε ταχύτητα  c83,0  και τα δύο µεσόνια 

κινούνται πάνω στην αρχική ευθεία κίνησης του 0K . Να βρεθούν οι κινητικές ενέργειες των µε-
σονίων στο σύστηµα του εργαστηρίου.  Απ.:  0  και  616 MeV 
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6.7  Ένα ποζιτρόνιο, e+ , µε µάζα ηρεµίας m και ταχύτητα υ στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, 
προσκρούει σε ένα ηλεκτρόνιο, e− , που έχει την ίδια µάζα ηρεµίας m και είναι ακίνητο. Τα δύο σω-
µατίδια εξαϋλώνονται, 
µε αποτέλεσµα να δη-
µιουργηθούν δύο φω-
τόνια, 1γ  και 2γ , τα 
όποία στο σύστηµα 
αναφοράς του κέντρου 
µάζας (µηδενικής ορ-
µής), κινούνται σε δι-
εύθυνση κάθετη προς 
τη διεύθυνση κίνησης του ποζιτρονίου και του ηλεκτρονίου (Σχ. 1). Έστω ότι k , 1P  και 2P  είναι τα 
διανύσµατα των ορµών του ποζιτρονίου και των δύο φωτονίων στο σύστηµα αναφοράς του εργαστη-
ρίου, αντίστοιχα, και 1θ  και 2θ  οι γωνίες που σχηµατίζουν τα διανύσµατα 1P  και 2P  µε το διάνυσµα 
k  (Σχ. 2).   
(α)  Αποδείξετε ότι είναι 1 2=P P  και 1 2θ θ= .  

(β)  Υπολογίστε τη γωνία 1 2θ θ θ= +  που σχηµατίζουν τα διανύσµατα 1P  και 2P  ως συνάρτηση των 
µεγεθών υ και m.  

  
 
6.6  Ενέργεια κατωφλίου 

Η ενέργεια κατωφλίου είναι η µικρότερη δυνατή ενέργεια που πρέπει να είναι διαθέσιµη για να επι-
τρέπεται να συµβεί µια κάποια αντίδραση. Μια αντίδραση µπορεί να επιτρέπεται να συµβεί από τη 
διατήρηση της µάζας-ενέργειας, αλλά να αποκλείεται για άλλους λόγους. Για παράδειγµα, η σύλληψη 
ενός πρωτονίου από έναν πυρήνα για την παραγωγή ενός άλλου µπορεί να είναι µια εξώθερµη αντί-
δραση, και εποµένως να είναι επιτρεπτή από µια εξέταση των αρχικών µαζών και αυτής του τελικού 
πυρήνα. Η αντίδραση όµως θα είναι αδύνατο να συµβεί αν το πρωτόνιο δεν έχει µια κατώτερη αρχική 
ενέργεια. Ο λόγος είναι η ύπαρξη του φράγµατος Coulomb το οποίο θα πρέπει το πρωτόνιο να υπερβεί 
για να διεισδύσει στον πυρήνα. Όντας θετικό, απωθείται από τον επίσης θετικό πυρήνα µέχρι να µπο-
ρέσει να πλησιάσει πολύ κοντά σε αυτόν, οπότε και επενεργούν οι ελκτικές πυρηνικές δυνάµεις. Ο 
πυρήνας που δηµιουργείται αµέσως µετά βρίσκεται σε διεγερµένη κατάσταση και αποδιεγείρεται µε 
κάποιο τρόπο. Για παράδειγµα, στην αντίδραση    

  ( )12 1 13 13C N* Np γ+ → → +  

δεν πρέπει να έχει µόνο αρκετή ενέργεια για να δηµιουργήσει τον πυρήνα του 13 N  από τον πυρήνα 
του 12C . Θα πρέπει να έχει και αρκετή ενέργεια για να υπερβεί τις απωστικές δυνάµεις Coulomb του 
πυρήνα του 12C  για να µπορέσει να ενσωµατωθεί σε αυτόν. Με το πρωτόνιο ενσωµατωµένο, ο πυρή-
νας του 12C  µετατρέπεται σε πυρήνα 13 N  αλλά σε µια διεγερµένη κατάσταση (που συµβολίζεται ως 
13 N* ). Η περίσσεια ενέργειας αποβάλλεται µε την εκποµπή ενός φωτονίου γ και ο πυρήνας µεταπί-
πτει τελικά στη θεµελιώδη του ενεργειακή κατάσταση.  
 Εκτός από την ενέργεια που απαιτείται για να υπερβεί ένα φορτισµένο σωµατίδιο κάποιο φράγµα 
Coulomb, η ενέργεια κατωφλίου µπορεί να προκύψει και από την ανάγκη διατήρησης τόσο της ενέρ-
γειας όσο και της ορµής σε µια αντίδραση. Για παράδειγµα, στην αντίδραση    

  0p pγ π+ → +  

κατά την οποία ένα φωτόνιο συγκρούεται µε ένα αρχικά ακίνητο πρωτόνιο για να παραχθεί ένα σωµα-
τίδιο 0π  και ένα πρωτόνιο, το φωτόνιο δεν πρέπει να έχει µόνο αρκετή ενέργεια ισοδύναµη µε τη µά-
ζα του 0π , δηλαδή 135 MeV. Για να διατηρηθεί η ορµή, τα προϊόντα της αντίδρασης θα πρέπει να 
κινούνται και εποµένως να έχουν κινητική ενέργεια. Προκύπτει ότι το φωτόνιο πρέπει να έχει τουλά-
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χιστον ενέργεια ίση µε 144,7 MeV για να µπορέσει να δηµιουργήσει ένα 0π  και να δώσει αρκετή ε-
νέργεια στα p και 0π  ώστε να διατηρηθεί και η ορµή. Η ενέργεια αυτή ονοµάζεται ενέργεια κατωφλί-
ου για την παραγωγή σωµατιδίου 0π  κατά τη σύγκρουση φωτονίου µε ένα αρχικά ακίνητο πρωτόνιο.   
 ∆ιαπιστώνεται ότι οι µαθηµατικοί υπολογισµοί απλοποιούνται σηµαντικά αν η όλη ανάλυση γίνει 
στο σύστηµα µηδενικής ορµής των αντιδρώντων σωµατιδίων. Στο σύστηµα αυτό, η ολική ορµή πρέ-
πει να είναι ίση µε µηδέν. Αυτή η συνθήκη ικανοποιείται και όταν τα προϊόντα µιας αντίδρασης είναι 
ακίνητα. Εποµένως, η διαθέσιµη ενέργεια είναι µέγιστη σε αυτή την περίπτωση. Στο σύστηµα µηδενι-
κής ορµής, αν τα προϊόντα µιας αντίδρασης είναι ακίνητα, είµαστε σίγουροι ότι η διαθέσιµη ενέργεια 
µόλις που κατόρθωσε να τα δηµιουργήσει. Αυτή θα είναι εποµένως και η ενέργεια κατωφλίου για τη 
συγκεκριµένη αντίδραση. Αυτά γίνονται σαφέστερα στα παρακάτω Παραδείγµατα και Προβλήµατα. 
 
 

 
 

Προβλήµατα  

6.8  Ενέργεια κατωφλίου. Στο σύστηµα του εργαστηρίου, κινούµενο σωµατίδιο Χ (µε µάζα ηρεµίας 
m), συγκρούεται µε άλλο ακίνητο σωµατίδιο Χ και το µετατρέπει σε σωµατίδιο Υ (µε µάζα ηρεµίας 

mM 3= ), σύµφωνα µε την αντίδραση Χ + Χ = Χ + Υ. Πόση είναι η ενέργεια κατωφλίου του κινού-
µενου Χ στο σύστηµα του εργαστηρίου για να γίνει αυτό;  
Υπόδειξη: Εξετάστε την αντίδραση στο σύστηµα µηδενικής ορµής.   Απ.: 27mcEK =  

6.9  Να βρεθεί η ενέργεια κατωφλίου για την αντίδραση p nγ π ++ → +  κατά τη σύγκρουση φωτονί-

ου µε ακίνητο πρωτόνιο.    Απ.: 21
2 p

mE m c
m
π

γ π
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  
 
6.7  Κίνηση κάτω από την επίδραση σταθερής δύναµης  

6.7.1  Κίνηση φορτισµένου σωµατιδίου µέσα σε σταθερό διάµηκες ηλεκτρικό πεδίο 

Ένα σωµατίδιο που έχει φορτίο q και κινείται στην κατεύθυνση ενός σταθερού ηλεκτρικού πεδίου, 
x̂E , υφίσταται σταθερή δύναµη στην κατεύθυνση της κίνησής του. Αν η στιγµιαία ορµή του σωµατι-

δίου είναι  

  0
2 21 /

M
cυ

=
−

p υ , (6.30) 

όπου 0M  η µάζα ηρεµίας του σωµατιδίου και υ  η ταχύτητά του, τότε, η εξίσωση κίνησης του σωµα-
τιδίου είναι 

  0 2 21 /
dM q
dt c

υ
υ

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

−⎝ ⎠
E . (6.31) 

Θα υποθέσουµε ότι η κίνηση γίνεται στην κατεύθυνση των θετικών x, και ότι, αρχικά, είναι (0) 0υ =  
και (0) 0x = . Ολοκληρώνοντας ως προς τον χρόνο, βρίσκουµε ότι 

  0 2 21 /
M q t

c
υ
υ

=
−

E , (6.32) 

Παραδείγµατα: C. Kittel κ.ά., Μηχανική, σελ. 415-418. 
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από την οποία βρίσκουµε ότι           ( )
( )

2
02 2

2
0

/

1 /

q t M c
c

q t M c
υ =

+

E

E
 (6.33) 

και τελικά 

  
( )

0
2

0

/

1 /

q t M

q t M c
υ =

+

E

E
. (6.34) 

Ο παρονοµαστής δίνει τη σχετικιστική διόρθωση, όπως φαίνεται και από το γεγονός ότι τείνει στη 
µονάδα για c →∞ . Η µεταβολή της υ  µε τον χρόνο φαίνεται στο Σχ. 6.6. Βλέπουµε ότι η ταχύτητα 
του σωµατιδίου τείνει ασυµπτωτικά στην ταχύτητα c του φωτός στο κενό. Αυτό είναι σαφές αν γρά-
ψουµε την Εξ. (6.34) ως 

  
( )2

01 /

c

M c q t
υ =

+ E
 (6.35) 

και αναπτύξουµε την τετραγωνική ρίζα:              01
2
M c c
q t

υ ⎛ ⎞
≈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠E

. (6.36) 

 
 
 
 
 
Σχήµα 6.6  Η µεταβολή µε τον 
χρόνο, της ταχύτητας ενός 
σωµατιδίου µε φορτίο q και 
µάζα ηρεµίας 0M , καθώς 
αυτό κινείται µέσα και κατά 

µήκος ενός σταθερού ηλεκτρι-
κού πεδίου E . Με διακεκοµ-
µένη γραµµή φαίνεται η κλα-

σική πρόβλεψη.  
 
 
 
 
 

 Από την Εξ. (6.35) βρίσκουµε ότι          
2

2 2
0

1 1
1 /

q t
M cc

γ
υ

⎛ ⎞
= = + ⎜ ⎟

− ⎝ ⎠

E . (6.37) 

Η ολική σχετικιστική ενέργεια του σωµατιδίου είναι, εποµένως, ίση µε 

       ( ) ( )2 22 2
0 0E M c M c q ctγ= = + E . (6.38) 

Από τη σχέση  2 2 2 2
0E M c p c= +  προκύπτει ότι η ορµή του σωµατιδίου είναι ακριβώς ίση µε 

       p q t= E , (6.39) 

που είναι ίση µε τη δράση της σταθερής δύναµης qE  στον ολικό χρόνο t.  
 Η θέση του σωµατιδίου συναρτήσει του χρόνου βρίσκεται µε ολοκλήρωση της Εξ. (6.35) ως προς 
τον χρόνο 

  
22

20

0

1M c q tx t k
q M c

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

E
E

 (6.40) 
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όπου k η σταθερά ολοκλήρωσης. Αν για 0t =  είναι 0x = ,  

τότε 
2

0M ck
q

=
E

 και  
22

20

0

1 1M c q tx t
q M c

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

E
E

. (6.41) 

 
 
6.7.2  Κίνηση φορτισµένου σωµατιδίου µέσα σε σταθερό εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο 

Ένα σωµατίδιο που έχει φορτίο q και µάζα ηρεµίας 0M  και κινείται κατά µήκος του άξονα των x µε 
ορµή 0p , εισέρχεται σε µια περιοχή, µήκους L, στην οποία υπάρχει σταθερό εγκάρσιο ηλεκτρικό πε-
δίο, ŷE  (Σχ. 6.7).   
 
 

 
 
 
Σχήµα 6.7  Σωµατίδιο που έχει φορτίο q και µάζα 
ηρεµίας 0M  και κινείται κατά µήκος του άξονα των x 

µε ορµή 0p , εισέρχεται σε µια περιοχή, µήκους L, 
στην οποία υπάρχει σταθερό εγκάρσιο ηλεκτρικό 
πεδίο, ŷE . 

 
 
 

 
 Οι εξισώσεις κίνησης του σωµατιδίου είναι:  

  0, yx dpdp q
dt dt

= = E , (6.42) 

οι λύσεις των οποίων είναι 0 ,x yp p p q t= = E , (6.43) 

(βλ. Σχ. 6.8α). Από αυτές µπορούµε να βρούµε την ολική ενέργεια του σωµατιδίου: 
 

 
                                      (α)                                                                      (β) 
 

Σχήµα 6.8  Η κίνηση ενός φορτισµένου σωµατιδίου µέσα σε σταθερό εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο.  
(α) Οι συνιστώσες της ορµής.  

(β) Η συνιστώσα x της ταχύτητας του σωµατιδίου µειώνεται καθώς αυτό επιταχύνεται στην κατεύθυνση y.
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  ( ) ( )2 22 2 4 2 2 2 4 2 2 2
0 0 0 0E M c p c M c p c q ct E q ct= + = + + = +E E , (6.44) 

όπου 0E  είναι η αρχική ολική ενέργεια του σωµατιδίου. Αντικαθιστώντας στη σχέση 2

E
c

=p υ ,  

  
( ) ( )

2 2
0

2 22 2
0 0

,x y
p c q c t

E q ct E q ct
υ υ= =

+ +

E

E E
. (6.45) 

Η συνιστώσα y αυξάνει µε τον χρόνο, όπως αναµένεται, αλλά η συνιστώσα x µειώνεται µε το χρόνο 
(βλ. Σχ. 6.8β). Οι µετατοπίσεις του σωµατιδίου κατά µήκος των αξόνων x και y βρίσκεται µε ολοκλή-
ρωση των ταχυτήτων:   

  
( )

2
10 0

22 00 0

sinh
t

p c dt p c q ctx
q EE q ct

−= =
+

⌠
⎮⎮
⌡

E
EE

 (6.46) 

και 
( ) ( )

( )
22 2

22 20
0222 0 00 0

1 1
t

tq c tdt q c E q cy E q ct t
q Eq cE q ct

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎡ ⎤= = + = + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠+ ⎪ ⎪⎩ ⎭

⌠
⎮⎮
⌡

E E E
E

EEE
.  (6.47) 

Ο χρόνος Lt  που απαιτείται για να διανύσει το σωµατίδιο την απόσταση L κατά µήκος του άξονα των 
x βρίσκεται από την Εξ. (6.46) αν θέσουµε x L= , 

  0

0

sinhL
E q Lt
q c p c

=
E

E
.   (6.48) 

 Η γωνία θ που σχηµατίζει η κατεύθυνση κίνησης του σωµατιδίου µε τον άξονα των x προκύπτει 
από τις Εξ. (6.45), οι οποίες δίνουν 

  
0

tan ( ) y

x

qt t
p

υ
θ

υ
= =

E . (6.49) 

Το σωµατίδιο εξέρχεται της περιοχής του πεδίου κινούµενο σε κατεύθυνση που σχηµατίζει γωνία Lθ   
µε τον άξονα των x, όπου  

  0

0 0

tan sinhL
E q L
p c p c

θ =
E . (6.50) 
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Από το σύγγραµµα του µαθήµατος: C.Kittel κ.ά. «Μηχανική» 
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Κεφάλαιο 7 
 

ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΣΜΟΣ 
 
 
 
7.1  Εισαγωγή  

Η Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας διατυπώθηκε αρχικά για να αντιµετωπίσει προβλήµατα που προέ-
κυψαν στην Ηλεκτροµαγνητική Θεωρία. Τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα και το φως είναι ό,τι πιο σχε-
τικιστικό υπάρχει στη φύση, οπότε φυσικό ήταν οι πρώτες διαφωνίες µε την κλασική Φυσική να πα-
ρατηρηθούν σε φαινόµενα που έχουν σχέση µε τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα και το φως. Οι διαφωνί-
ες αυτές εµφανίστηκαν µετά την αυστηρή διατύπωση των νόµων του Ηλεκτροµαγνητισµού από τον 
Maxwell, στο τέλος του 19ου αιώνα, το 1862.    
 Η µαθηµατική περιγραφή των νόµων του ηλεκτροµαγνητισµού δίνεται από τις εξισώσεις του 
Maxwell, οι οποίες είναι οι εξής: 

  0 0 0
0

, 0, , .
t t

ρ ε µ µ
ε

∂ ∂
∇⋅ = ∇⋅ = ∇× = − ∇× = +

∂ ∂
B EE B E B J  (7.1) 

 Η πρώτη εξίσωση προκύπτει από τον νόµο του Coulomb και αποτελεί τη διατύπωση του νόµου του 
Gauss σε διαφορική µορφή. Η έκφραση στα αριστερά είναι η ροή του ηλεκτρικού πεδίου (ή των 
γραµµών πεδίου του E ) ανά µονάδα απειροστού όγκου, η οποία φαίνεται να είναι ανάλογη του 
ολικού φορτίου που περικλείει ο όγκος αυτός.  

 Η δεύτερη εξίσωση είναι η αντίστοιχη εξίσωση για τη ροή του µαγνητικού πεδίου, η οποία εξισώ-
νεται µε µηδέν λόγω της ανυπαρξίας µαγνητικών µονοπόλων, που θα αντιστοιχούσαν στα αρνητι-
κά ή θετικά ηλεκτρικά φορτία.  

 Η τρίτη εξίσωση είναι η διαφορική µορφή του νόµου της επαγωγής του Faraday, δηλαδή του γεγο-
νότος ότι χρονικά µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό πεδίο παράγει µαγνητικό πεδίο. 

 Η τέταρτη εξίσωση είναι η αντίστοιχη εξίσωση της τρίτης, σύµφωνα µε την οποία χρονικά µετα-
βαλλόµενο ηλεκτρικό πεδίο ή ηλεκτρικό ρεύµα, παράγει µαγνητικό πεδίο.  

Στο κενό, χωρίς φορτία, 0ρ = , ή ρεύµατα, 0=J  οι εξισώσεις απλοποιούνται σε: 

  0 00 0
t t

ε µ∂ ∂
∇⋅ = ∇⋅ = ∇× = − ∇× =

∂ ∂
B EE B E B  (7.2) 

οι οποίες µπορούν να συνδυαστούν και να δώσουν µια εξίσωση για το ηλεκτρικό πεδίο E  

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2
1

x y z c t
∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

E E E E        ή       
2

2
2 2

1
c t

∂
∇ =

∂
EE ,  (7.3) 

και µια εξίσωση για το µαγνητικό πεδίο B  

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2
1

x y z c t
∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

B B B B        ή       
2

2
2 2

1
c t

∂
∇ =

∂
BB .  (7.4) 

Αυτές οι εξισώσεις περιγράφουν ένα ηλεκτροµαγνητικό κύµα που κινείται µε ταχύτητα 

  
0 0

1 299 792 458 m/sc
ε µ

= = . (7.5) 

 Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν τη συµπεριφορά των πεδίων E  και B , όπως αυτή παρατηρήθηκε 
στο εργαστήριο. Εκτός και αν υπάρχει λόγος να υποθέσουµε ότι η Γη είναι ένα προνοµιακό σύστηµα 
αναφοράς, θα πρέπει οι εξισώσεις αυτές να έχουν την ίδια µορφή για όλους τους παρατηρητές. Και 
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ακόµη, κάτι πολύ σηµαντικό, η ταχύτητα των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων, όπως αυτή προκύπτει 
από τις εξισώσεις δεν αναφέρεται σε κάποιον προνοµιακό παρατηρητή, αλλά πρέπει να θεωρηθεί η 
ίδια για όλους τους παρατηρητές. Η διάδοση των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων, υπέθετε, σύµφωνα µε 
την κλασική Φυσική, την ύπαρξη ενός µέσου, του αιθέρα, µέσα στο οποίο τα κύµατα διαδίδονται. Σε 
αυτή την περίπτωση όµως, η ταχύτητα των κυµάτων για έναν παρατηρητή που κινείται σε σχέση µε 
τον αιθέρα θα ήταν διαφορετική, σύµφωνα και µε τον µετασχηµατισµό του Γαλιλαίου:  

  , , ,x x Vt y y z z t t′ ′ ′ ′= − = = = . (7.6) 

Το γεγονός ότι ο µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου δεν αφήνει αναλλοίωτες τις εξισώσεις του Maxwell 
είχε ήδη επισηµανθεί. Ο µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου δίνει, για παράδειγµα, στην κυµατική εξί-
σωση για το διάνυσµα του ηλεκτρικού πεδίου, τη µορφή 

  
2 2 2

2 2
2 2 2 2

1 1 2V V
x tc t c x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂′∇ = + −⎜ ⎟′ ′′ ′ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠

E E EE .  (7.7) 

 Τα πειράµατα, εξάλλου, έδειχναν ότι η ταχύτητα του φωτός στο κενό ήταν ανεξάρτητη της κίνη-
σης της πηγής ή του παρατηρητή! Το πείραµα των Michelson και Morley, το 1887, έδειξε ότι η κίνη-
ση της Γης µέσα στον αιθέρα δεν µπορούσε να παρατηρηθεί. Μια πιθανή ερµηνεία του αρνητικού 
αποτελέσµατος του πειράµατος των Michelson και Morley ήταν ότι η Γη παρέσυρε κατά την κίνησή 
της τον αιθέρα. Αλλά αυτό αποκλείεται από την παρατήρηση της αποπλάνησης του φωτός. Το τελικό 
συµπέρασµα ήταν ότι ο αιθέρας δεν υπάρχει.  
 Ο Lorentz προσδιόρισε εκείνο τον µετασχηµατισµό, που πρέπει να αντικαταστήσει τον µετασχη-
µατισµό του Γαλιλαίου από το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S : ( , , , )x y z t  στο αδρανειακό σύστη-

µα S : ( , , , )x y z t′ ′ ′ ′ ′ , το οποίο κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x  ως προς το S, και ο οποίος αφήνει αναλ-
λοίωτες τις εξισώσεις του Maxwell και την κυµατική εξίσωση.   
 Οι συνθήκες που ο Lorentz θεώρησε ότι πρέπει να ικανοποιούνται είναι οι εξής: 

1. Οι µετασχηµατισµός πρέπει να αφήνει αναλλοίωτο τον νόµο της αδράνειας (τον 2ο νόµο του 
Νεύτωνα).  

2. Αν δύο γεγονότα συµπίπτουν σε ένα σύστηµα αναφοράς, πρέπει να συµπίπτουν σε όλα. 
3. Πρέπει να υπάρχει κυλινδρική συµµετρία γύρω από την ευθεία που ενώνει τις αρχές των αξό-

νων των δύο συστηµάτων αναφοράς.  
4. Ο µετασχηµατισµός πρέπει να αφήνει αναλλοίωτες τις εξισώσεις του Maxwell και την κυµα-

τική εξίσωση. 
Οι συνθήκες (1) και (2) επεβλήθησαν χάριν απλότητας. Από την πρώτη συνθήκη προκύπτει ότι ο µε-
τασχηµατισµός είναι γραµµικός. Αργότερα απεδείχθη από τον Narliker1 ότι η γραµµική οµάδα µετα-
σχηµατισµών είναι η µόνη συνεχής οµάδα µετασχηµατισµών η οποία αφήνει αναλλοίωτη την κυµατι-
κή εξίσωση. Ο µετασχηµατισµός που ο Lorentz βρήκε, και ικανοποιεί αυτές τις συνθήκες, είναι αυτός 
που σήµερα είναι γνωστός µε το όνοµά του: 

  ( )tVxx −=′ γ      yy =′      zz =′      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′ x

c
Vtt 2γ . (7.8) 

Στο Παράρτηµα 3 αποδεικνύεται ότι ο µετασχηµατισµός αυτός αφήνει αναλλοίωτες τις εξισώσεις του 
Maxwell, µε την προϋπόθεση ότι και τα πεδία µετασχηµατίζονται µε κάποιο συγκεκριµένο τρόπο. Ο 
µετασχηµατισµός αφήνει, εποµένως, αναλλοίωτη και την κυµατική εξίσωση. 
 Στο κεφάλαιο αυτό θα ακολουθήσουµε µια διαδικασία διαφορετική από εκείνη µε την οποία ιστο-
ρικά αναπτύχθηκε η Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας. Συγκεκριµένα, θα πάρουµε ως δεδοµένο το 
πειραµατικό γεγονός ότι το ηλεκτρικό φορτίο παραµένει αναλλοίωτο µε την ταχύτητα, σε αντίθεση µε 
τη µάζα. Θα θεωρήσουµε ότι η δύναµη Lorentz q q= + ×F E υ B  έχει την ίδια µορφή σε όλα τα αδρα-
νειακά συστήµατα αναφοράς και θα κάνουµε χρήση του µετασχηµατισµού της δύναµης, όπως αυτή 

                                                 
1 V.V. Narliker, Proc. Camb. Phil. Soc., 28, 460 (1932).  
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έχει ήδη διατυπωθεί. Με τον τρόπο αυτό θα προσδιορίσουµε τη µορφή του µετασχηµατισµού των συ-
νιστωσών των πεδίων E  και B  που αφήνει αναλλοίωτες τις εξισώσεις του Maxwell. 
 
 
7.2  Το αναλλοίωτο του ηλεκτρικού φορτίου  

Σε αντίθεση µε το µέγεθος της µάζας, το ηλεκτρικό φορτίο παραµένει αναλλοίωτο κατά την κίνηση2. 
Αυτό είναι ένα πειραµατικό δεδοµένο. Είναι γνωστό ότι τα ηλεκτρόνια ενός ατόµου κινούνται µε τα-
χύτητες πολύ µεγαλύτερες από αυτές των πρωτονίων του πυρήνα του ατόµου. Για παράδειγµα, η τα-
χύτητα του ηλεκτρονίου στη θεµελιώδη στάθµη του ατόµου του υδρογόνου είναι περίπου /137c . Αν 
υπήρχε µεταβολή του φορτίου µε την ταχύτητα, τότε τα άτοµα δεν θα ήταν ουδέτερα ακόµη και όταν 
είχαν όλα τους τα ηλεκτρόνια σε τροχιές. Η ουδετερότητα των ατόµων και των µορίων αποδεικνύει, 
εποµένως, την απουσία µεταβολής του φορτίου µε την ταχύτητα. 
 Με πειράµατα που έκανε το 1960, ο J.G. King3 έδειξε ότι οι απόλυτες τιµές των φορτίων των ηλε-
κτρονίων και των πρωτονίων στα µόρια του υδρογόνου είναι ίσες τουλάχιστον µε µια ακρίβεια ενός 
µέρους στα 2010 . Με την ίδια ακρίβεια, οι µετρήσεις του King έδειξαν ότι και τα φορτία των ηλε-
κτρονίων είναι ίσα σε απόλυτη τιµή µε αυτά των πυρήνων των ατόµων του ηλίου. 
 Η δύναµη που υφίσταται ένα φορτίο q που κινείται σε ένα χώρο όπου υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο E  
και µαγνητικό πεδίο B , γνωστή ως δύναµη Lorentz, θα δίνεται από τη σχέση q q= + ×F E υ B . Η 
σχέση αυτή αποτελεί και τον ορισµό του µεγέθους B . Η εξίσωση κίνησης ενός σωµατιδίου µε µάζα 
ηρεµίας 0M  και φορτίο q σε ένα χώρο όπου υπάρχουν τα πεδία E  και B  θα είναι, σύµφωνα µε την 
Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας, 

  0
2 21 /

d M q q
dt cυ

⎛ ⎞
= + ×⎜ ⎟

−⎝ ⎠

υ E υ B . (7.9) 

 Το αναλλοίωτο του ηλεκτρικού φορτίου θα ληφθεί ως αξίωµα σε όσα θα ακολουθήσουν. Εναλλα-
κτικά, αν θεωρηθεί ότι οι εξισώσεις του Maxwell είναι σύµφωνες µε την Ειδική Θεωρία της Σχετικό-
τητας, το αναλλοίωτο του ηλεκτρικού φορτίου προκύπτει ως συνέπεια.  
 
 
7.3  Οι µετασχηµατισµοί του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου  

Έστω ότι τα πεδία στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S : ( , , , )x y z t  είναι E  και B , και στο αδρα-
νειακό σύστηµα S : ( , , , )x y z t′ ′ ′ ′ ′ , το οποίο κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x  ως προς το S , είναι ′E  και 
′B . Ένα σωµατίδιο µε φορτίο q κινείται στο σύστηµα S  µε ταχύτητα υ  και στο σύστηµα S′  µε τα-

χύτητα ′υ .  Η δύναµη Lorentz που ασκείται πάνω στο φορτίο στα δύο συστήµατα είναι:   

  q q= + ×F E υ B  (7.10) 

και      q q′ ′ ′ ′= + ×F E υ B . (7.11) 

 Η συνιστώσα y της δύναµης µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε τη σχέση 

  
( )21 /

y
y

x

F
F

V cγ υ
′ =

−
, (7.12) 

όπου 2 21 / 1 / cγ υ= − . Αυτή η σχέση µπορεί να ξαναγραφτεί ως  

  ( )21 /y x yF V c Fγ υ ′= − . (7.13) 

                                                 
2 E.M. Purcel, «Ηλεκτρισµός και Μαγνητισµός», Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Ε.Μ.Π., 2004. §1.3, σελ. 6-8, §5.4, 
σελ. 174-7. 

3 J.G. King, Phys. Rev. Letters 5, 562 (1960). 
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Από τις Εξ. (7.10) και (7.11), οι συνιστώσες y  και y′  των δυνάµεων F  και ′F  βρίσκονται να είναι   

  ( )y y z x x zF q E B Bυ υ= + −        και       ( )y y z x x zF q E B Bυ υ′ ′ ′ ′ ′ ′= + − . (7.14) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (7.13) προκύπτει ότι 

  ( ) ( ) ( )21 /y z x x z x y z x x zq E B B V c q E B Bυ υ γ υ υ υ′ ′ ′ ′ ′+ − = − + − . (7.15) 

 Από τον µετασχηµατισµό των ταχυτήτων,  

  
( )2 2

,
1 / 1 /

x z
x z

x x

υ V υυ υ
Vυ c Vυ cγ
−′ ′= =

− −
. (7.16) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (7.15) βρίσκουµε 

  ( ) ( )21 /y z x x z x y z x x zE B B V c E B V Bυ υ γ υ υ γ υ′ ′ ′+ − = − + − −  (7.17) 

ή   ( ) ( )2/y z x x z y z z x x z yE B B E VB B B VE cυ υ γ υ υ γ′ ′ ′ ′ ′+ − = + + − + . (7.18) 

Η Εξ. (7.18) πρέπει να ισχύει για κάθε τιµή της ταχύτητας υ . Εξισώνοντας τους συντελεστές των συ-
νιστωσών της υ  βρίσκουµε 

   ( ) ( )2, , / .y y z x x z z yE E VB B B B B VE cγ γ′ ′ ′ ′ ′= + = = +  (7.19) 

 Οµοίως, αρχίζοντας από τη σχέση 
  ( )21 /z z xF F V cγ υ′= − , (7.20) 

καταλήγουµε στις σχέσεις 

  ( ) ( )2/ , , .y y z x x z z yB B VE c B B E E VBγ γ′ ′ ′ ′ ′= − = = −  (7.21) 

Τέλος, από τη σχέση 

  
2 2

2 2

/ /
1 / 1 /

y z
x x y z

x x

V c V cF F F F
V c V c
υ υ
υ υ
′ ′

′ ′ ′= + +
′ ′+ +

 (7.22) 

και αντικαθιστώντας (µόνο) για τις xF  και xF ′  από τις Εξ. (7.10) και (7.11), βρίσκουµε  

  ( ) ( )
2 2

2 2

/ /
1 / 1 /

y z
x y z z y x y z z y y zx

x x

V c V cq E B B q E B B F F
V c V c
υ υυ υ υ υ
υ υ
′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − = + − + +
′ ′+ +

. (7.23) 

Επειδή είναι  
( )21 /

y
y

x

υ
υ

Vυ cγ
′ =

−
       και       

( )21 /
z

z
x

υυ
Vυ cγ

′ =
−

, (7.24) 

οι µόνοι όροι στην Εξ. (7.23) που είναι ανεξάρτητοι των συνιστωσών της ταχύτητας υ  είναι οι xqE  
και xqE′ . Εξισώνοντας τους δύο αυτούς όρους βρίσκουµε ότι είναι  

  x xE E′= .  (7.25) 
Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα, 

 x xE E′ =  x xE E′=  

 ( )y y zE E VBγ′ = −  ( )y y zE E VBγ ′ ′= +  (7.26) 

 ( )z z yE E VBγ′ = +  ( )z z yE E VBγ ′ ′= −  
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 x xB B′ =  x xB B′=  

 ( )2/y y zB B VE cγ′ = +  ( )2/y y zB B VE cγ ′ ′= −  (7.27) 

 ( )2/z z yB B VE cγ′ = −  ( )2/z z yB B VE cγ ′ ′= +  

όπου έχουν δοθεί και οι αντίστροφοι µετασχηµατισµοί. 
 Οι µετασχηµατισµοί συσχετίζουν τις συνιστώσες του ηλεκτρικού E  και του µαγνητικού πεδίου B  
στο σηµείο ( , , , )x y z t  του αδρανειακού συστήµατος S , µε εκείνες των ′E  και ′B  στο αντίστοιχό του 
σηµείο ( , , , )x y z t′ ′ ′ ′  του αδρανειακού συστήµατος S′ , το οποίο κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x  ως προς 
το S. Συµβολίζοντας µε δείκτες  τις συνιστώσες των πεδίων που είναι παράλληλες προς την ταχύτη-
τα V  και µε δείκτες ⊥  τις συνιστώσες των πεδίων που είναι κάθετες στην ταχύτητα V , οι εξισώσεις 
µπορούν να διατυπωθούν διανυσµατικά και ως  

 ′ =E E  ( )γ⊥ ⊥
′ = + ×E E V B  (7.28) 

 ′ =B B  ( )2/ c⊥ ⊥
′ = − ×B B V E  (7.29) 

µε τους αντίστροφους µετασχηµατισµούς: 

 ′=E E  ( )γ⊥ ⊥
′ ′= − ×E E V B  (7.30) 

 ′=B B  ( )2/ c⊥ ⊥
′ ′= ×B B + V E . (7.31) 

Οι γενικοί µετασχηµατισµοί Lorentz, χωρίς περιστροφή των αξόνων, είναι, σε διανυσµατική µορφή, 

  ( ) ( )2( 1)
V

γ γ γ′ ′ ′= − × − − ⋅
VE E V B V E  (7.32)  

και ( ) ( )2 2( 1)
c V
γγ γ′ ′ ′= × − − ⋅

VB B + V E V B , (7.33)  

µε τους αντίστροφους µετασχηµατισµούς: 

  ( ) ( )2( 1)
V

γ γ γ′ = × − − ⋅
VE E + V B V E  (7.34)  

και ( ) ( )2 2( 1)
c V
γγ γ′ = − × − − ⋅

VB B V E V B .   (7.35) 

 
 

Παράδειγµα 7.1 Σύστηµα αναφοράς στο οποίο οµογενή πεδία E  και B  είναι παράλληλα 

Στο σύστηµα αναφοράς S , υπάρχουν οµογενή πεδία E  και B , τα οποία υποθέτουµε ότι δεν είναι πα-
ράλληλα µεταξύ τους. Να βρεθεί ένα άλλο σύστηµα αναφοράς, S′ , στο οποίο τα δύο πεδία, ′E  και 
′B , είναι παράλληλα µεταξύ τους. (Υπόδειξη: Επιλέξτε την ταχύτητα V  του συστήµατος S′  ως προς 

το S  να είναι κάθετη στα E  και B , και εκφράστε την ποσότητα 2/ (1 )β β+ , όπου /V cβ = , συναρ-
τήσει των µεγεθών 2E , 2B  και ×E B .)  

   
 

  

 
Επιλέγοντας την ταχύτητα V  του συστήµατος S′  ως προς το S  να είναι κάθετη στα E  και B , θα 
έχουµε 
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   0′ = =E E        και       0′ = =B B  

και, εποµένως,  , , ,⊥ ⊥ ⊥ ⊥′ ′ ′ ′= = = =E E E E B B B B . 

Επειδή τα ′E  και ′B  είναι παράλληλα µεταξύ τους, θα πρέπει να είναι:  0′ ′× =E B . 
Από τις σχέσεις µετασχηµατισµού,  

  ( )γ⊥ ⊥
′ = + ×E E V B        ( )2/ c⊥ ⊥

′ = − ×B B V E  

αυτή η συνθήκη γίνεται 
   ( ) ( )2/ 0c+ × × − × =E V B B V E  

Πολλαπλασιάζοντας,  

   2 2( ) ( / ) ( ) ( / ) 0c c× + × × − × × − × × × =E B V B B E V E V B V E  

Κάνοντας χρήση της διανυσµατικής ταυτότητας  ( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅A B C B A C C A B ,  η τελευταία 

συνθήκη δίνει: 

   { }2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
c

× − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ + × ⋅ − × ⋅ =E B V B B B V B V E E E E V V V B E E V B V  

Επειδή  0, 0, 0⋅ = ⋅ = × ⋅ =V B V E V B V  

προκύπτει ότι  2 2 2
2

1( / ) ( ) 0B E c
c

× − + + × ⋅ =E B V E B V V .  

Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο αυτής µε το V ,  

   2 2 2 2 2
2

1( / ) ( ) 0B E c V V
c

× ⋅ − + + × ⋅ =E B V E B V . 

Επειδή το V  είναι κάθετο στα E  και B , θα είναι   V× ⋅ ×E B V = E B . 

∆ιαιρώντας όλους τους όρους διά V×E B :       
2 2 2 2 2

2
( / )1 0B E c V V

cV
+

− + =
×E B

 

και τελικά 
2 2 2

2 1 0E c B
c

β β+
− + =

×E B
. 

Εκείνη η λύση αυτής της εξίσωσης η οποία είναι µικρότερη από τη µονάδα, µας δίνει το ζητούµενο β.    
 
  
 
Προβλήµατα  

7.1  ∆είξετε ότι τα µεγέθη ⋅E B  και 2 2 2E c B−  παραµένουν αναλλοίωτα κατά τον µετασχηµατισµό 
Lorentz από ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S  σε ένα άλλο, S′ .  

7.2  Μια άπειρη ευθύγραµµη κατανοµή φορτίου µε γραµµική πυκνότητα λ′ , βρίσκεται σε ηρεµία πά-
νω στον άξονα των x′ , στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S′ . Η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου που 
παράγει, δίνεται από τις γνωστές σχέσεις 

  2 2 2 2
0 0

0, ,
2π ( ) 2π ( )x y z

y zE E E
y z y z
λ λ

ε ε
′ ′ ′ ′

′ ′ ′= = =
′ ′ ′ ′+ +

.  
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Σε ένα άλλο σύστηµα αναφοράς, S , µέσα στο οποίο το σύστηµα S′  κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x , η 
κατανοµή φορτίου εµφανίζεται ως ρεύµα Ι στην κατεύθυνση του άξονα των x. Πόσο είναι το µαγνητι-
κό και πόσο το ηλεκτρικό πεδίο στο σύστηµα S ; Συγκρίνετε τα µεγέθη της ηλεκτρικής και της µαγνη-
τικής δύναµης που υφίσταται ένα φορτίο q που κινείται µε ταχύτητα V  στο σηµείο ( , , ).x y z   
 

  

 
 
7.4  Τα πεδία ενός κινούµενου ηλεκτρικού φορτίου  

Θα εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό Lorentz για να υπολογίσουµε τα πεδία που δηµιουργεί ένα 
φορτίο που κινείται µε σταθερή ταχύτητα µέσα σε ένα σύστηµα αναφοράς4. Υποθέτουµε ότι στο α-
δρανειακό σύστηµα αναφοράς S′  το φορτίο Q είναι ακίνητο στην αρχή των αξόνων (Σχ. 7.1α). Στο 
αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S , το φορτίο κινείται µε σταθερή ταχύτητα ˆV=V x  πάνω στον άξονα 
των x (Σχ. 7.1β). Το φορτίο δηµιουργεί στο σύστηµα S′  τα πεδία 

  3
04π

Q
rε
′

′ =
′

rE        και       0′ =B .  (7.36) 

 Τα πεδία έχουν αξονική συµµετρία γύρω από τον άξονα των x. Γι’ αυτό υπολογίζουµε τα πεδία 
πάνω στο επίπεδο xz, στο οποίο οι συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου είναι 

  2 2 2 3/2
0 0

1 cos
4π 4π ( )x

Q Q xE
r x z

θ
ε ε

′
′ ′= =

′ ′ ′+
  (7.37) 

  2 2 2 3/2
0 0

1 sin
4π 4π ( )z

Q Q zE
r x z

θ
ε ε

′
′ ′= =

′ ′ ′+
. (7.38) 

 
 
Σχήµα 7.1  Τα πεδία κινούµενου φορτίου. (α) Το φορτίο είναι ακίνητο στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S′ .  

(β) Στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S , το φορτίο κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x .   

 
 
                                                 
4 E.M. Purcel, «Ηλεκτρισµός και Μαγνητισµός», Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Ε.Μ.Π., 2004. §5.6, σελ. 180-4. 
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Οι µετασχηµατισµοί των συντεταγµένων του φορτίου είναι   

  2( ), , , ( / )x x Vt y y z z t t Vx cγ γ′ ′ ′ ′= − = = = − ,  (7.39) 

όπου t είναι ο χρόνος που πέρασε από τη στιγµή που οι αρχές των δύο συστηµάτων συνέπεσαν. Οι 
µετασχηµατισµοί των συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου, από τις Εξ. (7.26), για 0′ =B , δίνουν 

x xE E′=  και ( )z z yE E VBγ ′ ′= − . Εποµένως, για 0t = , όταν το φορτίο Q περνά από την αρχή των αξό-

νων του συστήµατος S , είναι 

  2 2 2 3/2
04π ( )x x

QxE E
x z
γ

ε γ
′= =

+
  (7.40) 

και 2 2 2 3/2
04π ( )z z

QzE E
x z

γγ
ε γ

′
′= =

+
. (7.41) 

 Το µέτρο του διανύσµατος E  βρίσκεται από τη σχέση 

  
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 3 2 4 2 2 2 2 3

0 0

( ) ( )
(4π ) ( ) (4π ) ( )x y

Q x z Q x zE E E
x z x z z

γ
ε γ ε γ β

+ +′ ′= + = =
+ + −

  (7.42) 

  
2 2 2

2
32 2

2 4 2 2
0 2 2

(1 )

(4π ) ( ) 1

QE
zx z

x z

β

βε γ

−
=

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟+⎝ ⎠

  (7.43) 

Συναρτήσει της απόστασης r του σηµείου ( , )x y  από το φορτίο, το οποίο βρίσκεται στιγµιαία στην 

αρχή των αξόνων, και της γωνίας θ που το διάνυσµα r  σχηµατίζει µε το διάνυσµα V , έχουµε τελικά 

  
( )

2

3/22 2 2
0

1
4π 1 sin

QE
r

β
ε β θ

−
=

−
 .   (7.44) 

∆ιανυσµατικά, το ηλεκτρικό πεδίο µπορεί να γραφτεί ως 

  
( )

2

3/22 2 2
0

ˆ 1
4π 1 sin

Q
r

β
ε β θ

−
=

−

rE     (7.45) 

όπου r̂  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα από το φορτίο προς τα έξω. Το πεδίο είναι ακτινικό αλλά όχι 
σφαιρικά συµµετρικό. Για µεγάλες ταχύτητες το πεδίο είναι έντονα συγκεντρωµένο στο επίπεδο που 
είναι κάθετο στην ταχύτητα του φορτίου (Σχ. 7.2α,β). 
 Για το µαγνητικό πεδίο, από την Εξ. (7.33) µε 0′ =B ,   

  2c
γ ′= ×B V E        ή       2

1
c ⊥= ×B V E  (7.46)  

και τελικά 2
1
c

= ×B V E . (7.47) 

Οι γραµµές του µαγνητικού πεδίου είναι κύκλοι, που έχουν τα κέντρα τους πάνω στην ευθεία κίνησης 
του φορτίου (Σχ. 7.2γ).  
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 (α) (β)  (γ) 
 
Σχήµα 7.2  Τα πεδία κινούµενου φορτίου. (α) Το φορτίο είναι ακίνητο και το ηλεκτρικό πεδίο που παράγει είναι 
σφαιρικά συµµετρικό. (β) Σε ταχύτητες που πλησιάζουν την ταχύτητα του φωτός στο κενό ( 0,9V c=  εδώ), το 
ηλεκτρικό πεδίο είναι ακτινικό αλλά είναι πιο έντονο σε κατευθύνσεις κάθετες στο διάνυσµα της ταχύτητάς του και 
ασθενέστερο σε κατευθύνσεις που σχηµατίζουν µικρές γωνίες µε την ευθεία πάνω στην οποία κινείται το φορτίο. 
(γ) Οι γραµµές του µαγνητικού πεδίου του κινούµενου φορτίου είναι κύκλοι µε τα κέντρα τους πάνω στην ευθεία 

κίνησης του φορτίου.   
 
 

Παράδειγµα 7.2 Το διάνυσµα Poynting οµαλά κινούµενου φορτίου 

Να υπολογιστεί το διάνυσµα Poynting για ένα φορτίο που κινείται µε σταθερή ταχύτητα. Να δειχθεί 
ότι η ολική ακτινοβολούµενη ισχύς είναι ίση µε µηδέν.   

   
 

  

 
Τα πεδία που δηµιουργεί φορτίο Q που κινείται µε σταθερή ταχύτητα V  βρέθηκαν ότι είναι:  

   
( )

2

3/22 2 2
0

ˆ 1
4π 1 sin

Q
r

β
ε β θ

−
=

−

rE        και       2
1
c

= ×B V E . 

Το διάνυσµα Poynting είναι:     ( ) 02
0 0

1 1 ( )
c

ε
µ µ

⎡ ⎤= × × × = ⋅ − ⋅⎣ ⎦S E B = E V E V(E E) E E V . 

Θεωρούµε µια σφαίρα µε κέντρο το Q και ακτίνα r. Η ηλεκτροµαγνητική ενέργεια που περνά ανά µο-
νάδα χρόνου µέσα από στοιχείο επιφάνειας ˆd da=a r  της σφαίρας είναι ίση µε ˆdP d da= ⋅ = ⋅S a S r . 
Όµως, τα διανύσµατα E  και r̂  είναι παράλληλα. Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε: 
ˆ ( , , )f r β θ=r E , όπου ( , , )f r β θ  είναι µια συνάρτηση των r, β και θ. Εποµένως,  

0

0

ˆ ( , , ) ( )

( , , ) ) ( )( ) 0

dP da f r da

f r da

ε β θ

ε β θ

⎡ ⎤= ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =⎣ ⎦

S r V(E E) E E V E

(V E (E E) E E E V
 

και η ροή ενέργειας µέσα από οποιοδήποτε στοιχείο της επιφάνειας της σφαίρας είναι ίση µε µηδέν. 
Μηδενική θα είναι εποµένως και η ροή ενέργειας µέσα από ολόκληρη την επιφάνεια της σφαίρας που 
περικλείει το φορτίο.    
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7.5  ∆ύναµη που ασκείται πάνω σε κινούµενο φορτίο από ηλεκτρικό ρεύµα  

Θα υπολογίσουµε τη δύναµη που ασκεί ηλεκτρικό ρεύµα πάνω σε κινούµενο φορτίο, µε τη βοήθεια 
της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας5. Θα θεωρήσουµε ότι, στο Σύστηµα Αναφοράς του Εργαστη-
ρίου (ΣΑΕ), υπάρχει ακίνητος ουδέτερος αγωγός. Τα θετικά ιόντα του αγωγού θεωρούνται ότι είναι 
ακίνητα και έχουν (θετική) πυκνότητα φορτίου 0λ+ . Τα ηλεκτρόνια του αγωγού έχουν (αρνητική) 
πυκνότητα φορτίου 0λ−  και κινούνται όλα µε την ίδια ταχύτητα 0υ  προς τα θετικά x. Ένα δοκιµαστι-
κό φορτίο q απέχει απόσταση r από τον αγωγό και κινείται προς τα θετικά x , µε ταχύτητα υ  στο 
ΣΑΕ (Σχ. 7.3α). Στο ΣΑΕ ο αγωγός είναι ηλεκτρικά ουδέτερος και δεν δηµιουργεί ηλεκτρικό πεδίο.     
 Στο Σύστηµα Αναφοράς του ∆οκιµαστικού Φορτίου (ΣΑ∆Φ) το φορτίο είναι ακίνητο, τα θετικά 
ιόντα κινούνται προς τα αρνητικά x µε ταχύτητα υ−  και τα ηλεκτρόνια κινούνται τώρα µε ταχύτητα 

0υ′  στην κατεύθυνση του άξονα των x (Σχ. 7.3β). Ορίζουµε τα µεγέθη:  

 2 2 20 0
0 0 0 0 0 0, , , 1 / 1 , 1 / 1 , 1 / 1

c c c
υ υ υβ β β γ β γ β γ β

′
′ ′ ′≡ ≡ ≡ ≡ − ≡ − ≡ −  .   (7.48) 

Από τον σχετικιστικό νόµο πρόσθεσης των ταχυτήτων, βρίσκουµε ότι η ανηγµένη ταχύτητα των ηλε-
κτρονίων στο ΣΑ∆Φ είναι 

  0
0

01
β ββ

ββ
−′ =

−
.    (7.49) 

Από τον µετασχηµατισµό του παράγοντα Lorentz έχουµε 

  ( )2
0 0 0 01 / 1 1γ β γγ ββ′ ′= − = − .     (7.50) 

 Επειδή στο ΣΑ∆Φ τα θετικά ιόντα κινούνται τώρα, οι αποστάσεις ανάµεσά τους συστέλλονται κα-
τά έναν παράγοντα 1 / γ  και έτσι η γραµµική πυκνότητα του θετικού φορτίου είναι µεγαλύτερη από 
όσο στο ΣΑΕ και ίση µε 0γλ . Τα ηλεκτρόνια, τώρα, αρχικά βρίσκονταν σε κίνηση µε ταχύτητα 0υ  
στο ΣΑΕ. Η γραµµική πυκνότητα φορτίου των ηλεκτρονίων στο ΣΑΕ είναι 0λ− . Στο δικό τους σύ-
στηµα αναφοράς, χωρίς συστολή µήκους, η γραµµική πυκνότητα φορτίου των θα είναι 0 0/λ γ− . Στη 
συνέχεια, στο ΣΑ∆Φ, στο οποίο τα ηλεκτρόνια κινούνται µε ταχύτητα 0υ′ , οι αποστάσεις ανάµεσά 
τους είναι µικρότερες κατά έναν παράγοντα 01 / γ ′  συγκρινόµενες µε αυτές στο δικό τους σύστηµα, και 
η γραµµική πυκνότητα του αρνητικού φορτίου είναι 0 0 0( / )λ γ γ′− . Η ολική γραµµική πυκνότητα φορ-
τίου είναι το αλγεβρικό άθροισµα των δύο πυκνοτήτων και ίση µε 

  0
0 0

0

γλ γλ λ
γ
′

′ = − .     (7.51) 

Αντικαθιστώντας για το 0γ ′  από την Εξ. (7.50) βρίσκουµε ότι είναι 

  ( )0 0 0 0
0

1 1λ γλ λ γγ ββ
γ

′ = − −        ή       0 0λ γββ λ′ = .     (7.52) 

 Στο ΣΑ∆Φ, ο αγωγός είναι φορτισµένος µε γραµµική πυκνότητα φορτίου λ′ . ∆ηµιουργεί, εποµέ-
νως, ένα ακτινικό ηλεκτρικό πεδίο έντασης 

  0 0

0 0

2
4π 2πrE

r r
λ γββ λ
ε ε
′

′ = =
′ ′

.     (7.53) 

Το πεδίο αυτό ασκεί µια δύναµη πάνω στο φορτίο q ίση µε  

  0 0

02πy y
qF qE

r
γββ λ
ε

′ ′= = −
′

.     (7.54) 

                                                 
5 E.M. Purcel, «Ηλεκτρισµός και Μαγνητισµός», Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Ε.Μ.Π., 2004. §5.9, σελ. 191-8. 
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Σχήµα 7.3  Η δύναµη που ασκεί ηλεκτρικό ρεύµα πάνω σε κινούµενο φορτίο. (α) Στο σύστηµα του εργαστηρίου 
τα θετικά ιόντα του αγωγού είναι ακίνητα και τα ηλεκτρόνιά του κινούνται προς τα θετικά x  µε ταχύτητα 0υ . Οι 

γραµµικές πυκνότητες φορτίων στον αγωγό είναι 0λ± . Το δοκιµαστικό φορτίο κινείται µε ταχύτητα υ  προς τα 
θετικά x . (β) Στο σύστηµα του δοκιµαστικού φορτίου, αυτό είναι ακίνητο, τα θετικά ιόντα κινούνται µε ταχύτητα υ  
προς τα αρνητικά x  και τα ηλεκτρόνια κινούνται µε ταχύτητα 0υ′ . Ο αγωγός εµφανίζεται τώρα φορτισµένος και 
ασκεί µια δύναµη Coulomb πάνω στο δοκιµαστικό φορτίο. (γ) Ο µετασχηµατισµός στο σύστηµα του εργαστηρίου 
δείχνει ότι ο αγωγός ασκεί µια µαγνητική δύναµη πάνω στο κινούµενο δοκιµαστικό φορτίο. (Σχήµα 5.20 του βιβλί-
ου E.M. Purcel, «Ηλεκτρισµός και Μαγνητισµός», Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Ε.Μ.Π., 2004. Σελ. 193.)   
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 Μετασχηµατίζοντας πίσω στο Σύστηµα Αναφοράς του Εργαστηρίου, η απόσταση του φορτίου από 
τον αγωγό παραµένει r r′=  και η δύναµη µετασχηµατίζεται σε /y yF F γ′=  ή  

  0 0

02πy
qF

r
ββ λ
ε

= − .     (7.55) 

Όµως, το ηλεκτρικό ρεύµα στον αγωγό, όπως αυτό µετριέται στο ΣΑΕ, είναι  

  0 0 0 0I cλ υ λ β= − = − .     (7.56) 
Εποµένως,    

  2
02πy x
IF q

c r
υ

ε
= .     (7.57) 

Αν χρησιµοποιήσουµε τη σχέση 2
0 01 /c ε µ=  βρίσκουµε ότι  

  0

2πy x
IF q
r

µ υ= .     (7.58) 

Αυτή είναι η δύναµη που ασκεί ένα ακτινικό µαγνητικό πεδίο ίσο µε  

  0( )
2πr

IB r
r

µ
= ,     (7.59) 

πάνω σε φορτίο q που κινείται µε ταχύτητα xυ . 
 Είδαµε ότι ένας ηλεκτρικά ουδέτερος αγωγός που διαρρέεται από ρεύµα, εµφανίζεται φορτισµένος 
στο σύστηµα αναφοράς ενός κινούµενου φορτίου και ασκεί µια ηλεκτρική δύναµη πάνω σε αυτόν. 
Μετασχηµατιζόµενη στο σύστηµα του εργαστηρίου, αυτή η δύναµη εµφανίζεται ως µαγνητική δύνα-
µη.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1 
 

ΤΟ ΠΑΡΑ∆ΟΞΟ ΤΟΥ ∆ΩΜΑΤΙΟΥ ΚΑΙ ΤΗΣ ΡΑΒ∆ΟΥ 
 
 
 
Π1.1  Το δωµάτιο και η ράβδος. Ένα σχετικιστικό παράδοξο 

Ένα δωµάτιο έχει µήκος ηρεµίας 4 m, κατά µήκος του άξονα των x. Μία ράβδος έχει µήκος ηρεµίας 
0 8 mL = , κατά µήκος του άξονα των x (Σχ. Π1.1α). Το δωµάτιο έχει µια πόρτα σε κάθε άκρο (α και 

β), αρχικά κλειστές. Το κέντρο του δωµατίου, Ο, είναι η αρχή του αδρανειακού συστήµατος αναφο-
ράς S  (Σχ. Π1.1β). Η ράβδος κινείται ως προς το S µε ταχύτητα 82,903 10  m/sV = ×  κατά µήκος του 
άξονα των x, προς τα θετικά x. Έτσι, / 0,968V cβ = =  και 4γ = . Στο σύστηµα S , η ράβδος έχει, 
εποµένως, µήκος ίσο µε 0 / 8 m /4 2 mL L γ= = =  και για να διανύσει µήκος 1 m απαιτείται χρόνος 
ίσος µε 1 m / 3,45 nsVτ = = . Τη χρονική στιγµή 0=t , το κέντρο της ράβδου συµπίπτει µε το κέντρο 
του δωµατίου. Στο σύστηµα αναφοράς της ράβδου, S′ , το δωµάτιο κινείται µε ταχύτητα V− , έχει 
µήκος 4 m /4 1 m=  και διανύει απόσταση 1 m σε χρόνο 3,45 nsτ =  (Σχ. Π1.1γ). 
 
 
 
 
 
 
 
 

(α) 

 

                                         (β)                                                                  (γ)                
 
Σχήµα Π1.1  (α) Το δωµάτιο και η ράβδος, συγκρινόµενα όταν και τα δύο είναι ακίνητα στο ίδιο σύστηµα αναφο-

ράς. (β) Το σύστηµα αναφοράς του δωµατίου, S , µε τη ράβδο να κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x . (γ) Το σύστηµα 

αναφοράς της ράβδου S′ , µέσα στο οποίο το δωµάτιο φαίνεται να κινείται µε ταχύτητα ˆV− = −V x .   

 
 
 Το σύστηµα αναφοράς της ράβδου, S′ , έχει άξονες παράλληλους µε αυτούς του S. Τη χρονική 
στιγµή 0=t , είναι 0=′t , και οι άξονες των δύο συστηµάτων συµπίπτουν. Εποµένως, )( Vtxx −=′ γ  

και ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′ x

c
Vtt

2
γ .  Βρίσκουµε τα ,x t  στο σύστηµα S και τα αντίστοιχα ,x t′ ′  στο σύστηµα S′ , 

για τα ακόλουθα συµβάντα: 
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Σύστηµα S  
(δωµάτιο) 

 

Σύστηµα S΄  
(ράβδος) 

 

 
 
 
 

 
Σ υ µ β ά ν x  (m) 

 
t  (ns) x΄  (m) t΄  (ns) 

(α) Άκρο Α στην πόρτα α Η πόρτα  α  ανοίγει 2−  10,35−  4+  15,6−  

(β) Άκρο Β στην πόρτα α Η πόρτα  α  κλείνει 2−  3,45−  4−  12+  
(γ) Τα κέντρα των  S  και  S΄  συµπίπτουν 0  0  0  0  
(δ) Άκρο Α στην πόρτα β Η πόρτα  β  ανοίγει 2+  3,45+  4+  12−  
(ε) Άκρο Β στην πόρτα β Η πόρτα  β  κλείνει 2+  10,35+  4−  15,6+  

 
 Παρατηρούµε ότι η σειρά συµβάντων στο χρόνο δεν είναι η ίδια για τα δύο συστήµατα. Τα συµβά-
ντα σχεδιάζονται µε τη σωστή χρονική σειρά στα δύο συστήµατα, στο σχήµα που ακολουθεί. Η πρώ-
τη στήλη δείχνει αυτά που παρατηρεί κάποιος στο σύστηµα S  του δωµατίου και η δεύτερη στήλη αυ-
τά που παρατηρεί κάποιος στο σύστηµα S′  της ράβδου. 
 
 Σύµφωνα µε τον S , µεταξύ 3,45 nst = −  και 3,45 nst = +  η ράβδος κινείται στο εσωτερικό του 
δωµατίου, µε τις δύο πόρτες κλειστές. Κάτι τέτοιο δεν µπορεί να συµβεί στο σύστηµα S′ , γιατί το 
µήκος του δωµατίου είναι πολύ µικρότερο από αυτό της ράβδου. Ο S′  παρατηρεί ότι και οι δύο πόρ-
τες είναι ανοιχτές και ένα τµήµα της ράβδου βρίσκεται µέσα στο δωµάτιο µεταξύ 15,6 nst′ = −  και 

15,6 nst′ = + .  
 Ακόµη και η διαδοχή των γεγονότων δεν είναι η ίδια στα δύο συστήµατα. Στο σύστηµα S , η πόρτα 
α ανοίγει και κλείνει και µετά ανοίγει και κλείνει η πόρτα β. Στο σύστηµα S′ , η πόρτα α ανοίγει και 
µετά ανοίγει και η πόρτα β. Ακολούθως κλείνει η πόρτα α και µετά η πόρτα β. 
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S 1 S′ 1 

 
S 2   10,35 nst = −    
Άκρο Α στην πόρτα α. Η πόρτα  α  ανοίγει 

S′ 2   15,6 nst′ = −  
Άκρο Α στην πόρτα α. Η πόρτα  α  ανοίγει 

 
S 3   3,45 nst = −  
Άκρο Β στην πόρτα α. Η πόρτα  α  κλείνει 

S′ 3   12 nst′ = −  
Άκρο Α στην πόρτα β. Η πόρτα  β  ανοίγει 

 
S 4   0t =                 Τα κέντρα  
της ράβδου και του δωµατίου συµπίπτουν 

S′ 4   0t′ =              Τα κέντρα  
της ράβδου και του δωµατίου συµπίπτουν 

 
S 5   3,45 nst = +  
Άκρο Α στην πόρτα β. Η πόρτα  β  ανοίγει 

S′ 5   12 nst′ = +  
Άκρο Β στην πόρτα α. Η πόρτα  α  κλείνει 

 
S 6   10,35 nst = +  
Άκρο Β στην πόρτα β. Η πόρτα  β  κλείνει 

S′ 6   15,6 nst′ = +  
Άκρο Β στην πόρτα β. Η πόρτα  β  κλείνει 

 
S 7 S′ 7 

 
Σχήµα Π1.2  Το παράδοξο του δωµατίου και της ράβδου. 

Η αλληλουχία των συµβάντων στα δύο συστήµατα αναφοράς. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 2 
 

Η ΕΜΦΑΝΙΣΗ ΚΙΝΟΥΜΕΝΩΝ ΣΩΜΑΤΩΝ 
 
 
 
Στην ιστορική του εργασία1 του 1905, ο Άινστάιν δηλώνει ότι: «Ένα στερεό σώµα το οποίο, µετρού-
µενο όταν είναι ακίνητο, έχει το σχήµα σφαίρας, έχει εποµένως όταν κινείται – αν το βλέπουµε από το 
ακίνητο σύστηµα αναφοράς – το σχήµα ενός ελλειψοειδούς εκ περιστροφής, µε άξονες 

2 2 1/2(1 / )R cυ− , R , R . Έτσι, ενώ οι διαστάσεις Y και Z της σφαίρας (και εποµένως και κάθε στερεού 
σώµατος, ανεξαρτήτως σχήµατος) δεν φαίνονται να µεταβάλλονται από την κίνηση, η διάσταση Χ 
φαίνεται να έχει συσταλθεί κατά το λόγο 1: 2 2 1/2(1 / )cυ− , δηλαδή όσο πιο µεγάλη είναι η τιµή της υ , 
η µεγαλύτερη και η συστολή. Για cυ =  όλα τα κινούµενα αντικείµενα  – αν το βλέπουµε από το «α-
κίνητο» σύστηµα αναφοράς – συρρικνώνονται σε επίπεδα σχήµατα.» Προφανώς, ο Άινστάιν χρησι-
µοποιεί τον όρο «βλέπουµε» µε την έννοια της παρατήρησης σε ένα σύστηµα, όπως ο ίδιος ορίζει αυ-
τή τη διαδικασία, µε άπειρους παρατηρητές σε όλα τα σηµεία του συστήµατος αναφοράς, ο καθένας 
µε το συγχρονισµένο του ρολόι. Αν όµως πάρουµε κυριολεκτικά τη λέξη «βλέπουµε», τότε η δήλωση 
αυτή είναι λανθασµένη. Υπάρχει διαφορά ανάµεσα στο σχήµα που ένα κινούµενο σώµα έχει και σε 
αυτό που φαίνεται να έχει. Τη διαφορά αυτή επεσήµανε πρώτος ο Αυστριακός φυσικός Anton Lampa 
το 1924, σε µια σύντοµη δηµοσίευσή του στα Γερµανικά, η οποία παρέµεινε σχεδόν απαρατήρητη. 
Την ίδια παρατήρηση έκαναν to 1959, ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, τόσο ο Roger Penrose2 όσο 
και ο James Terrel3. Το πρόβληµα του σχήµατος που ένα κινούµενο σώµα φαίνεται να έχει, θα εξετά-
σουµε παρακάτω.  
 
 
Π2.1  Η «πειραµατική διάταξη»  

Θα εξετάσουµε το εξής πρόβληµα: Έστω ότι ένα σώµα, 
γνωστού σχήµατος ηρεµίας, κινείται µε κάποια ταχύτη-
τα V στο σύστηµα S του εργαστηρίου. Αν χρησιµο-
ποιήσουµε, στο σύστηµα του εργαστηρίου (Σχ. Π2.1), 
µια ταχύτατη φωτογραφική µηχανή και φωτογραφή-
σουµε το κινούµενο σώµα, ποια είναι η εικόνα που θα 
αποτυπωθεί; Η φωτογραφική µηχανή θα αποτυπώσει 
ένα «στιγµιότυπο» του κινούµενου σώµατος, από το 
φως που εισέρχεται σε αυτήν την ίδια στιγµή. Θα συµ-
φωνήσουµε ότι η φωτογραφική µηχανή βρίσκεται σε 
πολύ µεγάλη απόσταση από το κινούµενο αντικείµενο, 
ώστε το φως που εισέρχεται σε αυτήν να αποτελείται 
από παράλληλες ακτίνες. Θα θεωρήσουµε ότι το επίπε-
δο του φακού της φωτογραφικής µηχανής είναι παράλ-
ληλο προς στο επίπεδο xz. Η φωτογραφία «λαµβάνε-
ται», εποµένως, µε φως που διασχίζει την ίδια στιγµή 
ένα επίπεδο παράλληλο προς το επίπεδο xz. 
 Αυτό που έχει σηµασία να θυµόµαστε είναι ότι το φως που διασχίζει ταυτόχρονα το επίπεδο xz και 
που τελικά σχηµατίζει και το είδωλο, είχε να διανύσει διαφορετικές αποστάσεις από τα διάφορα ση-
µεία του κινούµενου σώµατος για να φτάσει στο επίπεδο xz και, κατά συνέπεια, είχε εκπεµφθεί σε 
διαφορετικές χρονικές στιγµές και όχι ταυτοχρόνως από το σώµα. Εποµένως, η θέση από την οποία 

                                                 
1 A. Einstein. Ann. Physik 17, 891 (1905). Μεταφρασµένο στα αγγλικά στο βιβλίο A. Einstein, H.A. Lorentz, H. 

Weyl και H. Minkowski, “The Principle of Relativity” (Dover Publications, New York, 1952). 
2 R. Penrose. “The apparent shape of a relativistically moving sphere”. Proceedings of the Cambridge Philoso-

phical Society 55, 137 (1959).  
3 J. Terrell. “Invisibility of the Lorentz contraction”. Physical Review 116, 1041 (1959). 

 
Σχήµα Π2.1  Η διάταξη για τη φωτογράφηση 

ενός κινούµενου σώµατος. 
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ένα σηµείο όπως το Α στο σχήµα εξέπεµψε το φως που αποτυπώνει το είδωλό του, εξαρτάται από την 
απόσταση του σηµείου Α από τη φωτογραφική µηχανή, ή, ισοδύναµα, από το επίπεδο xz.    
 
 
Π2.2  Η εµφάνιση κινούµενων σωµάτων – Μη σχετικιστική θεώρηση  

Κλασική ευθεία. Ας εξετάσουµε την εµφάνιση ενός ευθύγραµµου αντικειµένου, µήκους L, προσανα-
τολισµένου έτσι ώστε να είναι κάθετο στον άξονα των x, και κινούµενου µε ταχύτητα V προς τα θετι-
κά x (Σχ. Π2.2). Έστω ότι φωτογραφίζουµε το κινούµενο αντικείµενο µια τέτοια χρονική στιγµή ώστε 
το πλησιέστερο προς τη φωτογραφική µηχανή άκρο του να αποτυπωθεί στο σηµείο Ο, την αρχή των 
αξόνων. Το φως από άλλα σηµεία του αντικειµένου, που φτάνουν στο επίπεδο xz ταυτοχρόνως µε το 
φως από το σηµείο Ο, έχοντας να ταξιδέψει µεγαλύτερες αποστάσεις, θα πρέπει να έχει εκπεµφθεί 
ενωρίτερα στο χρόνο, και όταν το αντικείµενο βρισκόταν σε άλλες θέσεις. Για παράδειγµα, το φως 
από το άλλο άκρο Α του αντικειµένου, χρειάζεται χρόνο /t L cδ =  για να διανύσει την επιπρόσθετη  

 
 
 
 

Σχήµα Π2.2  Ευθύγραµµο αντικείµενο ΟΑ, µήκους L, 
που είναι κάθετο στον άξονα των x και κινείται µε ταχύ-
τητα V προς την κατεύθυνση των θετικών x. Η φωτο-
γραφία του αντικειµένου, που λαµβάνεται όταν το ένα 
άκρο του αντικειµένου βρίσκεται στο σηµείο Ο, φαίνεται 
στο ένθετο στο κάτω µέρος του σχήµατος. Το είδωλο 

του αντικειµένου είναι η ευθεία Α0Ο.    
 

 
 
 
 
 
απόστασή του, L, από το επίπεδο xz. Στο χρόνο 
αυτό, το αντικείµενο διανύει απόσταση V tδ  στην 
κατεύθυνση των x. Το φως από το άκρο Α του 

αντικειµένου που αποτυπώνεται στη φωτογραφία, ξεκίνησε, εποµένως, από κάποιο σηµείο 0A , στο 
οποίο βρισκόταν το σηµείο Α εκείνη τη στιγµή. Αυτό το σηµείο υστερεί κατά απόσταση V tδ  ως προς 
το άκρο Ο στην κατεύθυνση των x. 
 Το είδωλο του αντικειµένου, θα αποτελείται από σηµεία του τα οποία κατανέµονται κατά µήκος 
της ευθείας 0A O . Το φως από αυτά θα διασχίσει το επίπεδο xz σε σηµεία µεταξύ Β και Ο. Η φωτο-
γραφία που προκύπτει φαίνεται στο ένθετο στο κάτω µέρος του σχήµατος. Το αντικείµενο απεικονίζε-
ται ως µία ευθεία 0A O , µήκους ( / )V c L . Θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε ότι το αντικείµενο αποτυ-
πώνεται στη φωτογραφία αφού έχει περιστραφεί κατά µία γωνία  

  arctan arctanV t V
L c
δφ = =  (Π2.1) 

και επιµηκυνθεί κατά έναν παράγοντα 

  
2 2 2

2
( )

1
L V t Vk

L c
δ+

= = + . (Π2.2) 

Το είδωλο της ευθείας θα έχει στη φωτογραφία µήκος 

  0A O V t Lδ β= = . (Π2.3) 

∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι αυτό δεν είναι ένα σχετικιστικό φαινόµενο.  
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Σχήµα Π2.3  (α) Τετράγωνο µε πλευρά L, το οποίο κινείται µε ταχύτητα V προς την κατεύθυνση των θετικών x. Η 
φωτογραφία του αντικειµένου φαίνεται στο ένθετο στο κάτω µέρος του σχήµατος. Το είδωλο του αντικειµένου είναι 
η ευθεία Α0ΟΒ0C.  (β) Η ίδια φωτογραφία θα προέκυπτε από ένα ακίνητο τετράγωνο πλευράς γL, το οποίο έχει 

περιστραφεί κατά γωνία φ όπως φαίνεται στο σχήµα.      
 
 
 
 
Σχήµα Π2.4  Η φωτογραφία ενός κύβου, µε ακµή 
µήκους L, ο οποίος κινείται µε ταχύτητα V προς 
την κατεύθυνση των θετικών x. Εκτός από τη 
µπροστινή έδρα του κύβου, OABC, γίνεται ορατή 
και η έδρα OCDE, η οποία βρίσκεται στο πίσω 
µέρος του κύβου όπως αυτός κινείται. 
 
 
 
 

 
Κλασικό τετράγωνο. Ας εξετάσουµε τώρα την περίπτωση ενός κινούµενου τετραγώνου, πλευράς µή-
κους L (Σχ. Π2. 3α). Για τους λόγους που περιγράψαµε πιο πάνω, αν η πλησιέστερη πλευρά αποτυπω-
θεί όταν βρίσκεται στη θέση ΟC, η απέναντι πλευρά θα αποτυπωθεί στη θέση που βρισκόταν σε χρό-
νο /t L cδ =  ενωρίτερα, δηλαδή στη θέση 0 0A B .  Στη φωτογραφία, το τετράγωνο θα αποτυπωθεί  
ως µια ευθεία A0OB0C µε τις κορυφές του στα σηµεία A0:( x Lβ= − ),  B0:( (1 )x Lβ= − ),  O:( 0x = )  
και  C:( x L= ). Αξίζει να σηµειωθεί ότι η ίδια φωτογραφία θα προέκυπτε από ένα ακίνητο τετράγωνο 
πλευράς Lγ , το οποίο έχει περιστραφεί κατά τη γωνία της Εξ. (Π2.1), όπως φαίνεται στο Σχ. Π2.3β. 

Κλασικός κύβος. Βασιζόµενοι σε όσα είπαµε για την περίπτωση ενός κινούµενου τετραγώνου, µπο-
ρούµε να συµπεράνουµε πως η φωτογραφία ενός κινούµενου κύβου (Σχ. Π2.4) θα δείχνει, εκτός από 
την πλησιέστερη έδρα OABC, και την έδρα OCDE, µε βάση ίση µε Lβ  και ύψος L. Η εικόνα που 
αποτυπώνεται στη φωτογραφία (Σχ. Π24) θα αντιστοιχούσε σε ένα ακίνητο ορθογώνιο παραλληλεπί-
πεδο ύψους L και µε βάση ένα τετράγωνο πλευράς Lγ , το οποίο έχει περιστραφεί κατά τη γωνία της 
Εξ. (Π2.1), όπως φαίνεται στο Σχ. Π2.3β για το κινούµενο τετράγωνο. 
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Κλασικός κύκλος. Θα εξετάσουµε τώρα την περίπτωση ενός κύκλου, ακτίνας R, που βρίσκεται στο 
επίπεδο xy και  κινείται µε ταχύτητα V προς τα θετικά x (Σχ. Π2.5). Ας υποθέσουµε ότι παίρνουµε τη 
φωτογραφία σε τέτοια στιγµή ώστε το πλησιέστερο προς τη φωτογραφική µηχανή σηµείο του κύκλου 
να αποτυπωθεί στο σηµείο 0x = . Έστω ότι ο κύκλος βρίσκεται σε αυτή τη θέση τη χρονική στιγµή 

0t = . Το φως από ένα σηµείο πάνω στον κύκλο, το οποίο εκείνη τη στιγµή βρίσκεται στη θέση 
( , )x y , θα χρειαστεί χρόνο /t y cδ =  περισσότερο από αυτόν που θα χρειαστεί το φως από το σηµείο 
Ο για να φτάσει στη φωτογραφική µηχανή. Θα αποτυπωθεί εποµένως στη φωτογραφία στη θέση που 
βρισκόταν τη χρονική στιγµή /t y c= − , δηλαδή στο σηµείο 0 0( / , )x x yV c y y= − = . Λύνοντας ως 
προς x και y βρίσκουµε: 
  0 0x x yβ= +      και     0y y= . (Π2.4) 

Αν αντικαταστήσουµε στην εξίσωση του κύκλου στη θέση που αυτός έχει τη στιγµή 0t = , δηλαδή 
στην  
  2 2 2( )x y R R+ − = , (Π2.5) 

βρίσκουµε την εξίσωση για την καµπύλη πάνω στην οποία βρίσκονται τα σηµεία του κύκλου όταν 
αποτυπώνονται στη φωτογραφία (κουκκίδες στο Σχ. Π2.5): 

  2 2 2
0 0 0( ) ( )x y y R Rβ+ + − = , (Π2.6) 

 
 
Σχήµα Π2.5  Η φωτογραφία ενός κύκλου, µε ακτίνα µήκους R, ο οποίος βρίσκεται στο επίπεδο xy και κινείται µε 

ταχύτητα V προς την κατεύθυνση των θετικών x. 
 
 

ή   2 2 2
0 0 0 0 02 (1 ) 2 0x x y y Ryβ β+ + + − = . (Π2.7) 

Μπορεί να ελεγχθεί ότι αυτή η εξίσωση παριστάνει µια έλλειψη µε άξονες κεκλιµένους ως προς τους 
άξονες των x και y.  
 Ένα σηµαντικό σηµείο που πρέπει να τονιστεί είναι ότι το σηµείο C του κύκλου, που προηγείται 
καθώς αυτός κινείται, δεν είναι και το ακραίο σηµείο στη φωτογραφία. Το σηµείο αυτό, Ε0 στη φωτο-
γραφία, αντιστοιχεί στο σηµείο Ε του κύκλου, το οποίο κατά την κίνηση του κύκλου υστερεί του C. 
Το είδωλο C0 του C, φωτογραφίζεται πιο πίσω από το είδωλο Ε0 του Ε. Η ερµηνεία θα δοθεί µε ανα-
φορά στο τρίγωνο του Σχ. Π2.5. Η υποτείνουσα του τριγώνου δείχνει τη θέση του κύκλου στο σηµείο 
Ε (πιο σωστά, την εφαπτοµένη στον κύκλο σε αυτό το σηµείο). Σχηµατίζει γωνία CKEφ =  µε τον 
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άξονα των y. Στο χρονικό διάστηµα tδ , στο οποίο το φως διανύει απόσταση c tδ  στην κατεύθυνση 
y− , ο κύκλος κινείται κατά απόσταση V tδ  στην κατεύθυνση των θετικών x. Για να µπορέσει το φως 

από το Ε να φτάσει στη φωτογραφική µηχανή, θα πρέπει να είναι tanV t c tδ δ φ≤ . Στην οριακή περί-
πτωση, στην οποία το φως µόλις που κατορθώνει να φτάσει στη φωτογραφική µηχανή, ισχύει η ισό-
τητα tanV t c tδ δ φ= , ή  

  tan tanCKEφ β= = . (Π2.8) 

Με ανάλογους συλλογισµούς, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το σηµείο D, το οποίο είναι διαµε-
τρικά αντίθετο του Ε, είναι µόλις δυνατό να αποτυπωθεί στη φωτογραφία, στην αριστερότερη θέση 
D0. Το φως από το D θα κατορθώσει να φτάσει στη φωτογραφική µηχανή, γιατί, καθώς κινείται από-
σταση c tδ  στην κατεύθυνση y− , ο κύκλος κινείται κατά απόσταση V tδ  στην κατεύθυνση των θετι-

κών x, η οποία είναι µόλις αρκετή αν είναι tanV t c tδ δ φ= , όπου τώρα είναι AKDφ = . Παρατηρού-
µε λοιπόν πως, ενώ αν ο κύκλος ήταν ακίνητος τα ακραία σηµεία που θα φωτογραφίζονταν θα ήταν τα 
C και Α, όταν ο κύκλος κινείται, δεν µπορούµε να φωτογραφήσουµε σηµεία πέραν το Ε, ενώ στο άλ-
λο άκρο φωτογραφίζουµε και σηµεία στο «πίσω» µέρος του κύκλου, µέχρι και το σηµείο D. Τα ση-
µεία Ε και D καθορίζονται πάνω στον κύκλο από τη γωνία φ . Και πάλι τονίζουµε ότι αυτό είναι ένα 
κλασικό και όχι σχετικιστικό φαινόµενο.     
 Το σχήµα του φωτογραφικού ειδώλου µιας κινούµενης σφαίρας θα µπορούσε να βρεθεί µε υπέρ-
θεση απείρως λεπτών κυκλικών δίσκων, οι οποίοι φωτογραφίζονται σύµφωνα µε όσα είπαµε πιο πά-
νω.  
 
 
Π2.3  Η εµφάνιση κινούµενων σωµάτων – Σχετικιστική θεώρηση  

Θα εξετάσουµε τώρα τις ίδιες περιπτώσεις µε πιο πάνω, αλλά χρησιµοποιώντας την Ειδική Θεωρία 
της Σχετικότητας. Για ένα ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ, όπως στο Σχ. Π2.2, τίποτα δεν αλλάζει από την 
κλασική ανάλυση γιατί το µήκος παραµένει το ίδιο εγκάρσια στην κίνηση. 

Σχετικιστικό τετράγωνο. Για ένα τετράγωνο πλευράς µήκους ηρεµίας L, υπάρχει µια βασική διαφορά 
τώρα: η πλευρά OC, στην κατεύθυνση κίνησης του τετραγώνου, συστέλλεται κατά έναν παράγοντα γ 
στο σύστηµα S (Σχ. Π2.6α). Οι κορυφές του τετραγώνου αποτυπώνονται τώρα στη φωτογραφία στις 
θέσεις  στα σηµεία A0:( x Lβ= − ),  B0:( (1 / )x Lγ β= − ),  O:( 0x = )  και  C:( /x L γ= ). Αξίζει να ση-
µειωθεί ότι η ίδια φωτογραφία θα προέκυπτε από ένα ακίνητο τετράγωνο, OA1B1C1 (Σχ. Π2.6β), 
πλευράς L , το οποίο έχει περιστραφεί σε σχέση µε το πραγµατικό τετράγωνο κατά γωνία φ , όπου 
sinφ β= , όπως φαίνεται στο Σχ. Π2.6β. Η κίνηση του τετραγώνου έχει, σύµφωνα µε την Ειδική Θε-
ωρία της Σχετικότητας, το αποτέλεσµα αυτό να εµφανίζεται σαν να έχει περιστραφεί κατά γωνία 

arcsinφ β= . Αυτό το φαινόµενο ισχύει γενικά για κινούµενα σώµατα, όπως θα δούµε και παρακάτω.  

Σχετικιστικός κύβος. Με βάση τα όσα ειπώθηκαν για την περίπτωση του τετραγώνου, µπορούµε να 
συµπεράνουµε ποια θα είναι η εµφάνιση ενός κινούµενου κύβου όταν αυτός φωτογραφηθεί. Η βάση 
του τετραγώνου είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, όπως αυτό του Σχ. Π2.6α, µε το µήκος της µίας 
πλευράς ίσο µε L, και το µήκος της άλλης πλευράς ίσο µε /L γ . Το ύψος του κύβου θα παραµείνει 
ίσο µε L. Η φωτογραφία του κύβου θα είναι όπως το Σχ. Π2.7. Εκτός από την έδρα OABC, η οποία 
βρίσκεται πάνω στον άξονα των x, γίνεται ορατή και η έδρα OCDE, η οποία βρίσκεται στο πίσω µέ-
ρος του κύβου όπως αυτό κινείται. Και πάλι, ο κύβος εµφανίζεται σαν να έχει περιστραφεί κατά µια 
γωνία arcsinφ β= .  
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Σχήµα Π2.6  (α) Τετράγωνο µε πλευρά L, το οποίο κινείται µε ταχύτητα V προς την κατεύθυνση των θετικών x. Η 
φωτογραφία του αντικειµένου φαίνεται στο ένθετο στο κάτω µέρος του σχήµατος. Το είδωλο του αντικειµένου είναι 
η ευθεία Α0ΟΒ0C.  (β) Η ίδια φωτογραφία θα προέκυπτε από ένα ακίνητο τετράγωνο πλευράς L, το οποίο έχει 

περιστραφεί κατά γωνία arcsinφ β= , όπως φαίνεται στο σχήµα.      

 
 
 
 
 
 
Σχήµα Π2.7  Η φωτογραφία ενός κύβου, µε ακµή µή-
κους L, ο οποίος κινείται µε ταχύτητα V προς την κατεύ-
θυνση των θετικών x. Εκτός από τη µπροστινή έδρα του 
κύβου, OABC, γίνεται ορατή και η έδρα OCDE, η οποία 
βρίσκεται στο πίσω µέρος του κύβου όπως αυτός κινεί-
ται. 
 
 
 
 

Σχετικιστικός κύκλος. Η περίπτωση ενός κινούµενου κύκλου παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Θα 
θεωρήσουµε ότι ο κύκλος έχει ακτίνα R και είναι ακίνητος στο επίπεδο x y′ ′  του αδρανειακού συστή-
µατος αναφοράς S′ , µε το κέντρο του στην αρχή των αξόνων. Ένα σηµείο Α του κύκλου καθορίζεται 
από την πολική γωνία θ΄ (Σχ. Π2.8). Στο σύστηµα αναφοράς S′ , το σηµείο Α βρίσκεται στη θέση   

  cosx R θ′ ′= ,     siny R θ′ ′= ,     0z′ = , (Π2.8) 

για κάθε τιµή του χρόνου t′ . Σε ένα άλλο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S, το οποίο κινείται ως 
προς το σύστηµα S′  µε ταχύτητα ˆV=V x , ο κύκλος έχει το σχήµα έλλειψης µε κέντρο Ο όταν είναι 

0t t′= = . Ο κύκλος συστέλλεται κατά έναν παράγοντα γ στην κατεύθυνση x. Το σηµείο Α θα βρίσκε-
ται στη θέση 0A  τη χρονική στιγµή 0t = , µε συντεταγµένες: 

  cosRx θ
γ

′= ,     siny R θ ′= ,     0z = . (Π2.9) 

Τη χρονική στιγµή t, η θέση του Α θα είναι 
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     cosRx Vtθ
γ

′= + ,   siny R θ ′= ,   0z = . (Π2.10) 

Το φως που φεύγει από το Α αυτή τη στιγµή, θα 
φτάσει στο σηµείο  

     cosRX Vtθ
γ

′= + ,     0Y = ,     0Z =  (Π2.11) 

του επιπέδου του ειδώλου τη χρονική στιγµή 

    l yT t
c
+

= +       ή     sinl RT t
c

θ ′+
= + .   (Π2.12) 

Εποµένως, λύνοντας τη δεύτερη από τις Εξ. (Π2.12) 
ως προς t και αντικαθιστώντας στην πρώτη των εξι-
σώσεων (Π2.11), βρίσκουµε ότι 

       ( )cos sinR VX VT l R
c

θ θ
γ

′ ′= + − + .   (Π2.13) 

 Αν, για µαθηµατική απλότητα και χωρίς απώλεια 
της γενικότητας, «πάρουµε» τη φωτογραφία όταν 
είναι /T l c= , δηλαδή τη στιγµή που το κέντρο του 
κύκλου βρίσκεται στο Ο, τότε είναι  
 

             1 cos sinX R θ β θ
γ

⎛ ⎞′ ′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    (Π2.14) 

όπου /V cβ = . Επειδή είναι 1 1
γ
≤ , 1β ≤   και  2

2

1 1β
γ

+ = , θέτουµε sinω β≡ ,  1cosω
γ

≡ , οπότε 

βρίσκουµε ότι ( )cos cos sin sinX R θ ω θ ω′ ′= −  και τελικά 

  cos( )X R θ ω′= + .  (Π2.15) 

     Η Χ έχει µέγιστο ίσο µε maxX R=  όταν θ ω′ = − , 
και ελάχιστο ίσο µε minX R= −  όταν θ π ω′ = − . Τα 
σηµεία αποτυπώνονται στη φωτογραφία ωσάν να 
προέρχονται από έναν κύκλο ακτίνας R ο οποίος έχει 
περιστραφεί ως προς την αρχική του θέση κατά γωνία 

arcsinω β=  σε κατεύθυνση αντίθετη της φοράς των 
δεικτών του ρολογιού (Σχ. Π2.9). Έτσι, το σηµείο Α, 
που στον ακίνητο κύκλο βρίσκεται στη γωνία θ ′ , στη 
φωτογραφία του κινούµενου κύκλου θα είχε θέση στο 
Α0, που αντιστοιχεί στη γωνία θ ω′+ . Παρατηρούµε 
ότι, για τους λόγους που εξηγήθηκαν στην περίπτωση 
του κινούµενου κύκλου όταν αυτός εξετάστηκε χωρίς 
την εφαρµογή της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας, 
σηµεία που θα ήταν ορατά στη φωτογραφία αν ο κύ-
κλος ήταν ακίνητος, θα είναι αόρατα τώρα που ο κύ-
κλος κινείται. Επίσης, σηµεία που θα ήταν αόρατα 
στη φωτογραφία αν ο κύκλος ήταν ακίνητος, θα είναι 
τώρα ορατά. Για παράδειγµα, το σηµείο Β θα ήταν το 
δεξιότερο σηµείο στη φωτογραφία του ακίνητου κύ-
κλου. Το σηµείο αυτό θα είναι τώρα αόρατο στη θέση 
Β0. Απεναντίας, το σηµείο D θα είναι τώρα το δεξιό-

 
Σχήµα Π2.8  Κύκλος ακτίνας µε µήκος ηρεµίας 
ίσο µε R, o οποίος κινείται µε ταχύτητα V προς 
την κατεύθυνση των θετικών x. 

 

 
Σχήµα Π2.9  Η φωτογραφία ενός κύκλου µε 
ακτίνα R, o οποίος κινείται µε ταχύτητα V προς 
την κατεύθυνση των θετικών x. Ο κύκλος φαί-
νεται σαν να έχει περιστραφεί κατά µία γωνία 
ίση µε arcsinω β= .  
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τερο σηµείο, στο D0. Τα σηµεία µεταξύ των D και B θα είναι αόρατα στη φωτογραφία. Στη διαµετρι-
κά αντίθετη περιοχή, το αριστερότερο σηµείο στο είδωλο θα είναι τώρα, αντί του C, το Ε0 που αντι-
στοιχεί στο σηµείο Ε. Τα σηµεία µεταξύ των C και E γίνονται τώρα ορατά στον κινούµενο κύκλο.     

Σχετικιστική σφαίρα. Τέλος, θα εξετάσουµε την περίπτωση µιας κινούµενης σφαίρας (Σχ. Π2.10). Θα 
θεωρήσουµε ότι η σφαίρα έχει ακτίνα R και είναι ακίνητη στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S′ , µε 
το κέντρο της στην αρχή των αξόνων. Ένα σηµείο Α της σφαίρας καθορίζεται από τις σφαιρικές πολι-
κές συντεταγµένες ( , , )r R θ φ′ ′= . Στο σύστηµα αναφοράς S′ , το σηµείο Α βρίσκεται στη θέση   

  cosx R θ′ ′= ,   sin cosy R θ φ′ ′ ′= ,   sin sinz R θ φ′ ′ ′= , (Π2.16) 

για κάθε τιµή του χρόνου t′ . Σε ένα άλλο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S, το οποίο κινείται ως 
προς το σύστηµα S′  µε ταχύτητα ˆV=V x , η σφαίρα έχει το σχήµα ελλειψοειδούς εκ περιστροφής, µε 
κέντρο Ο όταν είναι 0t t′= = . Η σφαίρα συστέλλεται κατά έναν παράγοντα γ στην κατεύθυνση x. Το 
σηµείο Α θα βρίσκεται στη θέση 0A  τη χρονική στιγµή 0t = , µε συντεταγµένες: 

        cosRx θ
γ

′= ,     sin cosy R θ φ′ ′= ,     sin sinz R θ φ′ ′= . (Π2.17) 

Τη χρονική στιγµή t, η θέση του Α θα είναι  

  cosRx Vtθ
γ

′= + ,     sin cosy R θ φ′ ′= ,     sin sinz R θ φ′ ′= . (Π2.18) 

Το φως που φεύγει από το Α αυτή τη στιγµή, θα φτάσει στο σηµείο  

       cosRX Vtθ
γ

′= + ,     sin sinZ R θ φ′ ′=  (Π2.19) 

του επιπέδου του ειδώλου τη χρονική στιγµή 

  l yT t
c
+

= +    ή   sin cosl RT t
c
θ φ′ ′+

= + .   (Π2.20) 

Εποµένως, λύνοντας τη δεύτερη από τις Εξ. (Π2.20) ως 
προς t και αντικαθιστώντας στην πρώτη των εξισώσε-
ων (Π2.19), βρίσκουµε ότι 

    ( )cos sin cosR VX VT l R
c

θ θ φ
γ

′ ′ ′= + − + .   (Π2.21) 

 
 
 
 
 
 
Σχήµα Π2.10  Σφαίρα ακτίνας µε µήκος ηρεµίας ίσο µε R, η 
οποία κινείται µε ταχύτητα V προς την κατεύθυνση των θετι-
κών x στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S. Στο σύστηµα S, 
η σφαίρα έχει σχήµα ελλειψοειδούς εκ περιστροφής, µε τον 
µικρό ηµιάξονα στην κατεύθυνση x να έχει µήκος ίσο µε 

/R γ . 
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 Αν, για µαθηµατική απλότητα και χωρίς απώλεια της γενικότητας, «πάρουµε» τη φωτογραφία ό-
ταν είναι /T l c= , δηλαδή τη στιγµή που το κέντρο του ελλειψοειδούς βρίσκεται στο Ο, τότε είναι  

  1 cos sin cosX R θ β θ φ
γ

⎛ ⎞′ ′ ′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,       sin sinZ R θ φ′ ′= .  (Π2.22) 

Απαλείφοντας το φ′  από τις δύο αυτές εξισώσεις, βρίσκουµε τη σχέση 

  
2

2 2 2cos sinX R Z Rθ θ
β βγ

⎛ ⎞′ ′− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (Π2.23) 

ή 

          

2

2

2 2 2 2 2

cos
1

sin sin

RX
Z

R R

θ
γ

β θ θ

⎛ ⎞′−⎜ ⎟
⎝ ⎠ + =

′ ′
.  (Π2.24) 

Η εξίσωση αυτή παριστάνει µια έλλειψη και αποτελείται 
από τα είδωλα των σηµείων της κινούµενης σφαίρας τα 
οποία βρίσκονται πάνω στον κύκλο µε δεδοµένο γεωγρα-
φικό πλάτος θ ′  (Σχ. Π2.11). 
 Η έλλειψη αυτή έχει κέντρο στο σηµείο 

                  0 cosRX θ
γ

′= ,       0Z = ,  (Π2.25)  

µεγάλο ηµιάξονα παράλληλο στον άξονα των Ζ  
και µε µήκος ίσο µε               sina R θ ′= ,  (Π2.26) 

και µικρό ηµιάξονα ίσο µε     sinb Rβ θ ′= ,  (Π2.27) 

στην κατεύθυνση του άξονα των Χ. Οι θέσεις των τεσσά-
ρων ακραίων σηµείων της έλλειψης είναι: 

Ανώτερο σηµείο:       0X ,  sinZ a R θΠ ′= =  (Π2.28) 

Κατώτερο σηµείο:           0X ,  K sinZ a R θ ′= − = −  (Π2.29) 

Αριστερότερο σηµείο: A 0 cos sinRX X b Rθ β θ
γ

′ ′= − = −  (Π2.30) 

∆εξιότερο σηµείο:  0 cos sinRX X b Rθ β θ
γ∆ ′ ′= + = +  (Π2.31) 

Αν θέσουµε sinω β≡ ,  1cosω
γ

≡ , προκύπτει ότι 

  A cos( )X R θ ω′= + ,          ∆ cos( )X R θ ω′= − .  (Π2.32) 

Οι πόλοι της σφαίρας βρίσκονται στα σηµεία: 

( 0θ ′ = ) B A ∆(0) (0) cosX X X R ω= = =   (Π2.33) 

(θ π′ = ) N A ∆(π) (π) cos( ) cosX X X R Rπ ω ω= = = ± = −   (Π2.34) 

Τέλος, η εξίσωση του γεωµετρικού τόπου πάνω στον οποίο αποτυπώνεται ο ισηµερινός της σφαίρας 
είναι: 

( / 2θ π′ = ) 
2 2

2 2 2 1X Z
R Rβ

+ = .   (Π2.35) 

Σχήµα Π2.11  Στη φωτογραφία µιας κινού-
µενης σφαίρας, ένας κύκλος σταθερού γεω-
γραφικού πλάτους θ ′ , ο οποίος είναι κάθε-
τος στην κατεύθυνση κίνησης της σφαίρας, 
αποτυπώνεται ως έλλειψη.
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Τα χαρακτηριστικά αυτά φαίνονται στο Σχ. Π2.12, το οποίο θα επεξηγηθεί και παρακάτω.  

 Το σχήµα της κινούµενης σφαίρας, όπως αυτό φωτογραφίζεται, δίνεται από την περιβάλλουσα της 
οικογένειας των άπειρων ελλείψεων που δίνονται από την Εξ. (Π2.24). Θέτοντας cosc θ ′≡ , οι ελλεί-
ψεις αυτές δίνονται, συναρτήσει της παραµέτρου c, από την εξίσωση: 

  
2

2 2 2( , , ) c (1 ) 0X Rf X Z c Z R c
β βγ

⎛ ⎞
= − + − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (Π2.36) 

Η περιβάλλουσα αυτών των ελλείψεων βρίσκεται αν απαλείψουµε την παράµετρο c ανάµεσα στις ε-
ξισώσεις 

  0f =       και      0f
c
∂

=
∂

. (Π2.37) 

Επειδή  22 c 2 0f X R R R c
c β βγ βγ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= − − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

,  (Π2.38) 

προκύπτει ότι είναι  2 2 2

c Xc
Rβ γ β γ

+ =        ή       Xc
Rγ

= .  (Π2.39) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (Π2.36), βρίσκουµε ότι είναι  

  
2 2

2 2
2 2 21 0X X XZ R

Rβ βγ γ
⎛ ⎞⎛ ⎞

− + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (Π2.40) 

  
2 2

4 2 2
2 2 0X XZ Rβ

β γ
+ + − + = ,          2 2 2 2

2

1X Z Rβ
γ

⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

και τελικά: 2 2 2X Z R+ =  (Π2.41) 

δείχνοντας ότι το σχήµα της κινούµενης σφαίρας στη φωτογραφία είναι ένας κύκλος ακτίνας R.  
 Είναι προφανές, σύµφωνα µε όσα είπαµε στην περίπτωση του κινούµενου κύκλου, ότι κάθε κυκλι-
κή τοµή του ειδώλου κάθετα στο επίπεδο της φωτογραφίας και παράλληλα στην κατεύθυνση κίνησης 
της σφαίρας εµφανίζεται να έχει περιστραφεί κατά µία γωνία ίση µε arcsinω β= . Κατά συνέπεια, και 
ολόκληρο το σφαιρικό είδωλο εµφανίζεται να έχει περιστραφεί κατά τον ίδιο τρόπο. Αυτά φαίνονται 
στο σχήµα Σχ. Π2.12. Και πάλι, κάποια σηµεία της σφαίρας που είναι αόρατα όταν αυτή είναι ακίνη-
τη, γίνονται ορατά, και αντιστρόφως.     
 

 
               (α) Ακίνητη σφαίρα                          (β) Κινούµενη σφαίρα              (γ) Φωτογραφία κινούµενης σφαίρας 
 
Σχήµα Π2.12  (α) Μια ακίνητη σφαίρα. Φαίνονται οι δύο πόλοι και οι κύκλοι σταθερού γεωγραφικού πλάτους και 
µήκους. Ο ισηµερινός της σφαίρας αντιστοιχεί στην τιµή π / 2θ = . (β) Μια σφαίρα που κινείται µε ταχύτητα V 
στην κατεύθυνση των x συστέλλεται κατά έναν παράγοντα γ στην κατεύθυνση αυτή. (γ) Φωτογραφιζόµενη, µια 
κινούµενη σφαίρα εµφανίζεται σφαιρική. Η σφαίρα εµφανίζεται επίσης να έχει περιστραφεί γύρω από άξονα πα-
ράλληλο στο επίπεδο της φωτογραφίας και κάθετο στην κατεύθυνση κίνησής της κατά µία γωνία arcsinω β= .   
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Πρόβληµα  

Π2.1 Χρησιµοποιήστε τη διαδικασία που ακολουθήθηκε στην περίπτωση της σχετικιστικής σφαίρας 
για να βρείτε τη µορφή του ειδώλου της κινούµενης σφαίρας χωρίς σχετικιστικά φαινόµενα.  
Υπόδειξη: Να θέσετε γ = 1 στις Εξ. (Π2.24), (Π2.36) και (Π2.38), χωρίς να αλλάξετε το β.   

   Απ.: 
2 2

2 2 2 1
(1 )

X Z
R Rβ

+ =
+

. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 3 
 

ΤΟ ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΟ ΤΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΤΟΥ MAXWELL ΚΑΙ ΤΗΣ  
ΚΥΜΑΤΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΚΑΤΑ ΤΟΝ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟ LORENTZ  

 
 
 
Π3.1  Η µερική παράγωγος 

Επειδή θα χρησιµοποιήσουµε την έννοια της µερικής παραγώγου, θα δώσουµε εδώ µια πολύ στοι-
χειώδη εισαγωγή σε αυτήν. Για καλύτερη ενηµέρωση θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί ένα βιβλίο Μαθη-
µατικής Ανάλυσης4. Το εδάφιο αυτό µπορεί να παραλειφθεί από αναγνώστες µε γνώση αυτών των 
θεµάτων. 
 Η παράγωγος µιας συνάρτησης )(xf  µιας µεταβλητής ορίζεται ως    

  
x

xfxxf
dx
dyxf

x ∆
−∆+

==′
→∆

)()(lim)(
0

 .   (Π3.1) 

Για συναρτήσεις δύο ή περισσότερων µεταβλητών, αντίστοιχα όρια ορίζονται ως προς οποιαδήποτε 
από τις µεταβλητές, µε τη συνθήκη ότι οι υπόλοιπες µεταβλητές διατηρούνται σταθερές. Για παρά-
δειγµα, αν η ),( yxf  είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών x  και y , το όριο  

  
x

yxfyxxf

y
x ∆

−∆+

=
→∆

),(),(lim
0

σταθ

   (Π3.2) 

ονοµάζεται µερική παράγωγος της ),( yxf  ως προς x  και συµβολίζεται µε 
x
f
∂
∂  ή xf . 

 Η ),( yxf  έχει δύο πρώτες µερικές παραγώγους, τις  

    
x

yxfyxxf
x
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y
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0

σταθ

     (Π3.3) 

Παράδειγµα. Οι πρώτες µερικές παράγωγοι της 22),( xyyxf =  είναι:  22 2 2 4f fy x y xy
x y
∂ ∂

= = =
∂ ∂

.   

Εκτός από τις παραγώγους πρώτης τάξης, ,f f
x y
∂ ∂
∂ ∂

,  παράγωγοι ανώτερων τάξεων επίσης ορίζονται, 

και υπολογίζονται µε περαιτέρω παραγώγιση. Έτσι, οι παράγωγοι δεύτερης τάξης της ),( yxf  είναι οι    
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 (Π3.4) 

Παράδειγµα. Η ίδια συνάρτηση, 22),( xyyxf = , έχει τις εξής µερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 
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4  Π.χ. Ι.S. Sokolnikoff και R.M. Redheffer, «Μαθηµατικά για Φυσικούς και Μηχανικούς», Πανεπιστηµιακές 

Εκδόσεις Ε.Μ.Π., Αθήνα 2001. Κεφ. 5.  ή  M.R. Spiegel, «Ανώτερα Μαθηµατικά», ΕΣΠΙ, Αθήνα 1982. Κεφ. 
6, 8. 
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∆ιαφορικά 

Αν η ),,( zyxf  είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών zyx ,, , η έκφραση   

  dz
z
fdy

y
fdx

x
fdf

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=     (Π3.5) 

ονοµάζεται το ολικό διαφορικό, ή απλώς το διαφορικό της συνάρτησης ),,( zyxf . Οι ποσότητες 
dydx,  και dz είναι τα διαφορικά των zyx ,, , αντίστοιχα.  

 Οι µεταβλητές zyx ,, είναι δυνατό να είναι συναρτήσεις άλλων µεταβλητών. Τα dx , dy  και dz  
δεν είναι απαραιτήτως µικρές ποσότητες. Για «πολύ µικρές» µεταβολές dx , dy  και dz  στις µεταβλη-
τές zyx ,, , αντίστοιχα, το διαφορικό df  µπορεί να θεωρηθεί ως η προκύπτουσα µεταβολή στην 

),,( zyxf . Αν  ),,( zyxf = σταθ.,  τότε είναι 0=df . Όσο µικρότερα είναι τα dx , dy  και dz , τόσο 
καλύτερη προσέγγιση είναι το διαφορικό στην αντίστοιχη µεταβολή της ),,( zyxf .  
 Όταν ένας αριθµός µικρών µεταβολών, οι οποίες είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, συµβαίνουν ταυ-
τόχρονα σε ένα σύστηµα, το συνολικό αποτέλεσµα είναι ίσο µε το άθροισµα των επιµέρους αποτελε-
σµάτων. Από φυσική άποψη, αυτό ισοδυναµεί µε την αρχή της επαλληλίας. 

Παράδειγµα. Να βρεθεί το διαφορικό της zxyzyxf /),,( 2= . 

Επειδή είναι:    2

22

,2,
z
xy

z
f

z
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y
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y
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f

−=
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=
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=
∂
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έχουµε    
2 2

2

2f f f y xy xydf dx dy dz dx dy dz
x y z z z z
∂ ∂ ∂

= + + = + −
∂ ∂ ∂

. 

 
Παραγώγιση σύνθετων συναρτήσεων 

Αν η ),,( zyxf  είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών zyx ,, , και αυτές είναι συναρτήσεις µιας άλλης 
µεταβλητής, έστω της t , τότε το διαφορικό της Εξ. (Π3.5),    

  dz
z
fdy

y
fdx

x
fdf

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ,    

διαιρούµενο διά dt , δίνει το ρυθµό µεταβολής της ),,( zyxf  ως προς την t , ως    

  
dt
dz

z
f

dt
dy

y
f

dt
dx

x
f

dt
df

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=   .  (Π3.6) 

Η 
dt
df  ονοµάζεται ολική παράγωγος της ),,( zyxf  ως προς t . Ο ρυθµός µεταβολής της ),,( zyxf  εί-

ναι µια επαλληλία τριών όρων, ο καθένας από τους οποίους δίνει το ρυθµό µεταβολής της ),,( zyxf  
που οφείλεται στη µεταβολή, ξεχωριστά, της κάθε µιας από τις µεταβλητές zyx ,, . Αναλυτικότερα, 

x
f
∂
∂  είναι ο ρυθµός µεταβολής της ),,( zyxf  ως προς το x  όταν τα y  και z  διατηρούνται σταθερά, 

και 
dt
dx  είναι ο στιγµιαίος ρυθµός µεταβολής του x  ως προς t . Εποµένως, 

dt
dx

x
f
∂
∂  είναι ο στιγµιαίος 

ρυθµός µεταβολής της ),,( zyxf  ως προς το χρόνο, λόγω της µεταβολής του x  µόνο. Οι άλλοι όροι 
έχουν αντίστοιχες ερµηνείες. Το άθροισµα δίνει τον ολικό ρυθµό µεταβολής της ),,( zyxf  ως προς το 
χρόνο. Βεβαίως, µε αντικατάσταση των συναρτήσεων )(tx , )(ty  και )(tz  στην ),,( zyxf , βρίσκουµε 

τη συνάρτηση [ ] )()(),(),( tftztytxf = , της οποίας η παράγωγος 
dt
df  υπολογίζεται απευθείας. 
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Τελεστές παραγώγισης 

Στην Εξ. (Π3.5), στη θέση του ),,( zyxf  θα µπορούσε να είναι οποιαδήποτε συνάρτηση των x, y και z 
ή κάποιων από αυτά. Αυτό µπορεί να εκφραστεί ορίζοντας τον τελεστή παραγώγισης   

  d dx dy dz
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

.    (Π3.7) 

Αν θέσουµε οποιαδήποτε συνάρτηση ),,( zyxf  στα δεξιά του τελεστή, αυτός θα δράσει πάνω στη 
συνάρτηση, δίνοντας το ολικό της διαφορικό , όπως στην Εξ. (Π3.5). 
 Οµοίως, ο τελεστής της ολικής παραγώγου ως προς t  βρίσκεται από την Εξ. (Π3.6) να είναι: 

  d dx dy dz
dt dt x dt y dt z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
  .  (Π3.8) 

Αν ο τελεστής αυτός δράσει πάνω στη συνάρτηση ),,( zyxf , θα δώσει την ολική παράγωγό της ως 
προς t , όπως αυτή εκφράζεται από την Εξ. (Π3.6). 
 Από τη διανυσµατική ανάλυση είναι γνωστός ο τελεστής ανάδελτα, ∇ , ο οποίος σε καρτεσιανές 
συντεταγµένες γράφεται ως:  

  ˆ ˆ ˆ
x y z
∂ ∂ ∂

∇ ≡ + +
∂ ∂ ∂

x y z .  (Π3.9) 

Κάνοντας χρήση του ∇  µπορούµε να ορίσουµε µεγέθη όπως  

η βαθµίδα βαθµωτής συνάρτησης:            ˆ ˆ ˆf f fgrad f f
x y z
∂ ∂ ∂

= ∇ = + +
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x y z ,  (Π3.10) 

η απόκλιση διανυσµατικής συνάρτησης:         yx zEE Ediv
x y z

∂∂ ∂
= ∇⋅ = + +

∂ ∂ ∂
E E  (Π3.11) 

ο στροβιλισµός διανυσµατικής συνάρτησης: 
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Ορίζεται επίσης ο Λαπλασιανός τελεστής   graddiv≡∇⋅∇≡∇2 .  Είναι: 
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Η Λαπλασιανή του βαθµωτού µεγέθους ψ  ορίζεται ως 

  2
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2
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zyx ∂
∂

+
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≡∇
ψψψψ . (Π3.15) 

Ορίζεται επίσης και η Λαπλασιανή του διανυσµατικού µεγέθους E : 

  
2 2 2

2
2 2 2x y z

∂ ∂ ∂
∇ ≡ + +
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E E EE . (Π3.16) 

Οι τελεστές αυτοί χρησιµοποιούνται ευρέως στην ηλεκτροµαγνητική θεωρία.  
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Π3.2  Οι τελεστές παραγώγισης των µετασχηµατισµών του Γαλιλαίου και του Lorentz 

Οι τελεστές παραγώγισης των µετασχηµατισµών του Γαλιλαίου 

Ο µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου από το σύστηµα αναφοράς : ( , , , )S x y z t  στο σύστηµα αναφοράς 
: ( , , , )S x y z t′ ′ ′ ′ ′ , το οποίο κινείται µε ταχύτητα V στην κατεύθυνση των θετικών x ως προς το S , γί-

νεται µέσω των σχέσεων 
  , , ,x x Vt y y z z t t′ ′ ′ ′= − = = = , (Π3.17) 

 Θα χρειαστούµε επίσης να µετατρέψουµε τις παραγώγους ως προς x , y , z  και t  σε παραγώγους 
ως προς x′ , y′ , z′  και t′ . Για παράδειγµα, η µεταβλητή x  είναι συνάρτηση των µεταβλητών x′  και 
t′ , και εποµένως, σύµφωνα µε τον κανόνα της αλυσίδας, η µερική παράγωγος ως προς x  της συνάρ-
τησης ( , , , )x y z tψ  είναι: 

  x t
x x x t x
ψ ψ ψ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (Π3.18) 

Συµβολικά, µπορούµε να γράψουµε τον τελεστή µερικής παραγώγισης ως προς x , δηλ. / x∂ ∂ , ως 

  x t
x x x x t

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. (Π3.19) 

Από την πρώτη των Εξ. (Π3.17) βρίσκουµε ότι είναι 1x
x
′∂
=

∂
 και από την τέταρτη 0t

x
′∂
=

∂
. Αντικαθι-

στώντας στην Εξ. (Π3.19), προκύπτει ότι  

  
x x
∂ ∂
=

′∂ ∂
.  (Π3.20) 

Με άλλα λόγια, η µερική παράγωγος ως προς x  είναι ίση µε τη µερική παράγωγο ως προς x′ . 
Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία βρίσκουµε  

  
2 2

2 2x x
∂ ∂

=
′∂ ∂

.  (Π3.21) 

Επίσης, επειδή είναι y y′ =  και z z′ = , προκύπτει επίσης ότι  

  
y y
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.  (Π3.22) 

και 
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. (Π3.23) 

 Για τις παραγώγους ως προς t, έχουµε   

  t x
t t t t x

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (Π3.24) 

 και επειδή, από την τέταρτη των Εξ. (Π3.17), είναι 1t
t
′∂
=

∂
 και από την πρώτη είναι x V

t
′∂
= −

∂
, προ-

κύπτει ότι  

  V
t t x
∂ ∂ ∂
= −

′ ′∂ ∂ ∂
.   (Π3.25) 

Επαναλαµβάνοντας τη µερική παραγώγιση ως προς t, έχουµε 
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2
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t x t x t xt t x
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. (Π3.26) 
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Οι τελεστές παραγώγισης των µετασχηµατισµών του Lorentz  

Ο µετασχηµατισµός του Lorentz από το σύστηµα αναφοράς : ( , , , )S x y z t  στο σύστηµα αναφοράς 
: ( , , , )S x y z t′ ′ ′ ′ ′ , το οποίο κινείται µε ταχύτητα V στην κατεύθυνση των θετικών x ως προς το S , γί-

νεται µέσω των σχέσεων 

  ( )tVxx −=′ γ      yy =′      zz =′      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′ x

c
Vtt 2γ . (Π3.27) 

Από το γεγονός ότι το x είναι συνάρτηση των x′  και t′  προκύπτει η σχέση  

  x t
x x x x t

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.  (Π3.28) 

Επειδή, από την πρώτη Εξ. (Π3.27) βρίσκουµε x
x

γ
′∂
=

∂
 και από την τέταρτη βρίσκουµε ότι είναι 

2
t V
x c

γ
′∂
= −

∂
, µε αντικατάσταση στην Εξ. (Π3.28) προκύπτει ότι 

  2 2
V V

x x t x tc c
γ γ γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.  (Π3.29) 

Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία, βρίσκουµε 

 
2

2 2 2
V V

x t x tx c c
γ γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      ή      
2 2 2 2 2

2
2 2 2 4 22 V V

x tx x c c t
γ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′∂ ∂′ ′∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. (Π3.30) 

Επίσης, επειδή είναι y y′ =  και z z′ = , έχουµε        

  
y y
∂ ∂
=

′∂ ∂
       και       

z z
∂ ∂
=

′∂ ∂
        (Π3.31) 

καθώς και        
2 2

2 2y y
∂ ∂

=
′∂ ∂

       και       
2 2

2 2z z
∂ ∂

=
′∂ ∂

. (Π3.32) 

 Από το γεγονός ότι το t είναι συνάρτηση των x′  και t′  προκύπτει η σχέση  

  t x
t t t t x

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. (Π3.33) 

Επειδή, από την τέταρτη Εξ. (Π3.27) βρίσκουµε t
t

γ
′∂
=

∂
 και από την πρώτη βρίσκουµε x V

t
γ

′∂
= −

∂
, 

προκύπτει ότι   

  V
t t x

γ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟′ ′∂ ∂ ∂⎝ ⎠
.  (Π3.34) 

Επαναλαµβάνοντας τη µερική παραγώγιση ως προς t, έχουµε  

 
2

2 V V
t x t xt

γ γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
      ή      

2 2 2 2
2 2

2 2 22V V
t xt t x

γ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − +⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′∂ ∂′ ′∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (Π3.35) 
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Π3.3  Οι εξισώσεις του Maxwell  

Η µαθηµατική περιγραφή των νόµων του ηλεκτροµαγνητισµού δίνεται από τις εξισώσεις του Max-
well, οι οποίες είναι οι εξής: 

  0 0 0
0

, 0, , .
t t

ρ ε µ µ
ε

∂ ∂
∇⋅ = ∇⋅ = ∇× = − ∇× = +

∂ ∂
B EE B E B J  (Π3.36) 

Στο κενό, χωρίς φορτία, 0ρ = , ή ρεύµατα, 0=J  οι εξισώσεις απλοποιούνται σε: 

  0 00 0
t t

ε µ∂ ∂
∇⋅ = ∇⋅ = ∇× = − ∇× =

∂ ∂
B EE B E B  (Π3.37) 

οι οποίες µπορούν να συνδυαστούν και να δώσουν µια εξίσωση για το ηλεκτρικό πεδίο E  και µια 
εξίσωση για το µαγνητικό πεδίο B : 

  
2 2

2 2
2 2 2 2

1 1,
c t c t

∂ ∂
∇ = ∇ =

∂ ∂
E BE B .  (Π3.38) 

Αυτές οι εξισώσεις περιγράφουν ένα ηλεκτροµαγνητικό κύµα που κινείται µε ταχύτητα 

  
0 0

1 299 792 458 m/sc
ε µ

= = . (Π3.39) 

 Οι Εξ. (Π3.37) και (Π3.38) µπορούν να γραφτούν αναλυτικά σε καρτεσιανές συντεταγµένες, ως 

Η εξίσωση 0∇⋅ =E   γράφεται και ως:        0yx zEE E
x y z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (Π3.40) 

Η εξίσωση 0∇⋅ =B   γράφεται και ως:        0yx zBB B
x y z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (Π3.41) 

Η εξίσωση 
t

∂
∇× = −

∂
BE   γράφεται και ως: 

  , , .y y yz x x z x zE B EE B E E E B
y z t z x t x y t

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = − − = − − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (Π3.42-44) 

Η εξίσωση 2
1

tc
∂

∇× =
∂
EB   γράφεται και ως:   

  2 2 2

1 1 1, , .y y yz x x z x zB E BB E B B B E
y z c t z x c t x y c t

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = − = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (Π3.45-47) 

Η εξίσωση 
2

2
2 2

1
c t

∂
∇ =

∂
EE   γράφεται και ως:   (Π3.48-50) 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1x x x xE E E E
x y z c t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
,   

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1y y y yE E E E
x y z c t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
,   

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1z z z zE E E E
x y z c t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
. 

Η εξίσωση 
2

2
2 2

1
c t

∂
∇ =

∂
BB   γράφεται και ως:   (Π3.51-53) 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1x x x xB B B B
x y z c t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
,   

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1y y y yB B B B
x y z c t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
,   

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1z z z zB B B B
x y z c t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
. 

Τα πλεονεκτήµατα του διανυσµατικού συµβολισµού είναι εµφανή.  
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 Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν τη συµπεριφορά των πεδίων  E  και B , όπως αυτή παρατηρήθη-
κε στο εργαστήριο. Εκτός και αν υπάρχει λόγος να υποθέσουµε ότι η Γη είναι ένα προνοµιακό σύστη-
µα αναφοράς, θα πρέπει οι εξισώσεις αυτές να έχουν την ίδια µορφή για όλους τους παρατηρητές.  
 
 
Π3.4  Ο µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου και η κυµατική εξίσωση  

Η τριδιάστατη κυµατική εξίσωση για το βαθµωτό µέγεθος ψ  έχει τη µορφή  

  
2

2
2 2

1 0
c t

ψψ ∂
∇ − =

∂
          ή          

2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 0

x y z c t
ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − =
∂ ∂ ∂ ∂

. (Π3.54) 

Στη θέση του ψ  µπορούµε να αντικαταστήσουµε τις συνιστώσες ,, ,x y zE E E  του ηλεκτρικού πεδίου, 

τις συνιστώσες ,, ,x y zB B B  του µαγνητικού πεδίου ή ακόµη και τα διανύσµατα E  και B . Θα µετα-
σχηµατίσουµε την κυµατική εξίσωση από το σύστηµα αναφοράς : ( , , , )S x y z t  στο σύστηµα 

: ( , , , )S x y z t′ ′ ′ ′ ′  µέσω του µετασχηµατισµού του Γαλιλαίου 

  , , ,x x Vt y y z z t t′ ′ ′ ′= − = = = , (Π3.55) 

για να βρούµε τη µορφή της κυµατικής εξίσωσης για έναν παρατηρητή που κινείται µε ταχύτητα V 
στην κατεύθυνση των θετικών x ως προς έναν παρατηρητή για τον οποίο οι εξισώσεις του Maxwell 
έχουν τη µορφή που έχουν πιο πάνω.  
 Χρησιµοποιώντας τους τελεστές παραγώγισης των Εξ. (Π3.21), (Π3.23) και (Π3.26) στο αριστερό 
µέλος της κυµατικής εξίσωσης, Εξ. (Π3.21), έχουµε 

  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 0V V

t xx y z c t x y z c t c x c
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − = + + − − + − =
′ ′′ ′ ′ ′ ′ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

και εποµένως  
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2V V

t xx y z c t c x c
ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − = −
′ ′′ ′ ′ ′ ′ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (Π3.56) 

Για το διάνυσµα του ηλεκτρικού πεδίου, για παράδειγµα, η εξίσωση θα ήταν 

  
2 2 2

2 2
2 2 2 2

1 1 2V V
x tc t c x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂′∇ = + −⎜ ⎟′ ′′ ′ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠

E E EE .  (Π3.57) 

 Προφανώς η κυµατική εξίσωση δεν είναι αναλλοίωτη αλλά αλλάζει µορφή όταν µετασχηµατίζεται 
σύµφωνα µε τον µετασχηµατισµό του Γαλιλαίου.  
 
 
Π3.5  Οι µετασχηµατισµοί του Lorentz και η κυµατική εξίσωση  

Ιστορικά, οι εξισώσεις του Maxwell ήταν γνωστές πριν από τη διατύπωση της θεωρίας της σχετικότη-
τας. Το γεγονός ότι οι µετασχηµατισµοί του Γαλιλαίου δεν αφήνουν αναλλοίωτες τις εξισώσεις αυτές 
είχε ήδη επισηµανθεί. Ο Lorentz προσδιόρισε εκείνους τους µετασχηµατισµούς, που πρέπει να αντι-
καταστήσουν αυτούς του Γαλιλαίου για δύο αδρανειακά συστήµατα σε σχετική κίνηση, και οι οποίοι 
αφήνουν αναλλοίωτη την κυµατική εξίσωση και τις εξισώσεις του Maxwell γενικότερα. Οι µετασχη-
µατισµοί που ο Lorentz βρήκε και ικανοποιούν αυτές τις συνθήκες, είναι αυτοί που σήµερα είναι γνω-
στοί µε το όνοµά του: 

  ( )tVxx −=′ γ      yy =′      zz =′      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′ x

c
Vtt 2γ .  

 Ακολουθώντας µια διαδικασία αντίθετη από αυτήν του Lorentz, θα δείξουµε ότι οι µετασχηµατι-
σµοί αυτοί αφήνουν αναλλοίωτη την κυµατική εξίσωση. Θα µετασχηµατίσουµε τώρα την κυµατική 
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εξίσωση από το σύστηµα αναφοράς : ( , , , )S x y z t  στο σύστηµα : ( , , , )S x y z t′ ′ ′ ′ ′  µέσω των µετασχη-
µατισµών του Lorentz. 
 Αντικαθιστώντας στην κυµατική εξίσωση (Π3.54) τις µερικές παραγώγους ως προς τις άτονες µε-
ταβλητές συναρτήσει αυτών ως προς τις τονούµενες, Εξ. (Π3.30), (Π3.32) και (Π3.35), βρίσκουµε 

 
2 2

2
2 22 V

x tx c
ψ ψγ ∂ ∂

−
′ ′′ ∂ ∂∂

2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2V V
t xc t y z c t

ψ ψ ψ γ ψ ψ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ′ ′′ ′ ′ ′ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
2

2 0V
x
ψ⎛ ⎞∂

+ =⎜ ⎟⎜ ⎟′∂⎝ ⎠
 (Π3.58) 

  
2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 21 1 0V V

c x y z c c t
ψ ψ ψ γ ψγ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (Π3.59) 

ή, τελικά,  
2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 0

x y z c t
ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − =
′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂

.  (Π3.60) 

Βλέπουµε ότι οι µετασχηµατισµοί του Lorentz αφήνουν αναλλοίωτη την κυµατική εξίσωση.  
 
 
Π3.6  Οι µετασχηµατισµοί του Lorentz και οι εξισώσεις του Maxwell  

Εξετάζουµε πρώτα την Εξ. (Π3.43), yx z BE E
z x t

∂∂ ∂
− = −

∂ ∂ ∂
.  

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (Π3.43) τους τελεστές παραγώγισης από τις Εξ. (Π3.29), (Π3.31) και 
(Π3.34), βρίσκουµε: 

  2
y yx z z B BE E V E V

z x c t t x
γ γ

∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (Π3.61) 

την οποία ξαναγράφουµε ως  

  ( ) 2
x

z y y z
E VE VB B E
z x t c

γ γ∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞− + = − +⎜ ⎟′ ′ ′∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠
. (Π3.62) 

Αυτή έχει τη µορφή yx z BE E
z x t

′∂′ ′∂ ∂
− = −

′ ′ ′∂ ∂ ∂
 αν δεχθούµε ότι είναι: 

  ( ) 2, ,x x z z y y y z
VE E E E VB B B E
c

γ γ ⎛ ⎞′ ′ ′= = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (Π3.63-65) 

 

 Οµοίως, από την Εξ. (Π3.44), y x zE E B
x y t

∂ ∂ ∂
− = −

∂ ∂ ∂
, καταλήγουµε στη σχέση 

  ( ) 2
x

y z z y
E VE VB B E

x y t c
γ γ∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞− − = − −⎜ ⎟′ ′ ′∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

. (Π3.66) 

Αυτή είναι πανοµοιότυπη µε την  y x zE E B
x y t
′∂ ′ ′∂ ∂
− = −

′ ′ ′∂ ∂ ∂
, αν δεχθούµε ότι είναι: 

  ( ) 2, ,y y z x x z z y
VE E VB E E B B E
c

γ γ ⎛ ⎞′ ′ ′= − = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (Π3.67-69) 
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 Για να βρούµε τον µετασχηµατισµό για τη συνιστώσα xB  χρησιµοποιούµε την Εξ. (Π3.41) 

0yx zBB B
x y z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
. Αντικαθιστώντας για τους τελεστές παραγώγισης από τις Εξ. (Π3.29) και 

(Π3.31) στην Εξ. (Π3.41), βρίσκουµε  

  2 0yx x zBB V B B
x c t y z

γ
∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + + =⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. (Π3.66) 

 Από την Εξ. (Π3.65), 2y y z
VB B E
c

γ ⎛ ⎞′ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, και την Εξ. (Π3.69), 2z z y
VB B E
c

γ ⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, µπορούµε να 

βρούµε τους αντίστροφους µετασχηµατισµούς για τα yB  και zB , ανταλλάσσοντας τα τονούµενα 
σύµβολα µε τα άτονα και αντιστρέφοντας το πρόσηµο του V:  

  2y y z
VB B E
c

γ ⎛ ⎞′ ′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

       και       2z z y
VB B E
c

γ ⎛ ⎞′ ′= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (Π3.67-68) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (Π3.66),  

  2 2 2 0x x
y z z y

B V B V VB E B E
x c t y c z c

γ γ γ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′− + − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (Π3.69) 

η οποία, µε απλοποίηση του γ και αναδιάταξη των όρων δίνει: 

  2
y yx z z xB EB B V E B

x y z c y z t
′ ′∂ ∂′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + = − +⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. (Π3.70) 

 Οµοίως, αντικαθιστώντας στην Εξ. (Π3.43), yz xEE B
y z t

∂∂ ∂
− = −

∂ ∂ ∂
, από τις Εξ. (Π3.31) και (Π3.33), 

βρίσκουµε  

  yz x xEE B BV
y z t x

γ
∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. (Π3.71) 

Οι συνιστώσες zE  και yE  αποκτώνται µε αντιστροφή της Εξ. (Π3.64) και της Εξ. (Π3.67):  

  ( )z z yE E VBγ ′ ′= − ,       ( )y y zE E VBγ ′ ′= + . (Π3.72-73) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ. (Π3.71), βρίσκουµε  

  y x xBE E B B BV V V
y y z z t x

γ γ γ
′∂′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, (Π3.74) 

η οποία, µε απλοποίηση του γ και αναδιάταξη των όρων δίνει: 

  0y yx z z xB EB B E BV
x y z y z t

′ ′∂ ∂′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + + + − + =⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (Π3.75) 

ή  1y yx z z xB EB B E B
x y z V y z t

′ ′∂ ∂′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − +⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. (Π3.76) 

∆εδοµένου ότι είναι V c≠ , οι Εξ. (Π3.70) και (Π3.76) είναι συµβατές µόνο αν είναι 

  0yx zBB B
x y z

′∂ ′∂ ∂
+ + =

′ ′ ′∂ ∂ ∂
 (Π3.77) 
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και 0yz xEE B
y z t

′∂′∂ ∂
− + =

′ ′ ′∂ ∂ ∂
. (Π3.78) 

 Αν οι εξισώσεις του Maxwell είναι οι ίδιες στα συστήµατα αναφοράς S  και S ′ , τότε, στο S′  η Εξ. 
(Π3.41) γράφεται ως 

  0yx zBB B
x y z

′∂′ ′∂ ∂
+ + =

′ ′ ′∂ ∂ ∂
 (Π3.79) 

και η Εξ. (Π3.42) ως  

  yz xEE B
y z t

′∂′ ′∂ ∂
− = −

′ ′ ′∂ ∂ ∂
. (Π3.80) 

Συγκρίνοντας την Εξ. (Π3.77) µε την Εξ. (Π3.79) ή την Εξ. (Π3.78) µε την Εξ. (Π3.80), προκύπτει ότι 
είναι: 
  x xB B′ =  (Π3.81) 

 
 Συνοψίζοντας, βρήκαµε ότι εκείνες από τις εξισώσεις Maxwell τις οποίες χρησιµοποιήσαµε, παρα-
µένουν αναλλοίωτες κατά τον µετασχηµατισµό Lorentz, αν οι συνιστώσες των πεδίων µετασχηµατί-
ζονται ως ακολούθως:   
 

 x xE E′ =  x xE E′=  

 ( )y y zE E VBγ′ = −  ( )y y zE E VBγ ′ ′= +  (Π3.82) 

 ( )z z yE E VBγ′ = +  ( )z z yE E VBγ ′ ′= −  

 x xB B′ =  x xB B′=  

 ( )2/y y zB B VE cγ′ = +  ( )2/y y zB B VE cγ ′ ′= −  (Π3.83) 

 ( )2/z z yB B VE cγ′ = −  ( )2/z z yB B VE cγ ′ ′= +  

 
Με την ίδια διαδικασία, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι οι µετασχηµατισµοί αυτοί, σε συνδυασµό µε 
τους µετασχηµατισµούς Lorentz για τα x , y , z  και t , αφήνουν αναλλοίωτες όλες τις εξισώσεις 
Maxwell και την κυµατική εξίσωση.    
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 
 
 
 
Κεφάλαιο 3:  ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗ ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 
 

  

3.1  ∆είξετε ότι, για ένα συµβάν, η ποσότητα 222222 tczyxs −++=  είναι αναλλοίωτη ως προς τον 
µετασχηµατισµό Lorentz (έχει την ίδια τιµή σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, µε την προ-
ϋπόθεση ότι οι άξονές τους συµπίπτουν για 0=′= tt ). 
 

ΛΥΣΗ 
 
Στο σύστηµα αναφοράς S είναι:  222222 tczyxs −++= . (1) 

Στο σύστηµα αναφοράς S΄ είναι:  2 2 2 2 2 2s x y z c t′ ′ ′ ′ ′= + + − . (2) 

Ο µετασχηµατισµός Lorentz δίνει:     ( )tVxx −=′ γ     yy =′     zz =′     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′ x

c
Vtt 2γ .  

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (2) έχουµε: 

( )
2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 22 2V Vs x Vt y z c t x y z x Vxt V t c t Vxt x

c c
γ γ γ

⎛ ⎞⎛ ⎞′ = − + + − − = + + − + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

   ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
21 Vs x y z c V t

c
γ γ

⎛ ⎞
′ = − + + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Τελικά  2 2 2 2 2 2s x y z c t′ = + + − .      

∆ηλαδή είναι  2 2s s′ =  και η ποσότητα 222222 tczyxs −++=  είναι αναλλοίωτη ως προς τον µετα-
σχηµατισµό Lorentz. 
 

  

3.2  ∆είξετε πως, αν στο σύστηµα S είναι x ct=  (φωτεινό κύµα), τότε και στο σύστηµα S΄ θα είναι 
x ct′ ′= .  

ΛΥΣΗ 
 
Από τον µετασχηµατισµό του Λόρεντζ,  

   
2 2 2

(1 ) 1
11 1 1

x V t ct V tx ct ctβ β
ββ β β

− − − −′ = = = =
+− − −

 

και  
2 2

2 2 2

( / ) ( / ) (1 ) 1
11 1 1

t V c x t V c ctt t tβ β
ββ β β

− − − −′ = = = =
+− − −

 

και εποµένως  x ct′ ′= . 
 

  

3.3  Στο σύστηµα S  δύο συµβάντα απέχουν µεταξύ τους απόσταση 600 m και χρονικά κατά διάστη-
µα 0,8 µs. Ποια πρέπει να είναι η ταχύτητα ενός άλλου συστήµατος, S ′ , ως προς το S , για να είναι σε 
αυτό ταυτόχρονα τα δύο συµβάντα;  
 

ΛΥΣΗ 
 
Τα δύο συµβάντα, 1 και 2, παρατηρούνται στο σύστηµα S′  να συµβαίνουν στις χρονικές στιγµές 
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   1 1
1 2

( / )
1

t c xt β
β

−′ =
−

       και       2 2
2 2

( / )
1

t c xt β
β

−′ =
−

. 

Αφαιρώντας, ( ) ( )2 1 2 1
2 1 2

( / )

1

t t c x x
t t

β

β

− − −
′ ′− =

−
. 

Αντικαθιστώντας   2 1 0t t′ ′− = ,   7
2 1 8 10  st t −− = ×   και  ( ) 8 6

2 1 / 600 m / 3 10  m/s 2 10  sx x c −− = × = × , 

έχουµε ( ) 7
2 1

6
2 1

8 10 0,4
2 10

t t c
x x

β
−

−

′ ′− ×
= = =

− ×
.   

 

  

3.4  Οι συντεταγµένες δύο γεγονότων στο σύστηµα αναφοράς S είναι οι εξής: 
Γεγονός 1:   ( )0,0/, 110101 ==== zycxtxx .    

Γεγονός 2:   ( )0,02/,2 220202 ==== zycxtxx . 

(α)  Υπάρχει ένα σύστηµα αναφοράς S΄, στο οποίο τα δύο αυτά γεγονότα συµβαίνουν την ίδια χρονι-
κή στιγµή. Βρείτε την ταχύτητα του συστήµατος αυτού ως προς το S. Υποθέτουµε ότι οι άξονες 
των συστηµάτων S και S΄ συµπίπτουν τη χρονική στιγµή 0=′= tt .    

(β)  Σε ποια χρονική στιγµή συµβαίνουν τα δύο αυτά γεγονότα στο σύστηµα S΄;   
 

ΛΥΣΗ 
 
Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό Lorentz, βρίσκουµε τις συντεταγµένες των δύο γεγονότων στο 
σύστηµα αναφοράς S΄: 

Γεγονός 1:       ( ) ( )0
1 1 1 0 0 0

11
1

Vxx x V t x x x
c

βγ γ γ β
β

−⎛ ⎞′ = − = − = − =⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 

   ( )0 0 0 0
1 1 12 2

11
1

V x Vx x xt t x
c c cc c

βγ γ γ β
β

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Γεγονός 2:       ( ) ( )0 1
2 2 2 0 0 22 2

2
Vxx x V t x x

c
γ γ γ β⎛ ⎞′ = − = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

   ( )0 0 1
2 2 2 0 22 2 2 2

2
V x V xt t x x

c cc c
γ γ γ β⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

   Για  1 2t t′ ′=   πρέπει να είναι  1
21 2β β− = −    ή   1

2β = −    και   2 3
3

γ = . 

Για  1
2β = − ,  είναι  

1
0 0 2

1 2 1
2

11
1 1

x xt t
c c

β
β

−−′ ′= = =
+ +

   ή   0
1 2 3 xt t

c
′ ′= =  

Επίσης είναι   1 03x x′ =    και   ( )
1
41

2 0 0 02 1
4

2 3 32
21

x x x xγ β
+

′ = − = =
−

. 

2 1 0x x x− = ,   ενώ   0 2 1
2 1 0 0 0

3 3 33
2 2

x x xx x x x x
γ γ

−′ ′− = − = = = . 
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3.5  Για ποια ταχύτητα το µήκος ενός σώµατος µειώνεται στο 99% του µήκους ηρεµίας του; 
 

ΛΥΣΗ 
 
Είναι  2

0/ 0,99 1 ( / )L L cυ= = − . 
Εποµένως,  2 2(1 0,01) 1 ( / )cυ− = − ,     ή     2( / ) 0,02 0,0001cυ = − ,      0,141cυ = . 
 

  

3.6 ∆είξετε ότι για ταχύτητα V που πλησιάζει την ταχύτητα του φωτός στο κενό, c, ο παράγοντας 
Λόρεντζ µπορεί να γραφτεί, σε µονάδες S.I., ως 12243 cγ υ= − .  
 

ΛΥΣΗ 
 

Από    
2

1
( )( )1

c
c c

γ
υ υβ

= =
+ −−

,     για cυ ≈    / 2 12243
2 ( )

c c
c c c c

γ
υ υ υ

≈ = =
− − −

   στο S.I. 

 

  

3.7  Παρατηρητής S είναι ακίνητος στο µέσο µιας ευθείας ΑΒ, η οποία έχει µήκος 2L, όπως το µετρά-
ει αυτός. Ένας άλλος παρατηρητής, S΄ κινείται κατά µήκος της ευθείας ΑΒ µε ταχύτητα 3

5V c=  ως 
προς τον S. Και οι δύο βρίσκονται στην αρχή των αξόνων του αντίστοιχου συστήµατός τους. Οι δύο 
παρατηρητές βρίσκονται στο ίδιο σηµείο όταν τα ρολόγια και των δύο δείχνουν 0t t′= = .    
(α)   Πόσο είναι το µήκος της ευθείας ΑΒ όπως το µετρά ο S΄; 
(β)  Τη χρονική στιγµή 0t =  εκπέµπονται ταυτόχρονα στο σύστηµα S δύο παλµοί από τα σηµεία Α 

και Β. Βρείτε τις θέσεις των σηµείων Α και Β στο σύστηµα S΄ όταν εκπέµπονται οι παλµοί, κα-
θώς και τη χρονική στιγµή της εκποµπής του κάθε παλµού στο σύστηµα S΄. 

(γ)  Σε ποιες χρονικές στιγµές, AT  και BT , θα φθάσουν οι παλµοί στον S, και σε ποιες ( AT ′  και BT ′ ) 
θα φθάσουν στον S΄; 

 
ΛΥΣΗ 

 
(α)   Ο παρατηρητής S΄ βλέπει την ευθεία ΑΒ να κινείται µε ταχύτητα 3

5V c= , στην οποία αντιστοι-
χεί παράγοντας Lorentz 5 / 4γ = . Το µήκος της ευθείας που θα µετρήσει θα είναι εποµένως ίσο µε 
2 / 1,6L Lγ = .  
(β)   Οι δύο παλµοί που εκπέµπονται στο σύστηµα S ορίζονται ως τα εξής δύο συµβάντα: 
  Συµβάν Α: Παλµός στο Α, µε συντεταγµένες  , 0A Ax L t= − =    
  Συµβάν Β: Παλµός στο Β, µε συντεταγµένες  , 0B Bx L t= =    
Τα αντίστοιχα συµβάντα έχουν στο σύστηµα S΄ συντεταγµένες: 
  Συµβάν Α: Παλµός στο Α, µε συντεταγµένες   

( ) 5 3 50
4 5 4A A Ax x V t L c Lγ ⎛ ⎞′ = + = − + × = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

    και    2
5 3 30 ( )
4 5 4A A A

V Lt t x L
c cc

γ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = + = + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

  Συµβάν Β: Παλµός στο Β, µε συντεταγµένες   

( ) 5 3 50
4 5 4B B Bx x V t L c Lγ ⎛ ⎞′ = + = + × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

    και    2
5 3 30 ( )
4 5 4B B B

V Lt t x L
c cc

γ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

(γ)  Οι χρόνοι, iT , στους οποίους ο παλµοί φτάνουν στον καθένα παρατηρητή βρίσκεται αν προσθέ-
σουµε στον χρόνο στον οποίο συνέβη ο παλµός στο σύστηµά του τον χρόνο που απαιτείται για να 
φτάσει το σήµα σε αυτόν:  /i i iT t x c= +  και /i i iT t x c′ ′ ′= + .  
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   0A
A A

x L LT t
c c c

−
= + = + = ,     0B

B B
x L LT t
c c c

= + = + = . 

   3 5 1
4 4 2

A
A A

x L L LT t
c c c c
′

′ ′= + = − + = ,     3 5 2
4 4

B
B B

x L L LT t
c c c c
′

′ ′= + = + = . 

 

  

3.8  Ένας αστροναύτης περιφέρεται γύρω από τη Γη, για µια βδοµάδα, σε κυκλική τροχιά ακτίνας 
7000 kmr = . Κατά πόσο νεώτερος από τον δίδυµο αδελφό του θα είναι όταν προσγειωθεί; Θεωρήστε 

ότι η Γη δεν περιστρέφεται γύρω από τον άξονά της και λάβετε υπόψη µόνο τις προβλέψεις της Ειδι-
κής Θεωρίας της Σχετικότητας, αγνοώντας εκείνες της Γενικής Θεωρίας.  
 

ΛΥΣΗ 
 
Θα βρούµε πρώτα την ταχύτητα υ  του αστροναύτη, εξισώνοντας την κεντροµόλο δύναµη που απαι-
τείται για κυκλική τροχιά ακτίνας r µε την δύναµη της βαρύτητας που ασκείται πάνω στο διαστηµό-
πλοιο:  

   
2

2
m MmG

r r
υ

=  

όπου M η µάζα της Γης, m η µάζα του διαστηµοπλοίου και G η σταθερά της βαρύτητας. Βρίσκουµε 
/GM rυ = , και µε 11 2 26,67 10  N m /kgG −= × , 245,98 10  kgM = ×  και 67 10  mr = × , είναι 

7550 m/sυ = .  Για την ταχύτητα αυτή είναι 5/ 2,52 10cβ υ −= = × . Για τόσο µικρό β  µπορούµε να 
κάνουµε την προσέγγιση  

   2 21
21 / 1 1γ β β= − ≈ +       και     101 3,2 10γ −= + × .   

 Αν για τον παρατηρητή στη Γη περάσει χρόνος t∆ , για τον αστροναύτη θα περάσει χρόνος  

   ( )21
2/ 1t t tγ β′∆ = ∆ ≈ ∆ − .  

Για τον αστροναύτη, το ταξίδι θα διαρκέσει χρόνο µικρότερο κατά 21
2t t tβ′∆ − ∆ = ∆  από όσο για τον 

δίδυµο αδελφό του στη Γη. Για t∆  ίσο µε µια εβδοµάδα ή 56,048 10  st∆ = × , αυτή η διαφορά είναι 
ίση µε  

   ( )22 5 5 41 1
2 2 2,52 10 6,048 10  s 1,9 10  s 0,2 mst t tβ − −′∆ − ∆ = ∆ = × × = × = . 

Αυτή η διαφορά είναι εύκολα µετρήσιµη.  
 

  

3.9  Με ποια ταχύτητα πρέπει να γίνει ένα ταξίδι σε ένα άστρο που απέχει 160 000 έτη φωτός, αν εί-
ναι να διαρκέσει 60 χρόνια για κάποιον που θα βρίσκεται µέσα στο διαστηµόπλοιο; 
 

ΛΥΣΗ 
 
Έστω ότι το διαστηµόπλοιο κινείται µε ταχύτητα V ως προς τη Γη. Το ταξίδι θα διαρκέσει χρόνο 

/t D V=  για έναν παρατηρητή στη Γη, όπου D είναι η απόσταση Γης-άστρου. Για κάποιον µέσα στο 
διαστηµόπλοιο, το ταξίδι θα διαρκέσει χρόνο /t D Vγ′ = . Έτσι, 

   Dct
βγ

′ = ,       160 000 2667
60

D
ct

βγ = = =
′

,       
2

2
2 2667

1
β
β

=
−

, 

   2 2

1 11
2667β

= + ,      2

1 11
2 2667β

= +
×

 ,       2

11
2 2667

β = −
×

,       81 7,03 10β −= − × .  
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3.10  Η διάµετρος του Γαλαξία µας είναι 100 000 έτη φωτός. Με ποια σταθερή ταχύτητα ως προς τον 
Γαλαξία θα πρέπει να κινείται ένας αστροναύτης για να διασχίσει τον Γαλαξία µας µε ένα ταξίδι που 
για αυτόν θα διαρκέσει 50 χρόνια; Πόσος χρόνος θα απαιτηθεί, µε σταθερή επιτάχυνση ίση µε 

29,81 m/sg = , για να φτάσει αυτήν την ταχύτητα το διαστηµόπλοιο; 
 

ΛΥΣΗ 
 
Έστω ότι το διαστηµόπλοιο κινείται µε ταχύτητα V ως προς τη Γη. Το ταξίδι θα διαρκέσει χρόνο 

/t D V=  για έναν παρατηρητή στη Γη, όπου D είναι η διάµετρος του Γαλαξία. Για κάποιον µέσα στο 
διαστηµόπλοιο, το ταξίδι θα διαρκέσει χρόνο /t D Vγ′ = . Έτσι, 

   Dct
βγ

′ = ,       D
ct

βγ =
′
,       

22

21
D
ct

β
β

⎛ ⎞= ⎜ ⎟′− ⎝ ⎠
,       

2

2

1 1 ct
Dβ
′⎛ ⎞= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,       

21 11
2

ct
Dβ
′⎛ ⎞= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

   
221 1 501 1

2 2 100 000
ct
D

β
′ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − = − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,       71 1,25 10 0,999 999 875β −= − × = .  

Με σταθερή επιτάχυνση ίση µε 29,81 m/sg = , για να φτάσει αυτήν την ταχύτητα, δηλ. ουσιαστικά 
ίση µε c, θα χρειαστεί χρόνο 7/ 3,06 10  s 0,97 yT c g= = × = . 
 

  

3.11  Τρεις γαλαξίες, Α, Β και Γ, βρίσκονται πάνω σε µια ευθεία. Ως προς τον Α, που βρίσκεται ανά-
µεσα στους Β και Γ, αυτοί κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις µε ταχύτητες ίσες µε c7,0 . Η ταχύ-
τητα µε την οποία οι Β και Γ αποµακρύνονται ο ένας από τον άλλο, όπως την µετρά ο Α, είναι εποµέ-
νως c4,1 . Πόση είναι η ταχύτητα αυτή όπως την µετρούν οι Β και Γ;   
 

ΛΥΣΗ 
 
Θεωρώντας τον γαλαξία Α ακίνητο στο σύστηµα αναφοράς S και τον Γ στο σύστηµα αναφοράς S΄, θα 
είναι 0,7V c=  και ο γαλαξίας Β έχει ταχύτητα 0,7x cυ = −  στο σύστηµα S. Εποµένως, στο σύστηµα 
S΄, ο γαλαξίας Β θα έχει ταχύτητα   

   
2 2

0,7 0,7 1,4 0,94( 0,7 )0,7 1,491 1
x

x
x

V c c c cV c c
c c

υυ υ
− − − −′ = = = = −

−
− −

. 

 

  

3.12  Ένας πύραυλος Α κινείται προς τα δεξιά µε ταχύτητα 0,8c ως προς τη Γη και ο πύραυλος Β κι-
νείται προς τα αριστερά µε ταχύτητα 0,6c ως προς τη Γη. Ποια είναι η ταχύτητα του πυραύλου Α ό-
πως τη µετρά ο Β; 
 

ΛΥΣΗ 
 
Έστω ότι τα συστήµατα αναφοράς των Β και Α είναι, αντίστοιχα, τα S  και S ′ . Τότε είναι 

   2

2

0,8 ( 0,6 ) 0,946( 0,6 )(0,8 )1 / 1
x

x
x

υ V c cυ cc cVυ c
c

− − −′ = = =
−− −

 

 

  

3.13  Ένα διαστηµόπλοιο, Α, αναχωρεί από τη Γη και κατευθύνεται προς το άστρο α  του Κενταύρου, 
µε σταθερή ταχύτητα. Η απόσταση του άστρου από τη Γη είναι 4D =  έτη φωτός. (1 έτος φωτός = η 
απόσταση που διανύει το φως σε ένα έτος = m1045,9y..1 15×= ). Θεωρήστε τη Γη ως σύστηµα α-
ναφοράς S και το διαστηµόπλοιο ως σύστηµα αναφοράς S΄, το οποίο κινείται ως προς το S µε ταχύτη-
τα V, αποµακρυνόµενο από τη Γη.   
(α)   Πόση πρέπει να είναι η ταχύτητα του διαστηµοπλοίου ως προς τη Γη, V, ώστε για έναν παρατη-

ρητή µέσα στο διαστηµόπλοιο το ταξίδι αυτό να διαρκέσει 4t′∆ =  έτη;  



 144 

(β)   Πόση είναι η διάρκεια, t∆ , του ταξιδιού για έναν παρατηρητή στη Γη;  
(γ)   Υποθέτουµε ότι ένα δεύτερο διαστηµόπλοιο Β επιστρέφει από τον α  του Κενταύρου µε ταχύτη-

τα B / 2x cυ = −  ως προς τη Γη. Ποια είναι η ταχύτητα του διαστηµοπλοίου Β όπως την µετρά ο 
παρατηρητής που βρίσκεται µέσα στο διαστηµόπλοιο Α;   

(δ)   Αν το µήκος ηρεµίας του διαστηµοπλοίου Β είναι B0 48 ml = , ποιο είναι το µήκος του, B′ , όπως 
το µετρά ένας παρατηρητής που βρίσκεται µέσα στο διαστηµόπλοιο Α;  
 

ΛΥΣΗ 
 
(α)  Η διάρκεια του ταξιδιού για τον παρατηρητή µέσα στο διαστηµόπλοιο είναι:  4t′∆ =  έτη.  
Για τον παρατηρητή στη Γη, το ταξίδι διαρκεί:  /t D V∆ = .  
Η σχέση ανάµεσα στους δύο χρόνους είναι:  /t t γ′∆ = ∆ . 

Εποµένως,   /t D Vt
γ γ
∆′∆ = =      ⇒       DV

t
γ =

′∆
,      /D c

t
βγ =

′∆
.  

Όµως,  4t′∆ =  έτη  και  / 4D c =  έτη, οπότε       1βγ = . 

Αυτό δίνει:   
2

2
2( ) 1

1
ββγ
β

= =
−

     ⇒       2 , ( 2)
2

V
c

β γ= = = . 

(β)  Η διάρκεια του ταξιδιού για τον παρατηρητή στη Γη θα είναι:  2 4 y 5,7t tγ ′∆ = ∆ = ⋅ =  έτη. 
(γ)  Στο σύστηµα αναφοράς S η ταχύτητα του διαστηµοπλοίου Β είναι B / 2x cυ = − . Στο σύστηµα 
αναφοράς S΄ θα είναι εποµένως 

   B
B 2 2B

2

/ 2 / 2 2 2 2
3 / 2 31 / 21

x
x

x

V c c c cV c c
c

υυ υ
− − − −′ = = = = −

+−
 

(δ)  Στην ταχύτητα ( )B 2 2 / 3x cυ′ = −  που µετρά ο Α για τον Β, αντιστοιχεί παράγοντας Lorentz  

   
( ) ( )

B 2 2
B

1 1 1 3
1 8 / 91 / 1 2 2 / 3x c

γ
υ

′ = = = =
−′− −

. 

Εποµένως B0
B

B

48 16 m
3

ll
γ

′ = = =
′

. 

 

  

3.14  Το σύστηµα αναφοράς S΄ κινείται µε ταχύτητα 
x̂V  ως προς το σύστηµα αναφοράς S. Στο S΄, ένα 

φωτόνιο έχει συνιστώσες ταχύτητας cosx cυ θ′ =  και 
siny cυ θ′ = . Βρείτε τις τιµές των συνιστωσών στο 

σύστηµα S και δείξετε ότι η ταχύτητα του φωτονίου 
στο S είναι ίση µε c . Ποια γωνία σχηµατίζει µε τον 
άξονα των x η κατεύθυνση κίνησης του φωτονίου στο 
σύστηµα S;  
 

ΛΥΣΗ 
 
Το τετράγωνο της ταχύτητας του φωτονίου στο σύστηµα αναφοράς S΄ είναι:  2 2 2

x y cυ υ′ ′+ = . 
Ο µετασχηµατισµός του Lorentz για τις συνιστώσες της ταχύτητας δίνει τις σχέσεις 
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2 2

,
1 1

yx
x y

x x

V
V V

c c

υυυ υυ υγ

′′ +
= =′ ′⎛ ⎞+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

από τις οποίες προκύπτει ότι 
( ) ( )2 2 2 2

2 2
2

2

1 /

1

x y
x y

x

V V c

V
c

υ υ
υ υ

υ

′ ′+ + −
+ =

′⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Αναπτύσσοντας, 

   

( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2

2

2 2 2
2

2
2

2 / 2 cos sin

1 1 cos

2 cos cos
1 cos

x x y y
x y

x

V V V c c V Vc V
V V

cc
c Vc V c

c V
c

υ υ υ υ θ θυ υ
υ θ

θ θ

θ

′ ′ ′ ′+ + + − + + −
+ = = =

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ +
= =

+

 

Όπως περιµέναµε, µια ταχύτητα ίση µε c στο S΄ παραµένει στο S ίση µε c.     
 Αν θ είναι η γωνία που σχηµατίζει µε τον άξονα των x η κατεύθυνση κίνησης του φωτονίου στο 
σύστηµα S, θα είναι  

   
( ) ( )

tantan
1 /

y y

x x xV V
υ υ θθ
υ γ υ γ υ

′ ′
= = =

′ ′+ +
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Κεφάλαιο 4:  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗΣ ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗΣ 
 

  

4.1  Αν σε ένα σηµείο παράγονται πολλά τέτοια σωµατίδια µε µάζα 2m  και ταχύτητα c5
4=υ , και τα 

σωµατίδια αυτά είναι ασταθή µε µέσο χρόνο ζωής s 10/1 8−== λτ  (στο δικό τους σύστηµα), µετά 
από πόσο χρόνο, όπως µετράται στο εργαστήριο, θα µειωθεί ο αριθµός αυτών των σωµατιδίων κατά 
ένα παράγοντα e; Πόση είναι η απόσταση που θα διανύσουν τα σωµατίδια σε αυτό τον χρόνο; Πόση 
είναι στο σύστηµα των σωµατιδίων αυτή η απόσταση; 
 

ΛΥΣΗ 
 
Στο σύστηµα των σωµατιδίων, σύµφωνα µε τον νόµο /

0/ e tN N τ−= , ο αριθµός των σωµατιδίων 
µειώνεται κατά έναν παράγοντα e σε χρόνο 810  st τ −′∆ = = . Στο σύστηµα του εργαστηρίου αυτός ο 

χρόνος είναι t tγ ′∆ = ∆ , όπου 2 21 / 1 ( / ) 1 / 1 (4 / 5) 5 / 3cγ υ= − = − = .  

Εποµένως,  8 8(5 / 3) 10  s 1,67 10  st − −∆ = × = × . 

  Σε αυτόν τον χρόνο, τα σωµατίδια θα διανύσουν απόσταση 

   8 83 10 (5 / 3) 10 5 ml c t − −= ∆ = × × × = .   

Στο σύστηµα των σωµατιδίων, η απόσταση αυτή φαίνεται ίση µε 

   / (5 m) / (5 / 3) 3 ml l γ′ = = = . 

Φυσικά, στο σύστηµά τους, τα σωµατίδια είναι ακίνητα. Θα παρατηρήσει ένας παρατηρητής στο σύ-
στηµα αυτό το εργαστήριο να µετατοπίζεται κατά 3 m στο χρόνο που απαιτείται για να µειωθεί ο α-
ριθµός αυτών των σωµατιδίων κατά ένα παράγοντα e.  
 
 

  

4.2  Τα σωµατίδια σε µια δέσµη κινούνται µε την ίδια ταχύτητα cV 5
4=  στο εργαστήριο. Παρατηρεί-

ται ότι αφού τα σωµατίδια διανύσουν 300 m στο σύστηµα του εργαστηρίου, ο αριθµός τους µειώνεται 
κατά ένα παράγοντα e ( ...71828,2=e ). Πόση είναι η µέση διάρκεια ζωής λτ /1=  των σωµατιδίων 
στο σύστηµα ηρεµίας τους;    
 

ΛΥΣΗ 
 
Για να διανύσουν 300 m, τα σωµατίδια χρειάζονται, στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, χρόνο  

   6
E 84

5

300 m 300 m 1,25 10  s
3 10  m/s

t
V

−= = = ×
× ×

.  

Για τα σωµατίδια, ο χρόνος που περνά είναι   

   Etτ
γ

= ,   όπου   
2

1 5
31 (4 / 5)

γ = =
−

. 

Εποµένως,  61,25 10  s 0,75 µs
5 / 3

τ −= × =  

είναι η µέση διάρκεια ζωής των σωµατιδίων στο σύστηµά τους.  
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4.3  Ο µέσος χρόνος ζωής των µεσονίων π +  στο δικό τους σύστηµα αναφοράς είναι 
8

0 2,8 10  sτ −= × . Μια δέσµη από 410  µεσόνια π +  διανύει µέσα στο εργαστήριο µια διαδροµή µή-
κους 59,4 m µε ταχύτητα 0,99cυ = .  
(α)   Πόσα µεσόνια περίπου θα επιβιώσουν όταν η δέσµη φτάσει στο τέλος της διαδροµής; 
(β)   Στον ίδιο χρόνο, πόσα µεσόνια θα επιζούσαν αν παρέµεναν σε ηρεµία;  
 

ΛΥΣΗ 
 
(α)  Στο σύστηµα του εργαστηρίου τα µεσόνια διανύουν µια απόσταση 59,4 m µε ταχύτητα 

0,99cυ = . Ο χρόνος που απαιτείται γι αυτό στο σύστηµα του εργαστηρίου είναι:  

   8
8

59,4 20 10  s
0,99 3 10

st
υ

−′ = = = ×
× ×

. 

Στο σύστηµα ηρεµίας των σωµατιδίων, αυτός ο χρόνος θα φανεί µικρότερος κατά έναν παράγοντα γ, 
δηλαδή 

   2 81 0,99 2,8 10  stt t
γ

−′
′= = − = × . 

Έτσι,  0/ 4 1
0e 10 e , 3700tN N Nτ− −= = ≈  µεσόνια. 

(β)  Μετά από χρόνο 820 10  s−×  στο σύστηµα ηρεµίας των µεσονίων, θα έχουν επιζήσει περίπου  

   0/ 4 8 8 4 7
0e 10 exp( 20 10 / 20 10 ) 10 e , 5tN N Nτ− − − −= = − × × = ≈  µεσόνια. 

Οι αριθµοί είναι βεβαίως προσεγγιστικοί λόγω της στατιστικής φύσης του φαινοµένου, αλλά δείχνουν 
τη διαφορά που υπάρχει ανάµεσα στα δύο συστήµατα αναφοράς. 
 
 

  

4.4  Το «µεσονικό» παράδοξο. ∆ιαστολή του χρόνου. Η κοσµική 
ακτινοβολία (αποτελούµενη κυρίως από πρωτόνια) αλληλεπιδρά µε 
τα άτοµα του αέρα στα υψηλά στρώµατα της ατµόσφαιρας και πα-
ράγει σωµατίδια π ± . Αυτά στη συνέχεια διασπώνται σε µιόνια και 
νετρίνα ( µπ µ ν− −→ + ) µε µια µέση διάρκεια ζωής 25 nsπτ = . Τα 
µιόνια, στη συνέχεια, διασπώνται σε ηλεκτρόνια και νετρίνα 
( ee µµ ν ν− −→ + + ) µε µια µέση διάρκεια ζωής 2 µsµτ = .  
    Υποθέστε ότι όλα τα µιόνια παράγονται σε ένα ύψος 10 km και 
ότι έχουν όλα ανηγµένη ταχύτητα 0,99µβ = , κινούµενα κατακό-
ρυφα προς τα κάτω. Υπολογίστε το ποσοστό των µιονίων που θα 
φτάσει στην επιφάνεια της Γης (α) σύµφωνα µε την Κλασική Μη-
χανική και (β) σύµφωνα µε τη Σχετικιστική Μηχανική.   
 
 

ΛΥΣΗ 
 
(α)  Κλασική Μηχανική  
Επειδή είναι 8 60,99 3 10 2 10 600 mcµ µβ τ −= × × × × = , αυτή είναι η µέση απόσταση που θα διανύ-
σουν τα µιόνια πριν διασπαστούν, σύµφωνα µε την Κλασική Μηχανική. Ο χρόνος που χρειάζονται τα 
µιόνια για να διανύσουν απόσταση 10 km είναι 10 km / 0,99 33 µst c= = . Το ποσοστό των σωµατιδί-
ων που επιζούν σε χρόνο t µετά τη δηµιουργία τους δίνεται από τη γενική σχέση    

   /
0/ e tN N τ−= . 
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Για 2 µsµτ τ= =  και 33 µst = , βρίσκουµε 

   33/2 8
0/ e 7 10N N − −= = × . 

∆ηλαδή, λιγότερο από ένα µ−  στα 710  θα επιζήσει για αρκετό χρόνο ώστε να φτάσει στην επιφάνεια 
της Γης.  
 
(α)  Σχετικιστική Μηχανική  
Στη σχέση /

0/ e tN N τ−= , τα t και τ πρέπει να δίνονται στο ίδιο σύστηµα αναφοράς. Οι σταθερές τ για 
τα σωµατίδια δίνονται στο σύστηµα ηρεµίας τους. Θα υπολογίσουµε εποµένως και το t στο σύστηµα 
ηρεµίας των µιονίων. Αν στο σύστηµα του εργαστηρίου (Γης) είναι 33 µst =  και 0,99µβ = , 

7,07µγ = , τότε ο χρόνος που απαιτείται για τα σωµατίδια να διανύσουν την απόσταση µέχρι τη Γη 
είναι, στο δικό τους σύστηµα αναφοράς, 0 / 33 / 7,07 4,7 µst t µγ= = = . Εποµένως, 

   4,7/2
0/ e 0,095N N −= = . 

∆ηλαδή, ένα µ−  στα 10 θα επιζήσει για αρκετό χρόνο ώστε να φτάσει στην επιφάνεια της Γης, σύµ-
φωνα µε την Ειδική θεωρία της Σχετικότητας. Για τα µ− , η ατµόσφαιρα φαίνεται να έχει πάχος 
10 km / 1,4 kmµγ =  και την βλέπουν να τα πλησιάζει µε ταχύτητα 0,99V c cµβ= = .  
 Η Θεωρία της Σχετικότητας ερµηνεύει έτσι το παράδοξο να παρατηρούνται στην επιφάνεια της 
Γης πολύ περισσότερα µιόνια από ό,τι προέβλεπε η Κλασική Μηχανική.  
 
 

  

4.5  Μια δέσµη σωµατιδίων µ παράγεται σε κάποιο ύψος στην ατµόσφαιρα. Τα σωµατίδια κινούνται 
µε ταχύτητα 0,99 cµυ =  κατακόρυφα προς τα κάτω. Τα σωµατίδια µ διασπώνται σε ηλεκτρόνια και 

νετρίνα ( ee µµ ν ν− −→ + + ) µε µια µέση διάρκεια ζωής 2 µsµτ =  στο δικό τους σύστηµα αναφοράς.  
(α)  Υπολογίστε το ύψος στο οποίο παράγονται τα σωµατίδια, αν ένα ποσοστό 1% αυτών επιζούν και 

φθάνουν στην επιφάνεια της Γης.    
(β)  Πόσο είναι το µήκος αυτής της διαδροµής, όπως το βλέπουν τα σωµατίδια;      
 

ΛΥΣΗ 
 
(α)  Στο σύστηµα αναφοράς της Γης (S΄), το ποσοστό των επιζώντων σωµα-
τιδίων µετά από χρόνο t′  είναι 

/
0/ e tN N µτ′ ′−= , 

όπου  µ µ µτ γ τ′ =   είναι η µέση διάρκεια ζωής των µιονίων στο σύστηµα S΄. 

Για  0,99µβ =   είναι  7,07µγ =   και  6 57,07 2 10 1,41 10  sµτ
− −′ = × × = × . Ο 

χρόνος t′  για τον οποίο θα είναι  0/ 0,01N N = , δίνεται εποµένως από τη 
σχέση 

   
5/1,41 10  s0,01 e t −′− ×= ,     από όπου     5ln0,01 ln100

1,41 10  s
t

−
′

= − = −
×

 

και τελικά 56,54 10  st −′ = × . 

Στη διάρκεια του χρόνου αυτού, τα µιόνια διανύουν, στο σύστηµα S΄, απόσταση  

   19 kmh ctµβ′ ′= =  

και αυτό είναι το ύψος πάνω από την επιφάνεια της Γης στο οποίο παράγονται. 
 



 149

(β)  Στο σύστηµα αναφοράς των µιονίων (S), ισχύει η σχέση 
/

0/ e tN N µτ−= . 

Τώρα είναι  6ln0,01 ln100
2 10  s

t
−
′

= − = −
×

 

και εποµένως 69,3 10  st −= × . 

Αυτός είναι ο χρόνος που βλέπουν τα σωµατίδια να διαρκεί το ταξίδι στην ατµόσφαιρα. Στη διάρκεια 
του χρόνου αυτού, τα µιόνια βλέπουν, στο δικό τους σύστηµα αναφοράς, S, την ατµόσφαιρα να µετα-
κινείται κατά απόσταση  

   2,7 kmh ctµβ= = . 

Αυτό είναι το πάχος της ατµόσφαιρας όπως το βλέπουν τα µιόνια. 
 
 

  

4.6  ∆ιαστηµόπλοιο, το οποίο θα θεωρήσουµε ως σύστηµα αναφοράς S΄, έχει µήκος ηρεµίας 

0 10 mL = . Κινείται µε ταχύτητα 4
5 ˆc=V x  ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S. Μέσα στο 

διαστηµόπλοιο, στο σηµείο 0x x′= = , 0y y′= = , 0z z′= = , υπάρχει ποσότητα ραδιενεργού υλικού 
που τη στιγµή 0t t′= =  αποτελείται από 0N  πυρήνες. Ο χρόνος υποδιπλασιασµού των πυρήνων είναι 

1/2 2 µsτ = . 
 Πότε και σε ποια θέση στο σύστηµα S θα παρατηρηθούν 0 / 2N  επιζώντες πυρήνες;  
 

ΛΥΣΗ 
 
Ο χρόνος υποδιπλασιασµού των πυρήνων δίνεται, προφανώς, στο δικό τους σύστηµα αναφοράς. Στο 
σύστηµα αυτό, S΄, ο αριθµός των επιζώντων πυρήνων είναι 

0N  στο σηµείο 1 0x′ =  τη στιγµή 1 0t′ =        και       0 / 2N  στο σηµείο 2 0x′ =  τη στιγµή 2 1/2t τ′ = . 

Με 4
5β = , 21 / 1 (4 / 5) 5 / 3γ = − = , βρίσκουµε ότι, στο σύστηµα S, ο αριθµός των επιζώντων πυρή-

νων είναι 

 0N  στο σηµείο 1 0x =  τη στιγµή 1 0t = , και        

 0 / 2N  στο σηµείο ( )2 2 2 1/2 1/2
5 4 40 800 m
3 5 3

x x V t c cγ τ τ⎛ ⎞′ ′= + = + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

             τη στιγµή 2 2 2 1/2 1/22
5 5( 0) 3,33 µs
3 3

Vt t x
c

γ τ τ⎛ ⎞′ ′= + = + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
 

  

4.7  Το άστρο α του Κενταύρου απέχει από τον Ήλιο 4,4 έτη φωτός και έχει ιδίαν κίνηση (γωνιακή 
µετατόπιση στον ουράνιο θόλο) ίση µε 13,68  y−′′ . Η φασµατική γραµµή του ασβεστίου, η οποία στο 
εργαστήριο έχει µήκος κύµατος 396,8 nm , φαίνεται στο φάσµα του άστρου µετατοπισµένη κατά 

0,029 nm− . Να υπολογιστεί η ολική ταχύτητα (µέτρο και κατεύθυνση) του άστρου ως προς τον Ή-
λιο. 
 

ΛΥΣΗ 
 
Στην κίνησή του στον ουράνιο θόλο, το άστρο έχει γωνιακή ταχύτητα   
  1 133,68  y 5,65 10  rad/sω − −′′= = × . 
∆εδοµένου ότι βρίσκεται στην απόσταση 164,4 l.y. 4,16 10  mD = = × ,  
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η εγκάρσιά του ταχύτητα είναι:  13 165,65 10  rad/s 4,16 10  m 23500 m/sDθυ ω −= = × × × =    
 Η ακτινική ταχύτητα του άστρου µπορεί να βρεθεί από τη µετατόπιση Ντόπλερ της φασµατικής 
γραµµής που δίνεται. Από τη σχέση 

  0
1
1

f f β
β

+
=

−
       ή       0

1
1

βλ λ
β

−
=

+
, 

βρίσκουµε ότι είναι  
2

0

1
1

λ β
λ β

⎛ ⎞ −
=⎜ ⎟ +⎝ ⎠

       ή       
2 2 2

0 0
2 2 2

0 0

1 ( / )
1 ( / )

λ λ λ λβ
λ λ λ λ

− −
= =

+ +
.  

Αν 0λ λ λ∆ ≡ −  και 0λ λ∆ , τότε είναι      0 0 0
2 2 2
0 0 0

( )( ) 2 ( )
2

λ λ λ λ λ λβ λ
λ λ λ λ
+ − ∆

= ≈ −∆ ≈ −
+

 

Εδώ είναι 0 =396,8 nmλ  και 0,029 nmλ∆ = − , και, εποµένως, 50,029 7,31 10
396,8

β −−
= − = × . 

Θετικό β  σηµαίνει ότι το άστρο αποµακρύνεται από εµάς. Η ακτινική ταχύτητα του άστρου είναι, 
εποµένως,   5 87,31 10 3 10 21900 m/sr cυ β −= = × × × = . 
 Έχοντας βρει τις συνιστώσες της ταχύτητας του άστρου, µπορούµε να βρούµε την ολική του ταχύ-
τητα ως προς τον Ήλιο:  
  2 2 2 221,9 23,5 32,1 km/sr θυ υ υ= + = + = . 

Η γωνία που σχηµατίζει η ταχύτητα του άστρου µε την ευθεία που το ενώνει µε τον Ήλιο είναι  

   23,5arctan arctan arctan1,073 47
21,9r

θυθ
υ

= = = = °  
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Κεφάλαιο 5:  ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ 
 

  

5.1  Το εξαιρετικά σπάνιο γεγονός της έµµεσης ανίχνευσης στην κοσµική ακτινοβολία ενός σωµατιδί-
ου µε ενέργεια της τάξης των 2010  eV  (16 J!) συνέβη πριν µερικά χρόνια [βλ. J. Linsey, Phys. Rev. 
Lett. 10, 146 (1963)]. Υποθέτοντας ότι το σωµατίδιο ήταν πρωτόνιο, µε µάζα ηρεµίας ισοδύναµη µε 1 
GeV περίπου, να υπολογιστεί η ταχύτητά του. Πόση ώρα θα χρειαζόταν το σωµατίδιο, στο σύστηµά 
του, για να διασχίσει τον γαλαξία µας, του οποίου η διάµετρος είναι 510  έτη φωτός; Ποια είναι η διά-
µετρος του Γαλαξία όπως τη βλέπει το πρωτόνιο; 
 

ΛΥΣΗ 
 
Από τη σχέση 2

0E M cγ= , µε 2010  eVE =  και 2 9
0 10  eVM c = , βρίσκουµε ότι είναι 1110γ =  για το 

πρωτόνιο. Η ταχύτητά του διαφέρει ελάχιστα από την c φυσικά. Ο χρόνος που εµείς θα βλέπαµε να 
χρειάζεται το σωµατίδιο να διασχίσει τον Γαλαξία θα ήταν 510T =  χρόνια. Για το σωµατίδιο, το ταξί-
δι αυτό θα διαρκούσε 5 5 11 6

0 10 / 10 /10 10T γ −= = =  χρόνια ή 32 δευτερόλεπτα. Για το σωµατίδιο, η 
διάµετρος του Γαλαξία θα ήταν 32 «δευτερόλεπτα φωτός», δηλαδή 4 φορές η απόσταση Γης-Ήλιου ή 

1010  m .   
 

  

5.2  Ποια είναι η ταχύτητα ενός ηλεκτρονίου του οποίου η κινητική ενέργεια 2 MeV; Ποιος είναι ο 
λόγος της µάζας του προς τη µάζα ηρεµίας του; 
 

ΛΥΣΗ 
 

Η κινητική του ενέργεια δίνεται από τη σχέση     
2

20
02 21 /

M cK M c
cυ

= −
−

.   

Για το ηλεκτρόνιο είναι    2
0 0,511 MeVM c = .  Εποµένως, 

  
2 2

0,511 MeV2 MeV 0,511 MeV
1 / cυ

= −
−

 

από την οποία προκύπτει ότι 0,98cυ = . 

 Ο λόγος της µάζας του ηλεκτρονίου µε κινητική ενέργεια 2 MeV προς τη µάζα ηρεµίας του είναι: 

  
2 2 2

0

1 1 5
1 / 1 0,98

M
M c

γ
υ

= = = =
− −

. 

 

  

5.3  ∆έσµη πανοµοιότυπων σωµατιδίων µε την ίδια ταχύτητα παράγεται από επιταχυντή.  
(α) Αν κάθε σωµατίδιο της δέσµης διατρέχει, µέσα σε ένα σωλήνα, διαδροµή µήκους 2400 ml =  σε 

χρόνο µs 10=∆t , όπως τον µετρά κάποιος στο σύστηµα του εργαστηρίου, να βρεθούν τα µεγέθη 
β  και γ  για το σωµατίδιο και η διάρκεια t′∆  της διαδροµής όπως µετράται στο σύστηµα των 
σωµατιδίων. Θεωρήστε ότι m/s 103 8×=c .    

(β) Αν τα σωµατίδια είναι ασταθή, µε σταθερά διάσπασης -16 s 10=λ , ποιο ποσοστό των σωµατιδί-
ων (κατά µέσον όρο) θα φθάσει στο τέλος του σωλήνα;  (∆ίνεται:  203 ≈e ).  

(γ) Αν η µάζα ηρεµίας κάθε σωµατιδίου είναι 0m , και GeV 32
0 =cm , να βρεθεί η κινητική του ε-

νέργεια.   
(δ) Να βρεθεί το µέγεθος pc  για ένα σωµατίδιο, όπου p  η ορµή του, και να δοθεί η p  σε c/GeV .  
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ΛΥΣΗ 

 
(α)  Η ταχύτητα των σωµατιδίων στο Σύστηµα του Εργαστηρίου (Σ.τ.Ε.) είναι 

   8
5

2400 2,4 10  m/s
10

lV
t −= = = ×

∆
,    στην οποία αντιστοιχούν τα   4 / 5β =    και    5 / 3γ = . 

Η διαδροµή διαρκεί στο Σύστηµα των Σωµατιδίων (Σ.τ.Σ.) χρόνο ίσο µε   10 µs 6 µs
5 / 3

tt
γ
∆′∆ = = = .  

(β) Το ποσοστό των σωµατιδίων που φτάνει στο τέλος του σωλήνα είναι  

   0/ e tN N λ ′−= . 

Στο σύστηµα αναφοράς των σωµατιδίων είναι -16 s 10=λ  και 66 10  st t −′ ′= ∆ = × , και εποµένως  

    6 3 2 2 3
0/ e 1 / (e ) 1 / (20) 1 / 400 2,5 10N N − −= = ≈ ≈ ≈ × . 

(γ)  Η κινητική ενέργεια ενός σωµατιδίου είναι   2
0( 1)K m cγ= − .  Με GeV 32

0 =cm  και 5 / 3γ = , 
θα είναι  (5 / 3 1) 3 GeV 2 GeVK = − × = .  

(δ)   Η ορµή ενός σωµατιδίου δίνεται από τη σχέση 0p m γυ= . Εποµένως, είναι 2
0pc m cβγ= . Αντι-

καθιστώντας σε αυτή τη σχέση έχουµε 

   ( )2
0

4 5 3 GeV 4 GeV
5 3

pc m cβγ= = × × =      και     4 GeV/p c= .  

 

  

5.4  ∆ύο σωµατίδια, Α και Β, το καθένα από τα οποία έχει µάζα ηρεµίας 2GeV/ 1 cM = , κινούνται, 
στο σύστηµα αναφοράς ενός επιταχυντή, πάνω στον άξονα των x και σε αντίθετες κατευθύνσεις, πλη-
σιάζοντας το ένα το άλλο. Στο σύστηµα του επιταχυντή, το σωµατίδιο Α κινείται µε ταχύτητα 

cx 6,0A −=υ  και το σωµατίδιο Β µε ταχύτητα cx 6,0B =υ .  
(α) Ποια είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου Β στο σύστηµα αναφοράς του σωµατιδίου Α;  
(β) Ποια είναι η ενέργεια και η ορµή του σωµατιδίου Β στο σύστηµα αναφοράς του σωµατιδίου Α; 
 

ΛΥΣΗ 
 
(α)   Το σύστηµα αναφοράς S΄ του σωµατιδίου Α κινείται στο σύστηµα S του εργαστηρίου µε ταχύτη-
τα A 0,6xV cυ= = − . Στο ίδιο σύστηµα, το σωµατίδιο Β κινείται µε ταχύτητα cx 6,0B =υ . Ο µετα-

σχηµατισµών των συνιστωσών της ταχύτητας δίνει 
για την ταχύτητα του Β στο σύστηµα S΄: 

B
B

B
21

x
x

x

V
V

c

υυ υ
−′ =

−
 

B

2

0,6 ( 0,6 ) 1,2 15 0,880,6 ( 0,6 ) 1,36 171
x

c c c c cc c
c

υ − −′ = = = =
× −−

 

(β)   Στο σύστηµα αναφοράς S΄, για B 0,88x cυ′ =  έχουµε B 0,88β =  και B 2,11γ = . 
Εποµένως, η ενέργεια του Β είναι 

   2 2 2
B B (1 GeV / ) 2,11 2,11 GeVE Mc c cγ′ = = × =  

και η ορµή του  
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  2
B B B (1 GeV / ) 2,11 0,88 1,86 GeV /xp Mc c c cγ β′ = = × × = . 

 

  
 

5.5  Ποια είναι η µάζα mφ  που αντιστοιχεί στην ενέργεια Eφ  ενός ορατού φωτονίου µήκους κύµατος 
ίσου µε 500 nm;  
 

ΛΥΣΗ 
 
Ισχύει  2 /m c E hf hcφ φ λ= = =        ή       /m h cφ λ=  

  ( )( )
34

36
7 8

6,63 10  J s 4,42 10  kg
5 10  m 3 10  m/s

mφ

−
−

−

× ⋅
= = ×

× ×
. 

 

  

5.6  Σωµατίδιο µάζας ηρεµίας Μ είναι ακίνητο στο εργαστήριο. Το σωµατίδιο διασπάται σε δύο άλλα: 
ένα µε µάζα ηρεµίας 1m  που κινείται µε ταχύτητα cV 5

3
1 = , και ένα µε µάζα ηρεµίας 2m  που κινείται 

µε ταχύτητα cV 5
4

2 = .  
(α) Να βρεθούν οι 1m  και 2m  ως κλάσµατα της Μ.  
(β) Ποιες είναι οι κινητικές ενέργειες 1K  και 2K  των δύο µαζών, συναρτήσει της Μ; 
 

ΛΥΣΗ 
 

(α)  Ορίζοντας    1 2
1 2

3 4,
5 5

V V
c c

β β= = = =      και    1 22 2

1 5 1 5,
4 31 (3 / 5) 1 (4 / 5)

γ γ= = = =
− −

, 

η διατήρηση της ενέργειας δίνει   2 2 2
1 1 2 2Mc m c m cγ γ= +  (1) 

και η διατήρηση της ορµής δίνει   1 1 1 2 2 2m V m Vγ γ=  (2) 

Από την εξίσωση (2)       1 2
5 3 5 4
4 5 3 5

m m× = ×      και εποµένως      
2

2

1

3 9
4 16

m
m

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1):  

   1 1 1
5 9 5 35
4 16 3 16

M m m m= + =  

και τελικά 1 2
16 9,
35 35

m M m M= = . 

(β)  Οι κινητικές ενέργειες των σωµατιδίων είναι: 

   2 2 2
1 1 1

5 16 4( 1) 1
4 35 35

K m c Mc Mcγ ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

και   2 2 2
2 2 1

5 9 6( 1) 1
3 35 35

K m c Mc Mcγ ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

  

5.7  Σωµατίδιο π , που ηρεµεί στο σύστηµα του εργαστηρίου, διασπάται σε  νµπ +→ . Να δειχθεί 

ότι η ολική ενέργεια του µ  είναι  
2

2 2 2
µ µ π ν

π
( )

2
cE m m m
m

= + − ,  όπου πm , µm  και νm  είναι οι µάζες 

ηρεµίας των τριών σωµατιδίων. Ποια είναι η ολική ενέργεια του ν ; Ποια µορφή παίρνουν τα αποτε-
λέσµατα αυτά αν το νετρίνο ν  έχει ν 0m = ; 
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ΛΥΣΗ 
 
∆ιατήρηση της ορµής: µ ν 0+ =p p . (1) 

Έστω ότι τα δύο σωµατίδια, µ  και ν , έχουν ορµές    ν ˆp=p x    και   µ ˆp= −p x .  

Η διατήρηση της ενέργειας δίνει: 2
µ ν πE E m c+ =  (2) 

Ισχύουν επίσης οι σχέσεις:   2 2 4 2 2
µ µE m c p c= +    και   2 2 4 2 2

ν νE m c p c= + . 

Παίρνοντας τη διαφορά των δύο τελευταίων σχέσεων έχουµε: 

   2 2 2 2 4
µ ν µ ν( )E E m m c− = −   (3) 

Οι εξισώσεις (2) και (3) δίνουν 

   2 2 2 2 4
µ ν µ ν µ ν π µ ν( )( ) ( ) ( )E E E E E E m c m m c− + = − = −    

Εποµένως,  
2 2 2 2
µ ν µ ν2 2 2

µ ν µ π
π π

m m m m
E E c E m c c

m m
− −

= + = − + +  

και  ( )
2

2 2 2
µ µ π ν

π2
cE m m m
m

= + −  

Κατ’ αναλογία,  ( )
2

2 2 2
ν ν π µ

π2
cE m m m
m

= + − .  

Στην περίπτωση που είναι ν 0m = , οι δύο αυτές σχέσεις γίνονται: 

  ( )
2

2 2
µ µ π

π2
cE m m
m

= +      και     ( )
2

2 2
ν π µ

π2
cE m m
m

= −  

 

  

5.8  Ένα σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας 1m  ( )GeV 12
1 =cm  κινείται µε ταχύτητα c8,01 =υ  και συ-

γκρούεται µε ένα άλλο σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας 2m  ( )GeV 102
2 =cm  που είναι ακίνητο. Μετά 

την κρούση, τα δύο σωµατίδια σχηµατίζουν ένα σώµα µε µάζα ηρεµίας M . Να βρεθούν: 
(α)  Η ολική ενέργεια του συστήµατος, σε GeV.    
(β)  Η ολική ορµή του συστήµατος, σε cGeV/ .     
(γ)  Η µάζα M , σε 2GeV/c .   
 

ΛΥΣΗ 
 
(α)  Η ολική ενέργεια του συστήµατος είναι  1 2E E Eολ = + ,  όπου 

   2 2
1 1 2 2,E m c E m cγ= =        και     

2

1 50,8
31 (0,8)

β λ= = =
−

. 

Εποµένως,     5 351 10 11,67 GeV
3 3

Eολ = × + = = .  

(β)  Η ολική ορµή του συστήµατος είναι  1 2ολ = +p p p ,  όπου 

   1 1 2( )( ) , 0c mβ γ= =p x p . 

Εποµένως 2
1 1

5 4 4, 0,8 1  GeV,  GeV/c.
3 3 3

p m c cp m c pολ ολ ολβγ βγ= = = × × = =  
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(γ)  µετά την κρούση σχηµατίζεται ένα σώµα µε µάζα ηρεµίας Μ. Ισχύουν οι αρχές διατήρησης ορµής 
και ενέργειας. Άρα, µετά την κρούση θα είναι  E Eολ=   και  p pολ= .  
Από τη σχέση 2 2 2 2 2( )E p c Mcολ ολ= +   προκύπτει ότι 

2 2
2 2 2 35 4 1209( ) 11,59 GeV

3 3 3
Mc E p cολ ολ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   και εποµένως   211,59 GeV/cM = . 

 

  

5.9  Ένα µεσόνιο K+ , του οποίου η µάζα ηρεµίας είναι KM  ( 2
K 494 MeVM c = ), κινείται στο σύ-

στηµα αναφοράς του εργαστηρίου και διασπάται σε δύο µεσόνια π. Το ένα π παραµένει ακίνητο. Η 
µάζα ηρεµίας του µεσονίου π είναι πM ( 2

π 140 MeVM c = ). Ποια είναι η ολική ενέργεια του µεσονί-
ου K+  και ποια του µεσονίου π που παραµένει ακίνητο; 
 

ΛΥΣΗ 
 
Έστω ότι οι ταχύτητες των σωµατιδίων αρχικά 
και τελικά είναι K Kcυ β=  και π πcυ β= , αντί-
στοιχα, στις οποίες αντιστοιχούν οι παράγοντες 
Lorentz Kγ  και πγ . Οι νόµοι της διατήρησης 
δίνουν:  
∆ιατήρηση της ορµής K K K π π πM Mγ β γ β=  (1) 

∆ιατήρηση της ενέργειας 2 2 2
K K π π πM c M c M cγ γ= +  (2) 

Υψώνοντας την εξίσωση (1) στο τετράγωνο και χρησιµοποιώντας τη σχέση 2 2 2 1β γ γ= −  έχουµε 

   ( ) ( )2 2 2 2
K K π π1 1M Mγ γ− = −  (3) 

Από την εξίσωση (2), K K π π(1 )M Mγ γ= +       ή      π
K π

K
(1 )M

M
γ γ= + . 

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (3), έχουµε 

   ( )
2

2 2 2 2π
K π π π2

K
(1 ) 1 1MM M

M
γ γ

⎛ ⎞
+ − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

   2 2
π π π(1 2M γ γ+ + 2 2 2

K π π) M M γ− = ( ) 2
K

π 2
π

1 , 2 1 1M
M

γ− + = −  

και  
2 2
K π K K

π K2 2
K ππ π

11,
22 2

M M M M
M MM M

γ γ= − = = . 

Αριθµητικά,  K 0,824β = , K 1,764γ = , π 0,982β =  και π 5,225γ = , και εποµένως είναι 

   2
K K K 494 1,764 872 MeVE M cγ= = × =      και     2

π π π 140 5,225 732 MeVE M cγ= = × = . 

Όπως πρέπει, είναι 2
K π π 872 MeVE E M c= + = . 
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5.10  Ακίνητο σωµατίδιο µάζας ηρεµίας Μ διασπάται σε ένα σωµατίδιο µάζας ηρεµίας m και ένα φω-
τόνιο. Να βρεθούν οι ενέργειες αυτών των προϊόντων.   
 

ΛΥΣΗ 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιατήρηση της ενέργειας: 2 2Mc mc Eγγ= +  (1) 

∆ιατήρηση της ορµής: 
E

mc
c
γ βγ=  (2) 

Αντικαθιστώντας την Eγ  από την εξίσωση (2) στην εξίσωση (1), έχουµε 

   1(1 )
1

M m m m m βγ βγ γ β
β

+
= + = + =

−
 

Αυτή η εξίσωση δίνει 
2 2 2

2 2 2
1 ,
1

M M m
m M m

β β
β

+ −
= =

− +
 

και  
2 2 2 2

2 2 22 2

2 2

1
24

1

M m M m
mMm MM m

M m

γ + +
= = =

⎛ ⎞−
− ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1), 

   
2 2 2 2

2 2 2( )
2 2

M m M mE M m c M m c M c
mM Mγ γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +
= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    

Εποµένως, η ενέργεια του φωτονίου είναι: 

   
2 2

2

2
M mE c

Mγ
−

= . 

Η ενέργεια του σωµατιδίου δίνεται από τη σχέση 2E Mc Eγ= − , από την οποία προκύπτει ότι 

    
2 2

2

2
M mE c

M
+

= . 

 

  

5.11  Ένα σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας Μ  κινείται στο εργαστήριο µε ταχύτητα cV 5
3= . Το σωµατίδιο 

διασπάται σε δύο άλλα: ένα µε µάζα ηρεµίας 1m  που παραµένει ακίνητο και ένα άλλο µε µάζα ηρεµί-
ας 2m  που κινείται µε ταχύτητα c5

4=υ . Να βρεθούν οι µάζες 1m  και 2m  συναρτήσει της Μ. 
 

ΛΥΣΗ 
 
Ορίζουµε τα µεγέθη: 

3
5/M V cβ = =     και    2 5

41 / 1M Mγ β= − =  
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4
2 5/ cβ υ= =     και    2 5

2 2 31 / 1γ β= − =  

∆ιατήρηση της ορµής:   2 2 20M MM mγ β γ β= +  (1) 

∆ιατήρηση της ενέργειας:   2 2 2
1 2 2MMc m c m cγ γ= +  (2) 

Η εξίσωση (1) δίνει 
5 3
4 5

2 5 4
2 2 3 5

9 0,56
16

M Mm M M M Mγ β
γ β

×
= = = =

×
 

και η (2), τότε,  ( )5 9 5 5 15 5
1 2 2 4 16 3 4 16 16 0,31Mm M m M M M M Mγ γ= − = − = − = = . 

 

  

5.12  Αποδιέγερση πυρήνα. Ένας πυρήνας X∗  µε µάζα ηρεµίας 0m∗  αποδιεγείρεται εκπέµποντας ένα 
φωτόνιο. Ποιες είναι οι ενέργειες του νέου πυρήνα και του φωτονίου, στο σύστηµα αναφοράς του αρ-
χικού πυρήνα;  
 

ΛΥΣΗ 
 
  X X γ∗ → +  

Από τη διατήρηση της ορµής προ-
κύπτει ότι οι ορµές του νέου πυρή-
να και του φωτονίου θα είναι ίσες 
και αντίθετες, p± . 
∆ιατήρηση της ενέργειας: 2

0E E m cγ
∗+ =  (1) 

∆ιατήρηση της ορµής: 
E

p
c
γ=  (2) 

Επίσης, για τον νέο πυρήνα, 2 2 4 2 2
0E m c p c= + . (3) 

Αντικαθιστώντας την Eγ  από την εξίσωση (2) στην εξίσωση (1), έχουµε 

   2
0E pc m c∗+ = . (4) 

Η εξίσωση (3) γράφεται ως 2 4
0( )( )E pc E pc m c− + = . (5) 

Αντικαθιστώντας από την (4) στην (5) 

   2 2 4
0 0( )E pc m c m c∗− =      ή     

2
20

0

mE pc c
m∗− = .  (6) 

Αθροίζοντας τις εξισώσεις (4) και (6) και διαιρώντας διά 2, βρίσκουµε την ενέργεια του νέου πυρήνα: 

   
2

2 20
0

0

1
2

mE m c c
m

∗
∗

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
     ή     

2 2
20 0

02
m mE c

m

∗

∗
+

= . 

Η ενέργεια του φωτονίου είναι: 

   
2 2

2 20 0
0 0

02
m mE m c E m c

mγ

∗
∗ ∗

∗

⎛ ⎞+
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
     ή     

2 2
20 0

02
m mE c

mγ

∗

∗
−

= . 
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5.13  Αποδιέγερση πυρήνα. Ένας ακίνητος διεγερµένος πυρήνας αποδιεγείρεται εκλύοντας ενέργεια 
E∆  και εκπέµποντας ένα φωτόνιο. Η µάζα ηρεµίας του αποδιεγερµένου πυρήνα είναι Μ. Ποια είναι η 

ενέργεια του φωτονίου;    
 

ΛΥΣΗ 
 
Η αρχική µάζα, M ∗ , του διε-
γερµένου πυρήνα είναι ισοδύ-
ναµη µε τη µάζα του αποδιε-
γερµένου πυρήνα συν την ε-
νέργεια διέγερσης, E∆ . Οι 
νόµοι της διατήρησης δίνουν: 
∆ιατήρηση της ενέργειας 2Mc E E Eγ+ ∆ = + ,     όπου     2E Mc γ=  

∆ιατήρηση της ορµής 
E

Mc
c
γ γβ=  

Εποµένως,  2 2 2 1(1 )
1

Mc E Mc Mc βγ β
β

+
+ ∆ = + =

−
 

Από όπου παίρνουµε 2
1 1
1

E
Mc

β
β

+ ∆
= +

−
. 

Η σχέση αυτή µπορεί να γραφτεί συναρτήσει του λόγου 2
E

Mc
α ∆
≡  ως  21 (1 )

1
β α
β

+
= +

−
. 

Λύνοντας, 
2 2

2
(1 ) 1 1 (1 ),

2(1 )(1 ) 1
α αβ γ

αα
+ − + +

= =
++ +

. 

Εποµένως, 
2 2

2 2
2

(1 ) 1 1 (1 )
2(1 )(1 ) 1

E Mc Mcγ
α αβγ

αα

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + +
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟++ +⎝ ⎠⎝ ⎠

 

ή   
2 2 2 2(1 ) 1 2

2 1 2 1
Mc McEγ

α α α
α α

+ − +
= =

+ +
 

και  
2

2

2

2 1

E
E McE E

Mc

γ

∆ +∆
=

∆
+

,                 
2 1

2
2

Mc E
E E

Mc Eγ
+ ∆

= ∆
+ ∆

. 

 

  

5.14  Εξηγήστε γιατί τα ακόλουθα είναι αδύνατο να συµβούν: 
(α)  Ένα φωτόνιο συγκρούεται µε ακίνητο ηλεκτρόνιο, και του δίνει όλη του την ενέργεια. 
(β)  Ένα µεµονωµένο φωτόνιο µετατρέπεται σε ζεύγος ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου. (Το ποζιτρόνιο εί-

ναι το αντισωµατίδιο του ηλεκτρονίου.) 
(γ)  Ένα κινούµενο ποζιτρόνιο συγκρούεται µε ένα ακίνητο ηλεκτρόνιο, και τα δύο εξαϋλώνονται 

παράγοντας ένα µόνο φωτόνιο.  
 

ΛΥΣΗ 
 
(α)  Ένα φωτόνιο συγκρούεται µε ακίνητο ηλεκτρόνιο, και του δίνει όλη του την ενέργεια. 
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Στο σύστηµα µηδενικής ορµής, για να διατηρείται η ορµή, θα πρέπει το ηλεκτρόνιο να είναι ακίνητο 
µετά την κρούση. Πριν όµως από την κρούση, στο ίδιο σύστηµα, εκτός από το φωτόνιο υπήρχε και 
ένα κινούµενο ηλεκτρόνιο. Προφανώς η ενέργεια δεν διατηρείται αφού ένα ακίνητο ηλεκτρόνιο έχει 
λιγότερη ενέργεια από ένα αρχικά κινούµενο ηλεκτρόνιο. Άρα το φαινόµενο είναι αδύνατο να συµβεί. 
 
 (β)  Ένα µεµονωµένο φωτόνιο µετατρέπεται σε ζεύγος ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Μετά τη δίδυµη γένεση, στο σύστηµα µηδενικής ορµής, το ηλεκτρόνιο και το ποζιτρόνιο έχουν ίσες 
και αντίθετες ορµές. Στο ίδιο όµως σύστηµα, υπήρχε πριν από τη δίδυµη γένεση ένα µοναδικό φωτό-
νιο, το οποίο προφανώς είχε κάποια ορµή. Αν συνέβαινε το φαινόµενο αυτό, θα είχαµε εποµένως πα-
ραβίαση της αρχής της διατήρησης της ορµής.  
 
 (γ)  Ένα κινούµενο ποζιτρόνιο συγκρούεται µε ένα ακίνητο ηλεκτρόνιο, και τα δύο εξαϋλώνονται 

παράγοντας ένα µόνο φωτόνιο.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πριν από την εξαΰλωση, στο σύστηµα µηδενικής ορµής, το ηλεκτρόνιο και το ποζιτρόνιο έχουν ίσες 
και αντίθετες ορµές. Στο ίδιο όµως σύστηµα θα υπάρχει µετά την εξαΰλωση ένα µοναδικό φωτόνιο, το 
οποίο προφανώς είχε κάποια ορµή. Αν συνέβαινε το φαινόµενο αυτό, θα είχαµε εποµένως παραβίαση 
της αρχής της διατήρησης της ορµής. 
 

  

5.15  ∆είξετε ότι το µέγεθος 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 x y zM c E p c p c p c E p c= − − − = −  παραµένει αναλλοίωτο κατά 

τον µετασχηµατισµό από το σύστηµα αναφοράς S  στο σύστηµα S′ .  
 

ΛΥΣΗ 
 
Από τον µετασχηµατισµό ορµής-ενέργειας 
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  ( ), , ,x x y y z z xp p E p p p p E E c p
c
βγ γ β⎛ ⎞′ ′ ′ ′= − = = = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

έχουµε  

   
( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
22 2 2 2 2 2 2

2 2 2 21 2

x y z

x x y z

x

E p c E p c p c p c

E c p p E c p c p c
c

E Ec p

βγ β γ

γ β γ β

′ ′ ′ ′ ′ ′− = − − −

⎛ ⎞= − − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − − ( )2 2 2 2 21 2x xp c Ec pγ β γ β− − + 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4
0

y z

x y z

p c p c

E p c p c p c E p c M c

− −

= − − − = − =

 

 

  

5.16  Ένα σωµατίδιο S, που έχει µάζα ηρεµίας M , είναι ακίνητο στο σύστηµα αναφοράς του Εργα-
στηρίου.  Το σωµατίδιο διασπάται σε ένα σωµατίδιο S΄ µε µάζα ηρεµίας / 2M  και σε ένα φωτόνιο. 
Να βρείτε: 
(α)  Την ταχύτητα του παραγόµενου σωµατιδίου στο σύστηµα αναφοράς του Εργαστηρίου.    
(β)  Την ενέργεια του φωτονίου, 

(i) στο σύστηµα αναφοράς του Εργαστηρίου, Eγ , και 

(ii) στο σύστηµα αναφοράς του παραγόµενου σωµατιδίου, Eγ′ .  
 

ΛΥΣΗ 
 
(α)   Στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, S, 

∆ιατήρηση της ενέργειας, µε  21 / 1 ( / )V cγ = − : 

  2 2

2
MMc E cγ γ= +  (1) 

∆ιατήρηση της ορµής: 

   0
2

E M V
c
γ γ= − +

 (2) 

Αντικαθιστώντας την Eγ  από την εξίσωση (2) στην (1) 

2 2

2 2
M MMc Vc cγ γ= +     ή    1 11

2 2
βγ γ= + ,    (1 ) 2γ β+ = ,    1 2

1
β
β

+
=

−
,   ⇒    3 5,

5 4
β γ= = . 

Εποµένως,  3
5

V c= . 

(β)  (i)  Από την εξίσωση (2)   

  2 2 21 3 5 3, ,
2 2 5 4 8

E Mc E Mc E Mcγ γ γ
βγ

= = × × = . 

 (ii)  Στο σύστηµα S, το φωτόνιο έχει ενέργεια  23
8

E Mcγ =   και ορµή 3
8x

E
p Mc

c
γ

γ = = . 

Από τον µετασχηµατισµό ορµής-ενέργειας στο σύστηµα S΄, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′

c
Epp xx

βγ      yy pp =′      zz pp =′      ( )xpcEE βγ −=′  

βρίσκουµε  ( )xE E c pγ γ γγ β′ = − , από την οποία  
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   ( )2 2 23 3 3 1 3 11
8 8 8 1 8 1

E Mc c Mc Mc Mc Eγ γ
β βγ β γ β
β β

− −⎛ ⎞′ = − = − = =⎜ ⎟ + +⎝ ⎠
 

και τελικά 21 3 / 5 1 3,
1 3 / 5 2 16

E E E E Mcγ γ γ γ
−′ ′= = =
+

.  

 

  

5.17  Κατά την ένωση 1 kg υδρογόνου µε 8 kg οξυγόνου απελευθερώνεται ενέργεια ίση µε 810  J  πε-
ρίπου. Θα ήταν δυνατό να ανιχνεύσουµε την ποσοστιαία µεταβολή στη µάζα σε αυτή την αντίδραση 
µε ένα ζυγό που µπορεί να ανιχνεύσει ποσοστιαία µεταβολή στη µάζα ίση µε 1 µέρος στα 710 ; 
 

ΛΥΣΗ 
 
Το ισοδύναµο σε µάζα της ενέργειας που εκλύεται είναι 2 8 8 2 9/ 10 / (3 10 ) 10  kgm E c −∆ = ∆ = × ≈ . Αυ-
τό είναι περίπου 1 µέρος στα 1010  της µάζας που συµµετέχει στην αντίδραση και δεν µπορεί να ανι-
χνευτεί µε τον ζυγό που διαθέτουµε.  
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Κεφάλαιο 6:  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗΣ ∆ΥΝΑΜΙΚΗΣ 
 

  

6.1  Φωτόνιο ενέργειας Eγ  συγκρούεται µε ακίνητο ηλεκτρόνιο, που έχει µάζα ηρεµίας 0m . Μετά τη 
σκέδαση, το φωτόνιο κινείται σε κατεύθυνση αντίθετη της αρχικής. Να βρεθούν: 
(α)  Το κλάσµα της ενέργειας Eγ  που δίνεται στο ηλεκτρόνιο ως κινητική ενέργεια, 
(β)  Η µεταβολή στο µήκος κύµατος λ του φωτονίου. 
 

ΛΥΣΗ 
 
Μετά την κρούση, το ηλεκτρόνιο κινείται µε ταχύτητα υ, στην οποία αντιστοιχεί ο παράγοντας Lor-

entz γ. Θα χρησιµοποιήσουµε τους νόµους της 
διατήρησης της ενέργειας και της ορµής. 
   Η διατήρηση της ενέργειας δίνει:   

2 2
0E m c E mcγ γ′+ = + ,        όπου   0m mγ= . 

   Η διατήρησης της ορµής δίνει:  

E E
p

c c
γ γ′ ′= − + ,        όπου   0p m cmυ βγ= = . 

Αυτές οι εξισώσεις δίνουν  

   2 2
0 0E m c E m cγ γ γ′+ = +         και        2

0E E m cγ γ βγ′= − +  

Αν ορίσουµε τα µεγέθη      2 2
0 0

,
E E

m c m c
γ γε ε

′
′≡ ≡  

Έχουµε 1ε ε γ′+ = +         και        ε ε βγ′= − + .  

Προσθέτοντας, 1 2 (1 )ε γ β+ = + . 
Αν υψώσουµε στο τετράγωνο, 

   
2

2 2 2
2

(1 ) 1(1 2 ) (1 )
11

β βε γ β
ββ

+ +
+ = + = =

−−
 

και  2 2(1 2 ) (1 2 ) 1ε ε β β+ − + = +  

από την οποία προκύπτει ότι 
2

2
(1 2 ) 1
(1 2 ) 1

εβ
ε

+ −
=

+ +
 

και εποµένως 
2

2 2

2

1 2 1 2 (1 2 )[(1 2 ) 1]
1 (1 2 ) 1 2(1 2 )1

(1 2 ) 1

ε ε ε εγ
β ε ε

ε

+ + + + +
= = =

+ + − ++
+ +

. 

Τελικά,  
2(1 2 ) 1

2(1 2 )
εγ

ε
+ +

=
+

. 

Η κινητική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι  2
0 ( 1)K m c γ= −   και εποµένως 

   
2 2

2 0
0

(1 2 ) 1 1 41
2(1 2 ) 2

m cK m c ε ε
ε

⎡ ⎤+ + +
= − =⎢ ⎥+⎣ ⎦

24 1 2 4ε ε+ + − −
1 2ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 
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2 2 2

2 0
0

(1 2 ) 1 41 2
2(1 2 ) 2 1 2 1 2

m cK m c Eγ
ε ε ε

ε ε ε
⎡ ⎤+ +

= − = =⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦
 

Εποµένως,  2
1 2

K
Eγ

ε
ε

=
+

,     και επειδή είναι 2
0

E

m c
γε = ,  

προκύπτει ότι  2
0

2
2

EK
E m c E

γ

γ γ
=

+
,      ή      2

0

1

1
2

K
E m c

E
γ

γ

=
+

. 

(β)  Η κινητική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι ίση µε τη µεταβολή στην ενέργεια του φωτονίου: 

   E E Kγ γ′− = . 

Από αυτήν προκύπτει ότι 2 1 1 1 2,
1 2 1 2

hc hc hc ε ε
λ λ λ ε λ λ λ ε
− = − =

′ ′+ +
 

ή       2 11
1 2 1 2

λ ε
λ ε ε

= − =
′ + +

,        και τελικά      (1 2 )λ λ ε′ = + . 

   2 2
0 0

2 21 1
E hc

m c m c
γλ λ λ

λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
      και     

0

2h
m c

λ λ′ = +  

Εποµένως 
0

2h
m c

λ λ′ − = . 

 

  

6.2  Η ενέργεια σύνδεσης του σωµατιδίου α. Το σωµατίδιο α είναι ένας πυρήνας ηλίου, αποτελού-
µενος από δύο πρωτόνια και δύο νετρόνια. Να βρεθεί η ενέργεια σύνδεσης του σωµατιδίου α καθώς 
και η ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο.  
 

ΛΥΣΗ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η αντίδραση «σχηµατισµού» ενός σωµατιδίου α είναι:      2p 2n α Q+ → + . 
Q είναι η ενέργεια σύνδεσης του σωµατιδίου α και εκλύεται κατά τον σχηµατισµό του.  

Η διατήρηση µάζας-ενέργειας δίνει: 2 2 2
p n α2 2m c m c m c Q+ = +  

   ( )p n α2 2
1 2 2 MQ m m m
c c

∆
= + − =  

όπου M∆  είναι το έλλειµµα µάζας p n α2 2M m m m∆ = + − . 
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Η µάζα του σωµατιδίου α µπορεί να βρεθεί από αυτήν του ατόµου του Ηλίου-4 αν αφαιρέσουµε τη 
µάζα δύο ηλεκτρονίων και αγνοήσουµε την ενέργεια σύνδεσής τους στον πυρήνα του Ηλίου, η οποία 
είναι µικρή σε σύγκριση µε τις άλλες ενέργειες: 

   α He e2m m m= − . 

Εποµένως (2 1,007 276 2 1,008 665) (4,002 604 2 0,000 549)M∆ = × + × − − ×   

   4,031882 4,001506M∆ = −      0,030 376 uM∆ = . 

Από την ισοδυναµία  1 u 931,478 MeV≡  

Προκύπτει ότι 0,0304 931 28,3 MeVQ = × =  

Η ενέργεια σύνδεσης του σωµατιδίου α είναι:   28,3 MeV  

Και η ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο:    28,3 / 4 7,07 MeV= /νουκλεόνιο 

η οποία είναι αρκετά µεγάλη ώστε να κάνει το σωµατίδιο α έναν από τους πιο ισχυρά συνδεδεµένους 
πυρήνες.  
 

  

6.3  Η διάσπαση του νετρονίου. Το ελεύθερο νετρόνιο είναι ασταθές και διασπάται µε µια µέση 
διάρκεια ζωής 898 s 15τ = ≈ λεπτά (χρόνο υποδιπλασιασµού 1/2 622 s 10τ = ≈ λεπτά) σύµφωνα µε 
την αντίδραση en p e Eν−→ + + + ∆ . Να βρεθεί η ενέργεια που εκλύεται κατά τη διάσπαση. 
 

ΛΥΣΗ 
 
Η ενέργεια σύνδεσης του νετρονίου είναι  2

n p e( )E m m m m cν∆ = − − − . 

Η µάζα ηρεµίας του νετρίνου, αν υπάρχει, είναι πολύ µικρή και µπορεί να αγνοηθεί. Επίσης είναι  

   2
n 939,67 MeVm c =      2

p 938,37 MeVm c =      2
e 0,511 MeVm c =  

οπότε  0,79 MeVE∆ = . 
 

  

6.4  Φωτοσχάση ουρανίου-235. Φωτόνιο µε ενέργεια 6 MeVEφ =  προκαλεί τη σχάση 

   235 90 142 1
92 36 56 0U Kr Ba 3 nγ+ → + + . 

Ποια είναι η ολική τελική κινητική ενέργεια Κ των προϊόντων αυτής της σχάσης; 
∆ίνονται οι µάζες των ισοτόπων σε µονάδες u:  ( )235

92 U 235,043915M = ,  ( )90
36 Kr 89,91972M = , 

( )142
56 Ba 141,91635M = ,  1,008665nm = . 

 
ΛΥΣΗ 

 
Η διατήρηση της µάζας-ενέργειας δίνει: 

   ( ) ( ) ( )235 2 90 142 2
92 36 56U Kr Ba 3 nM c E M M m c Kφ

⎡ ⎤+ = + + +⎣ ⎦  

και  ( ) ( )235,043915u 89,91972 141,91635 3 1,008665 u 931,5 MeV/u 6 MeVK ⎡ ⎤= − + + × +⎣ ⎦  

   175,4 MeVK = . 
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6.5  Ένα σωµατίδιο, Α, µε µάζα ηρεµίας AM , είναι ακίνητο στο αδρανειακό σύστηµα S. Ένα δεύτερο 
σωµατίδιο, Β, µε µάζα ηρεµίας BM , κινείται µε ταχύτητα Bˆυ x  µέσα στο σύστηµα S. Να υπολογιστεί 
η ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος των σωµατιδίων Α και Β στο σύστηµα S.    
 

ΛΥΣΗ 
 
Έστω ότι το σύστηµα στο οποίο το κέντρο µάζας 
των δύο σωµατιδίων είναι ακίνητο είναι το S΄, το 
οποίο κινείται µε ταχύτητα ˆVx  ως προς το S. Το 
σύστηµα αναφοράς S΄ είναι το σύστηµα µηδενικής 
ορµής των δύο σωµατιδίων. Στο σύστηµα αυτό, οι 
ταχύτητες των δύο σωµατιδίων θα είναι: 

B
A B

B
2

ˆ ˆ,
1

VV V
c

υ
υ
−′ ′= − =

−
υ x υ x  

Επειδή ο ολική ορµή στο σύστηµα αυτό είναι ίση µε µηδέν, έχουµε: 

   A B 0′ ′+ =p p        ή       A A B B
2 2

A B
2 2

0

1 1

M M

c c
υ υ

′ ′
+ =

′ ′
− −

υ υ  

και εποµένως  A B B
2 2

B B
2 2 2

2 B
2

( ) 0
( )1 1 1

1

M V M V

V V V
c c Vc

c

υ

υ υ
υ

− −
+ =

−⎛ ⎞− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι 

A B B B B
2 2 2

BB B
2 22 2

( ) ( )

( )1 1 21

M V M V M V

V VV V
c cc c

υ υ

υυ υ

− −
= =

−⎛ ⎞− −− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2
B B B

4 2 22V V
c c c

υ υ υ+ − +

B B
2 2 2

B
2 2 2

( )

1 1

M V

V V
c c c

υ

υ

−
=

⎛ ⎞⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

και τελικά  B B
A 2

B
2

( )

1

M VM V

c

υ

υ

−
=

−

 

η οποία µπορεί να λυθεί ως προς V για να δώσει 

   B
2

A B
2

B
1 1

V
M
M c

υ

υ
=

+ −

. 
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6.6  Ένα σωµατίδιο 0K  έχει µάζα ηρεµίας ισοδύναµη µε 2
K 498m c =  MeV  και διασπάται σε δύο 

µεσόνια, π+  και π− , που έχουν ίσες µάζες ηρεµίας, πm . Στο σύστηµα ηρεµίας του 0K  τα µεσόνια 
κινούνται µε ταχύτητα c83,0  το καθένα.  
(α)   Να βρεθεί ο λόγος των µαζών ηρεµίας π K/m m .  
(β)  Έστω ότι στο σύστηµα του εργαστηρίου το 0K  κινείται µε ταχύτητα  c83,0  και τα δύο µεσόνια 

κινούνται πάνω στην αρχική ευθεία κίνησης του 0K . Να βρεθούν οι κινητικές ενέργειες των µε-
σονίων στο σύστηµα του εργαστηρίου.   

 
ΛΥΣΗ 

 
(α)  Το σύστηµα ηρεµίας του 0K  είναι και το σύστηµα µηδενικής ορµής ή σύστηµα του Κέντρου 
Μάζας των σωµατιδίων π+  και π− . Στο σύστηµα αυτό, τα δύο σωµατίδια κινούνται µε ίσες και αντί-

θετες ταχύτητες µέτρου c83,0 . Για π 0,83β = ± , είναι 

π 1,793γ = . Η διατήρηση της ενέργειας στο σύστηµα του 
Κέντρου Μάζας δίνει:   

2 2
K π π2m c m cγ= . 

Εποµένως,        π

K π

1 1 0,279
2 3,59

m
m γ

= = =  

και                          2
π 139 MeVm c = . 

(β)  Αν υποθέσουµε ότι στο Σύστηµα του Εργαστηρίου το 0K  κινείται προς τα δεξιά µε ανηγµένη 
ταχύτητα π 0,83β = , και το σωµατίδιο π−  κινείται µε 0,83β = − προς τα αριστερά στο σύστηµα του 

Κέντρου Μάζας, τότε στο Σύστηµα του Εργαστηρίου το 
σωµατίδιο π−  θα είναι ακίνητο. Η διατήρηση της ενέργειας 
στο Σύστηµα του Εργαστηρίου δίνει   

2 2 2
K K π π πm c m c m cγ γ= + . 

 Από αυτήν τη σχέση προκύπτει ότι 
2

2K K
π K K 2 2

π K K

2 11 2 1 1 5,43
1 1

m
m

βγ γ γ
β β

⎛ ⎞ +
= − = − = − = =⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
. 

Η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου π−  προφανώς είναι ίση µε µηδέν, ενώ του π+  είναι: 

  ( )2
π π π1K m c γ= − ,            π 139 4,43 616 MeVK = × = .  

 

  

6.7  Ένα ποζιτρόνιο, e+ , µε µάζα ηρεµίας m και ταχύτητα υ στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, 
προσκρούει σε ένα ηλεκτρόνιο, e− , που έχει την ίδια µάζα ηρεµίας m και είναι ακίνητο. Τα δύο σω-
µατίδια εξαϋλώνονται, 
µε αποτέλεσµα να δη-
µιουργηθούν δύο φω-
τόνια, 1γ  και 2γ , τα 
όποία στο σύστηµα 
αναφοράς του κέντρου 
µάζας (µηδενικής ορ-
µής), κινούνται σε δι-
εύθυνση κάθετη προς 
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τη διεύθυνση κίνησης του ποζιτρονίου και του ηλεκτρονίου (Σχ. 1). Έστω ότι k , 1P  και 2P  είναι τα 
διανύσµατα των ορµών του ποζιτρονίου και των δύο φωτονίων στο σύστηµα αναφοράς του εργαστη-
ρίου, αντίστοιχα, και 1θ  και 2θ  οι γωνίες που σχηµατίζουν τα διανύσµατα 1P  και 2P  µε το διάνυσµα 
k  (Σχ. 2).   
(α)  Αποδείξετε ότι είναι 1 2=P P  και 1 2θ θ= .  

(β)  Υπολογίστε τη γωνία 1 2θ θ θ= +  που σχηµατίζουν τα διανύσµατα 1P  και 2P  ως συνάρτηση των 
µεγεθών υ και m.  

 
ΛΥΣΗ 

 
(α)  Στο σύστηµα του κέντρου µάζας        1 2 0′ ′+ =P P          ⇒        1 2P P P′ ′ ′= ≡ . 

Εποµένως και  1 2E E cP′ ′ ′= = . 

Αν πάρουµε την ορµή 1′P  κατά µήκος του άξονα των y, θα έχουµε: 

   1 ˆP′ ′=P y       2 ˆP′ ′= −P y .  

Από τους µετασχηµατισµούς ορµής-ενέργειας έχουµε 

   1 2 1 2 1 2, , , 0x x y y z zP P P P P P P P Pγβ γβ γβ′ ′ ′= = = − = = = , 

δηλαδή 1 2=P P      και     1 2θ θ= . 

(β)  ∆ιατήρηση της ενέργειας:       2 2 2 4 2 2k c m c mc Pc+ + = ,       όπου     1 2P = =P P . 

∆ιατήρηση της ορµής: 1 2= +k P P . 

Άρα  2 2 2
1 2 1 22= + + ⋅k P P P P        ⇒       2 2 2 2 22 2 cos 4 cos ( / 2)k P P Pθ θ= + =  

και   
2 2 2

cos
2 2

k k
P k m c mc

θ
= =

+ +
 

(η αρνητική τιµή του cos( / 2)θ  αποκλείεται από τη διατήρηση της ορµής στην κατεύθυνση x).  

Αλλά  
2 21 /

mk m
c

υ γ υ
υ

= =
−

      

   
2 2 2 2 2 2

2
2 2

cos
2

1 /

m

m m c mc c c
c

θ γ υ γυ

γ υ υ
υ

= =
+ + + +

−

  

από την οποία προκύπτει ότι 
2

2

cos
2

1c c
c

θ υ

υ
=

− +

     

ή       
2

2

/cos
2

1 1

c

c

θ υ

υ
=

+ −

. 

Αν sin
c
υφ = , είναι cos tan

2 2
θ φ
=  και τελικά          1 112cos tan sin

2 c
υθ − −⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

. 
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6.8  Ενέργεια κατωφλίου. Στο σύστηµα του εργαστηρίου, κινούµενο σωµατίδιο Χ (µε µάζα 
ηρεµίας m), συγκρούεται µε άλλο ακίνητο σωµατίδιο Χ και το µετατρέπει σε σωµατίδιο Υ 
(µε µάζα ηρεµίας mM 3= ), σύµφωνα µε την αντίδραση Χ + Χ = Χ + Υ. Πόση είναι η ενέρ-
γεια κατωφλίου του κινούµενου Χ στο σύστηµα του εργαστηρίου για να γίνει αυτό;  
Υπόδειξη: Εξετάστε την αντίδραση στο σύστηµα µηδενικής ορµής.    
 

ΛΥΣΗ 
 
 
 
 
 
 
 
 
Θα εξετάσουµε την αντίδραση στο Σύστηµα Μηδενικής Ορµής (Σ.Μ.Ο.). Στο σύστηµα αυτό, τα δύο 
αρχικά σωµατίδια Χ κινούνται µε ίσες και αντίθετες ταχύτητες, έστω V± . Η µέγιστη ενέργεια θα εί-
ναι διαθέσιµη για τη δηµιουργία του σωµατιδίου Υ αν τα παραγόµενα Χ και Υ είναι ακίνητα στο σύ-
στηµα αυτό. Έτσι και η ορµή παραµένει µηδενική και η διαθέσιµη ενέργεια είναι η µέγιστη δυνατή 
αφού τα δύο σωµατίδια δεν έχουν κινητική ενέργεια. Η αρχή της διατήρησης της ενέργειας στο σύ-
στηµα µηδενικής ορµής δίνει 

   2 22 ( )mc m M cγ = + ,     όπου     21 / 1 ( / )V cγ = − . 

Εποµένως 3 2
2 2

m M m m
m m

γ + +
= = =      και     2

1 31
2

V c c
γ

= − = . 

 Αφού το σωµατίδιο που είναι ακίνητο στο Σύστηµα του Εργαστηρίου (Σ.τ.Ε.) έχει ταχύτητα V−  
στο Σ.Μ.Ο., προκύπτει ότι το Σ.Μ.Ο. κινείται µε ταχύτητα V ως προς το Σ.τ.Ε. Άρα η ταχύτητα του 
αρχικά κινούµενου σωµατιδίου Χ στο Σ.τ.Ε. θα πρέπει να είναι  

   2 2 2
( / ) 3 4 3,

1 3 / 4 71 / 1 ( / )
V V V cc c c
V c V c

υ υ+
= = = =

++ +
. 

Αυτό αντιστοιχεί, στο Σ.τ.Ε. σε E
4 3

7
β =      και     E 7γ = . 

Εποµένως, το σωµατίδιο Χ κινείται αρχικά µε ταχύτητα 4 3
7

cυ =  στο Σ.τ.Ε. ενώ τα παραγόµενα 

σωµατίδια Χ και Υ κινούνται και τα δύο µε την ίδια ταχύτητα 3
2

V c= .  

 Η ενέργεια κατωφλίου του αρχικά κινούµενου σωµατιδίου Χ είναι αυτή που αντιστοιχεί στην τιµή 
E 7γ =  που βρέθηκε: 

   2 2
E 7E mc mcκ γ= = . 

Η ολική ενέργεια στο Σ.τ.Ε. είναι 2 2 2
E 8E mc mc mcολ γ= + = . Παράγονται δύο σωµατίδια συνολικής 

µάζας ηρεµίας 4m , που κινούνται µε την ίδια ταχύτητα 3
2

V c= . 
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6.9  Να βρεθεί η ενέργεια κατωφλίου για την αντίδραση p nγ π ++ → +  κατά τη σύγκρουση φωτονί-
ου µε ακίνητο πρωτόνιο.      
 

ΛΥΣΗ 
 
Στο Σύστηµα Μηδενικής Ορµής, τα δύο προϊόντα της αντίδρασης, n  και π + , θα είναι ακίνητα. Αυτό 
θα συµβεί γιατί µε την ενέργεια κατωφλίου µόνο διαθέσιµη, δεν περισσεύει ενέργεια για να τους δοθεί 
ως κινητική ενέργεια. Τα δύο σωµατίδια θα κινούνται εποµένως µε την ίδια ταχύτητα στο Σύστηµα 
του Εργαστηρίου. 

  Αν pm , nm  και mπ  είναι οι µάζες ηρεµίας των σωµατιδίων p , n  και π + , αντιστοίχως, τότε 
οι νόµοι διατήρησης στο Σύστηµα του Εργαστηρίου δίνουν: 

∆ιατήρηση της ενέργειας 2 2( )p nE m c m m cγ π γ+ = +  (1) 

∆ιατήρηση της ορµής ( )n
E

m m c
c
γ

π βγ= +  (2) 

όπου  
c
V

≡β   και  
21

1

β
γ

−
≡ . 

Ο λόγος των δύο εξισώσεων δίνει 2
p

E
E m c

γ

γ
β =

+
. 

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1), 

   

( )
2

2
22

( )

1 /

n
p

p

m m cE m c
E E m c

π
γ

γ γ

+
+ =

⎡ ⎤− +⎣ ⎦

 

Μεταφέροντας τον παρονοµαστή στα αριστερά και υψώνοντας στο τετράγωνο, έχουµε 

   ( )22 2 2 4( )p nE m c E m m cγ γ π+ − = +  

ή   2 2 4 2 4 4 2 42 2p p n nm c E m c m c m m c m cγ π π+ = + +  

Θεωρώντας ότι οι µάζες pm  και nm  είναι περίπου ίσες, έχουµε, 

   2 4 2 42 2p nm c E m m c m cγ π π= +        ή, τελικά       21
2 p

mE m c
m
π

γ π
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Αυτή είναι η ενέργεια κατωφλίου του φωτονίου για την αντίδραση p nγ π ++ → + , όταν το πρωτόνιο 
είναι αρχικά ακίνητο.  
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Κεφάλαιο 7:  ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΣΜΟΣ 
 

  

7.1  ∆είξετε ότι τα µεγέθη ⋅E B  και 2 2 2E c B−  παραµένουν αναλλοίωτα κατά τον µετασχηµατισµό 
Lorentz από ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S  σε ένα άλλο, S′ . 
 

ΛΥΣΗ 
 
Οι µετασχηµατισµοί των συνιστωσών των πεδίων είναι 

   x xE E′= ,       ( )y y zE E VBγ ′ ′= + ,       ( )z z yE E VBγ ′ ′= − , 

   x xB B′= ,       ( )2/y y zB B VE cγ ′ ′= − ,       ( )2/z z yB B VE cγ ′ ′= + . 

Εποµένως,  

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

/ /

/

x x y y z z

x x y z y z z y z y

x x y y y z

E B E B E B

E B E VB B VE c E VB B VE c

E B E B VE E c

γ γ γ γ

γ

⋅ = + +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − + − +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + −

E B

z yVB B′ ′+ 2 2 2/ /z z z z z yV B E c E B VE E c′ ′ ′ ′ ′ ′− + + y zVB B′ ′−( )
( )( )

2 2

2 2 2

/

1 /

y y

x x y y z z x x y y z z

V B E c

E B V c E B E B E B E B E Bγ

′ ′−

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + − + = + + = ⋅E B
 

Επίσης,  

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

/ /

( ) 2

x y z x y z

x y z z y x y z z y

x x y y z

E c B E E E c B c B c B

E E VB E VB c B c B VE c c B VE c

E c B E E VB

γ γ γ γ

γ

− = + + − − −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + − − − − − +

′ ′ ′ ′ ′= − + + 2 2( ) ( ) 2z z z yVB E E VB′ ′ ′ ′+ + −{ 2

2 2

( )

( ) 2

y

y y z

VB

c B B VE

′+ −

′ ′ ′− + 2 2 2 2 2( / ) ( ) 2z z z yc VE c c B B VE′ ′ ′ ′− − − }
( )( ) ( )( ){ }

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( / )

1 /

y

x x y z y z

x y z x y z

c VE c

E c B V c E E c V B B

E E E c B c B c B E c B

γ

′−

′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − + − − +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − − − = −

 

Τα µεγέθη ⋅E B  και 2 2 2E c B−  παραµένουν εποµένως αναλλοίωτα κατά τον µετασχηµατισµό Lor-
entz. 
 

  

7.2  Μια άπειρη ευθύγραµµη κατανοµή φορτίου µε γραµµική πυκνότητα λ′ , βρίσκεται σε ηρεµία πά-
νω στον άξονα των x′ , στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S′ . Η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου που 
παράγει, δίνεται από τις γνωστές σχέσεις 

  2 2 2 2
0 0

0, ,
2π ( ) 2π ( )x y z

y zE E E
y z y z
λ λ

ε ε
′ ′ ′ ′

′ ′ ′= = =
′ ′ ′ ′+ +

.  

Σε ένα άλλο σύστηµα αναφοράς, S , µέσα στο οποίο το σύστηµα S′  κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x , η 
κατανοµή φορτίου εµφανίζεται ως ρεύµα Ι στην κατεύθυνση του άξονα των x. Πόσο είναι το µαγνητι-
κό και πόσο το ηλεκτρικό πεδίο στο σύστηµα S ; Συγκρίνετε τα µεγέθη της ηλεκτρικής και της µαγνη-
τικής δύναµης που υφίσταται ένα φορτίο q που κινείται µε ταχύτητα V  στο σηµείο ( , , ).x y z  
 

ΛΥΣΗ 
 
Οι µετασχηµατισµοί των συνιστωσών των πεδίων είναι 
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   x xE E′= ,       ( )y y zE E VBγ ′ ′= + ,       ( )z z yE E VBγ ′ ′= − , 

   x xB B′= ,       ( )2/y y zB B VE cγ ′ ′= − ,       ( )2/z z yB B VE cγ ′ ′= + . 

Μηδενίζοντας όσες συνιστώσες είναι ίσες µε µηδέν στο σύστηµα S′ , βρίσκουµε: 

   0xE = ,       y yE Eγ ′= ,       z zE Eγ ′= , 

   0xB = ,       2/y zB VE cγ ′= − ,       2/z yB VE cγ ′= . 

Οι συντεταγµένες µετασχηµατίζονται απλά ως  y y′ =   και  z z′ = . Λόγω της συστολής του µήκους, η 
γραµµική πυκνότητα φορτίου θα φαίνεται µεγαλύτερη στο σύστηµα S  κατά ένα παράγοντα γ,  
λ γλ′= .  Αντικαθιστώντας, και χρησιµοποιώντας τη σχέση 2

0 01 /c ε µ= ,    

  0xE = ,       2 2 2 2
00 2π2π ( )y

y yE
y z y z
λ λγ

εε
′ ′

= =
′ ′+ +

,       2 2 2 2
00 2π2π ( )z

z zE
y z y z
λ λγ

εε
′ ′

= =
′ ′+ +

 

   0xB = ,    0
2 2 2 2 2

0

( )
2π2π ( )y

V z zB V
c y z y z
γ λ µ λ

ε
′ ′

= − = −
′ ′+ +

, 

   0
2 2 2 2 2

0

( )
2π2π ( )z

V y yB V
c y z y z
γ λ µ λ

ε
′ ′

= =
′ ′+ +

 

Σε διανυσµατική µορφή,  

   2 2
0

ˆ ˆ
2π

y z
y z

λ
ε

+
=

+
y zE ,          0

2 2
ˆ ˆ

2π
z yI
y z

µ −
=

+
y zB , 

όπου λ γλ′=  είναι η γραµµική πυκνότητα φορτίου και I Vλ= −  είναι το ρεύµα, όπως αυτά παρατη-
ρούνται στο σύστηµα S .  

Επειδή είναι 2 2 2 2

ˆ ˆ 1 1y z
ry z y z

+
= =

+ +

y z      και       2 2 2 2

ˆ ˆ 1 1z y
ry z y z

−
= =

+ +

y z , 

όπου r είναι η απόσταση από τον άξονα των x, τα µέτρα των πεδίων είναι    

   
02π

E
r

λ
ε

=          και         0

2π
IB
r

µ
= . 

Η δύναµη που υφίσταται ένα φορτίο q που κινείται µε ταχύτητα ˆV=V x  στο σηµείο ( , , )x y z  είναι  

   0
2 2 2 2

0

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
2π 2π

q y z z yq qV qV I
y z y z

λ µ
ε

+ −
= + × = + ×

+ +
y z y zF E x B x  

   0
2 2

0

ˆ ˆ
2π 2π

q y zqV I
y z

λ µ
ε

⎛ ⎞ +
= +⎜ ⎟ +⎝ ⎠

y zF . 

Ο λόγος        
2

2
0 0 0 0

Ηλεκτρική ∆ύναµη 2π
Μαγνητική ∆ύναµη 2π

q c
qVI VI V

λ λ
ε µ ε µ

= = = − . 

 

  

 


	0.EXOFYLLO.kai.EISAGOGIKA
	1.ISTORIKI.EISAGOGI
	2.PROLEGOMENA
	3.SXETIKISTIKI.KINIMATIKI
	4.EFARMOGES.TIS.SXETIKISTIKIS.KINIMATIKIS
	5.SXETIKISTIKI.DYNAMIKI
	6.EFARMOGES.TIS.SXETIKISTIKIS.DYNAMIKIS
	7.ILEKTROMAGNITISMOS
	8.PARARTIMATA
	9.LYSEIS.TON.PROBLIMATON


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


