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Θέμα 1. (αʹ) Να εξεταστεί αν το γενικευμένο ολοκλήρωμα

I =

∫ ∞
0

1

(e2x + 1) (e−2x + 1)
dx

συγκλίνει και αν ναι να υπολογιστεί. (1,3 μον.)

(βʹ) Να βρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το διάστημα σύγκλισης της δυναμοσειράς

∞∑
n=1

(x− 3)
3n

n8n
.

(1,2 μον.)

Θέμα 2. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x, y) =

{
y3−x3

x2+y2 αν (x, y) 6= (0, 0) ,

0 αν (x, y) = (0, 0) .

(αʹ) Εξετάστε αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο (0, 0). (0,5 μον.)

(βʹ) Αν u = (u1, u2) είναι ένα οποιοδήποτε μοναδιαίο διάνυσμα του επιπέδου, να βρεθεί η παράγωγος
της f στο (0, 0) κατά την κατεύθυνση του διανύσματος u. (0,5 μον.)

(γʹ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f δεν είναι διαφορίσιμη στο σημείο (0, 0). (1,5 μον.)

Θέμα 3. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x, y) =

{
x3 sin(y/x) αν x 6= 0 ,

0 αν x = 0 .

Να υπολογιστούν οι μερικές παράγωγοι
∂2f
∂x∂y (0, 0) και ∂2f

∂y∂x (0, 0). (1,5 μον.)

Θέμα 4. (αʹ) Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης f (x, y) = x2 − y2 στο σημείο M (5, 4) της υπερβολής
x2 − y2 = 9, κατά την κατεύθυνση της εφαπτομένης της υπερβολής στο σημείο M . (1 μον.)

(βʹ) Θεωρούμε την επιφάνεια με εξίσωση z = xf
(y
x

)
, όπου η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχώς

παραγωγίσιμη. Αποδείξτε ότι το εφαπτόμενο επίπεδο της επιφάνειας στο σημείο (x0, y0, z0),
x0 6= 0, διέρχεται από την αρχή των αξόνων. (1 μον.)

Θέμα 5. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : U → R, U =
{
(x, y) ∈ R2 : y 6= 0

}
, με f (x, y) = ϕ (x/y), όπου η

ϕ : R→ R είναι κλάσης C2
. Αν

∂2f

∂y2
(x, y)− ∂2f

∂x2
(x, y) =

x

y3
, για κάθε (x, y) ∈ U,

να αποδειχθεί ότι η ϕ ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση(
t2 − 1

)
ϕ′′(t) + 2tϕ′(t) = t , ∀t ∈ R .

(1 μον.)

(βʹ) Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο πολλαπλασιαστών του Lagrange, να βρεθεί η μέγιστη τιμή της
συνάρτησης f (x, y, z) = x2y2z2 πάνω στη σφαίρα με εξίσωση x2 + y2 + z2 = 9. (1 μον.)

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες


