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Θέμα 1. ( α) Έστω Χ διανυσματικός χώρος 

(i) Δώστε τον ορισμό του γραμμικά ανεξάρτητου συνόλου και της Hamel βάσης. 
(ii) Έστω (xn)nεN γραμμικά ανεξάρτητη ακολουΊtία στοιχείων του Χ και (Yn)nεN ακολουΊtία 

στοιχείων του Χ, ώστε< (xn)nεN > n < (Yn)nεN >= {Οχ}. Δείξτε ότι η (xn + Yn)nεN είναι 
γραμμικά ανεξάρτητη. 

(β) Έστω Χ χώρος με νόρμα, {xi}~1 C Χ και {xi}f=1 c Χ*. Ορίζουμε τον τελεστή Τ: Χ -7 

Χ ώστε Τ(χ) = Σ~=l x?(x)xi. 
(i) Δείξτε ότι ο Τ είναι γραμμικός και φραγμένος. 
(ii) Δείξτε ότι nf=1Ker χ; c Ker Τ. Αν επιπλέον τα {xi}f=1 είναι γραμμικά ανεξάρτητα, τότε 

nf=1Ker xi = Ker Τ. 

Θέμα 2. (α) Έστω Η χώρος Hilbert. 
(i) Δείξτε ότι για κάΊtε f Ε Η* υπάρχει μοναδικό χ Ε Η ώστε f(y) =<χ, y >. 
(ii) Δείξτε ότι ο τελεστής που σε κάΊtε χ Ε Χ αντιστοιχεί το fx τέτοιο ώστε fx(Y) =< χ, y > 
είναι γραμμική ισομετρία. 
(β) Έστω χώρος Hilbert, Υ υπόχωρος του Η, χ Ε Η και y Ε Υ. Δείξτε ότι τα ακόλουΊtα είναι 
ισοδύναμα: 

(i) llx - Yll = inf {llx - zll : z Ε Υ}. 
(ii) χ - y ..L Υ. 

Θέμα 3. (α)Έστω Χ χώρος με νόρμα, Υ κλειστός υπόχωρος του Χ και χ0 Ε Χ\ Υ. Να δειχΊtεί 
ότι υπάρχει f Ε Χ* με llJll = 1, Υ ς;; Ker f και J(xo) = d(xo, Υ). 
(β) Έστω Χ χώρος με νόρμα και Υ κλειστός υπόχωρος του Χ. Θέτουμε Τ : Χ* -7 Υ* με 
Tf = flY· Δείξτε τα ακόλουΊtα. 
(i) Ο Τ είναι γραμμικός και φραγμένος. 
(ii) Ο Τ είναι έπι. 
(iii) Υπολογίστε τη νόρμα llTll του Τ. 

Θέμα 4. Έστω Χ χώρος με νόρμα, Κ C Χ κυρτό με Οχ Ε Κ0 . 
(α) (i) Δώστε τον ορισμό του συναρτησοειδούς Minkowski. 
(ii) Δείξτε ότι pκ(χ + y) ::; Ρκ(χ) + pκ(y), για κάΊtε χ, y Ε Χ. 
(iii) Αν λ >Ο, και L = λΚ, δείξτε ότι PL(x) = ±Ρκ(χ), για κάΊtε χ Ε Χ. 
(iv) Δείξτε ότι Ρκ = Ρκ· 
(β) (i) Διατυπώστε και αποδείξτε το Θεμελιώδες διαχωριστικό Ίtεώρημα. 
(ii) Αν D C Β[Οχ, 1], τέτοιο ώστε llx*ll = sup{x*(x) : χ Ε D} για κάΊtε χ* Ε Χ*, δείξτε ότι 
co(D) = Β[Οχ, 1]. 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ! 


