
Ask seic kai Jèmata sth JewrÐa Mètrou kai

Olokl rwsh

Gi�nnhc K. Sarantìpouloc

Ejnikì Metsìbio Poluteqne—o

Sqol  EfarmosmŁnwn Majhmatik‚n &

Fusik‚n Episthm‚n

TomŁac Majhmatik‚n

22 Febrouar—ou 2008



Perieqìmena

Συμβολισμός και Ορολογία iii

1 Χώρος Μέτρου–Μετρήσιμα Σύνολα–Μέτρο Lebesgue 1

1.1 Παραδείγματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Ασκήσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Lebesgue Μετρήσιμες Συναρτήσεις 5

2.1 Παραδείγματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2 Ασκήσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3 Ολοκλήρωμα Lebesgue 9

3.1 Παραδείγματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.2 Ασκήσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

4 Λυμένες Ασκήσεις 21

4.1 Ακαδημα̈ικό έτος 2004–5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.2 Ακαδημα̈ικό έτος 2003–4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5 Θέματα Εξετάσεων 53

5.1 Ακαδημα̈ικό έτος 2004–5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5.2 Ακαδημα̈ικό έτος 2003–4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

i



ii ΠΕΡΙΕΧ�ΟΜΕΝΑ



Sumbolismìc kai OrologÐa

• R– το σύνολο των πραγματικών αριθμών

• R+– το σύνολο των θετικών πραγματικών αριθμών

• R—το επεκταμένο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Είναι το σύνολο των πραγματικών

αριθμών R στο οποίο έχουμε προσθέσει δύο στοιχεία, το ∞ (ή +∞) και το −∞. Δηλαδή R = R ∪

{−∞,∞}, ή , όπως συνήθως γράφεται, R = [−∞,∞].

• Z– το σύνολο των ακεραίων

• N– το σύνολο των θετικών ακεραίων

• Q– το σύνολο των ρητών

• Αν n ∈ N,

n! = 1 · 2 · 3 · · ·n,

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · · · (2n− 2) (2n) και

(2n + 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1) (2n + 1).

Αν το X είναι ένα σύνολο, τότε

• P (X)– είναι το δυναμοσύνολο του συνόλου X,

• B \ A = {x : x ∈ B και x /∈ A}– είναι η διαφορά των συνόλων A και B ή το συμπλήρωμα του A

ως προς το B (A και B είναι δύο υποσύνολα του X),

• Ac = {x ∈ X : x /∈ A}– είναι το συμπλήρωμα του A ως προς το X,

• A4B = (A \B) ∪ (B \A)– είναι η συμμετρική διαφορά των συνόλων A και B.

• cardA ή |A|– ο πληθάριθμος ενός συνόλου A

• ℵ0– ο πληθάριθμος του N
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• c– ο πληθάριθμος του R (πληθάριθμος του συνεχούς)

• C–τριαδικό σύνολο Cantor

• Ca, 0 < a ≤ 1–γενικευμένο σύνολο Cantor

• (X, M)–μετρήσιμος χώρος

• (X, M, µ)–χώρος μέτρου

Αν (an) είναι πραγματική ακολουθία, τότε

• lim infn→∞ an = lim an := sup
n∈N

(
inf
k≥n

ak

)
–είναι το κατώτερο όριο της ακολουθίας (an),

• lim supn→∞ an = lim an := inf
n∈N

(
sup
k≥n

ak

)
–είναι το ανώτερο όριο της ακολουθίας (an).

• Το c ∈ R είναι ένα οριακό σημείο της ακολουθίας (an) αν υπάρχει υπακολουθία (akn) της (an) με

limn→∞ akn = c.

• ΄Εστω S είναι το σύνολο των οριακών σημείων της ακολουθίας (an). Ισοδύναμα, το κατώτερο όριο lim an

και το ανώτερο όριο lim an της ακολουθίας (an) ορίζονται ως εξής

lim an =


−∞ αν η (an) δεν είναι κάτω φραγμένη ,

+∞ αν η (an) είναι κάτω φραγμένη και S = ∅ ,

inf S αν η (an) είναι κάτω φραγμένη και S 6= ∅ ,

lim an =


+∞ αν η (an) δεν είναι άνω φραγμένη ,

−∞ αν η (an) είναι άνω φραγμένη και S = ∅ ,

supS αν η (an) είναι άνω φραγμένη και S 6= ∅ .

Αν (An) είναι μια ακολουθία υποσυνόλων ενός συνόλου X, τότε

• lim infn→∞ An = lim An :=
⋃∞

n=1

⋂∞
k=n Ak –είναι το κατώτερο όριο της ακολουθίας (An),

• lim supn→∞ An = lim An :=
⋂∞

n=1

⋃∞
k=n Ak –είναι το ανώτερο όριο της ακολουθίας (An).

• ` (I)–μήκος ενός διαστήματος I

• m∗
– εξωτερικό μέτρο Lebesgue

• m–μέτρο Lebesgue
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• M– η σ-άλγεβρα των Lebesgue μετρήσιμων υποσυνόλων του R

• B–Borel σ- άλγεβρα.

• σ.π.–σχεδόν παντού,

• χA–η χαρακτηριστική συνάρτηση ενός συνόλου A ⊆ R,

• ϕ =
∑n

k=1 akχIk
– κλιμακωτή συνάρτηση, όπου a1 < a2 < · · · < an και I1, I2, . . . , In είναι φραγμένα

διαστήματα ξένα μεταξύ τους,

• s =
∑n

k=1 akχAk
–απλή συνάρτηση, όπου a1 < a2 < · · · < an και A1, A2, . . . , An είναι μετρήσιμα

σύνολα ξένα μεταξύ τους,

• Αν E ∈M, η επεκταμένη συνάρτηση f : E ⊆ R −→ R λέγεται μετρήσιμη αν

f−1 (U) = {x ∈ E : f (x) ∈ U} ∈ M ,

δηλαδή το σύνολο f−1 (U) είναι μετρήσιμο, για κάθε ανοικτό σύνολο U του R.

Αν f : R −→ R είναι μια συνάρτηση, τότε

• f+ (x) = max {f (x) , 0}–είναι το θετικό μέρος της f ,

• f− (x) = max {−f (x) , 0} = −min {f (x) , 0}–είναι το αρνητικό μέρος της f ,

• f = f+ − f− και |f | = f+ + f−.

• Το ακέραιο μέρος του x ∈ R, συμβολίζεται με [x], είναι ο μοναδικός ακέραιος k ∈ Z τέτοιος ώστε

k ≤ x < k + 1.

Οι πραγματικές συναρτήσεις f και g είναι ορισμένες σε μια περιοχή του x0 ∈ R.

• Αν limn→∞ f (x) /g (x) = 0, χρησιμοποιείται ο συμβολισμός

f (x) = o (g (x)) (x → x0) .

• Αν το πηλίκο f (x) /g (x) είναι φραγμένο σε μια περιοχή του x0 ∈ R, χρησιμοποιείται ο συμβολισμός

f (x) = O (g (x)) (x → x0) .

• Αν limn→∞ f (x) /g (x) = 1, χρησιμοποιείται ο συμβολισμός

f (x) ∼ g (x) (x → x0) .
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• Αν E ∈ M και η f : R −→ [0,∞] είναι μετρήσιμη συνάρτηση, το ολοκλήρωμα Lebesgue της f

πάνω στο E ορίζεται ως εξής∫
E

f (x) dm(x) := sup
{∫

E

sdm : 0 ≤ s ≤ f στο E, όπου η s είναι απλή συνάρτηση

}
.

Αν E ∈M και η επεκταμένη συνάρτηση f : E ⊆ R −→ R είναι μετρήσιμη, τότε

•
∫

R f dm :=
∫

R f+ dm−
∫

R f− dm– είναι το ολοκλήρωμα της f , όπου ένα τουλάχιστον από τα ολοκληρώματα∫
R f+ dm και

∫
R f− dm είναι πεπερασμένο. Λέμε ότι το ολοκλήρωμα

∫
R f dm υπάρχει.

• Η f : E −→ R είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη, ή απλά ολοκληρώσιμη στο E, αν το ολοκλήρωμα∫
E

f dm υπάρχει και είναι πεπερασμένο, δηλαδή αν
∫

E
f− dm < ∞ και

∫
E

f+ dm < ∞. Ισοδύναμα,∫
E
|f | dm < ∞.

• L1 (E)– ο χώρος των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων f : E −→ R.



Kef�laio 1

Q¸roc Mètrou�Metr sima

SÔnola�Mètro Lebesgue

1.1 ParadeÐgmata

Παράδειγμα 1.1 ΄Εστω (X, M) μετρήσιμος χώρος και έστω A το σύνολο των θετικών μέτρων στη σ-

άλγεβρα M. Υποθέτουμε ότι για κάθε µ1, µ2 ∈ A, υπάρχει µ3 ∈ A τέτοιο ώστε µ3 ≥ max {µ1, µ2}. Αν

ν (E) := sup {µ (E) : µ ∈ A} , για κάθεE ∈ M ,

να αποδειχθεί ότι το ν είναι ένα θετικό μέτρο στη σ- άλγεβρα M.

Απόδειξη. ΄Εστω (An) ακολουθία μετρήσιμων συνόλων ξένων μεταξύ τους. Τότε

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ (An) ≤
∞∑

n=1

ν (An) , για κάθεµ ∈ A

και επομένως

ν

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

ν (An) .

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι ν (
⋃∞

n=1 An) ≥
∑∞

n=1 ν (An). Αυτή η ανισότητα προφανώς ισχύει στην

περίπτωση που υπάρχει ένα τουλάχιστον n ∈ N, τέτοιο ώστε ν (An) = ∞. Πράγματι, επειδή
⋃∞

n=1 An ⊇ An,

θα είναι ν (
⋃∞

n=1 An) ≥ ν (An) = ∞ =
∑∞

n=1 ν (An).

Υποθέτουμε λοιπόν ότι ν (An) < ∞, για κάθε n ∈ N. Παίρνουμε το n ∈ N σταθερό. Για κάθε ε > 0, από τον

ορισμό του ν συνεπάγεται ότι για κάθε k, 1 ≤ k ≤ n, υπάρχει μέτρο µk ∈ A τέτοιο ώστε

ν (Ak)− ε

n
< µk (Ak) .

1
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Από την υπόθεση, αν µ1, µ2, . . . , µn ∈ A, αποδεικνύεται επαγωγικά ότι υπάρχει µ ∈ A τέτοιο ώστε µk ≤ µ,

k = 1, . . . , n. Επομένως,

n∑
k=1

ν (Ak)− ε <
n∑

k=1

µk (Ak) ≤ µ (Ak) = µ

(
n⋃

k=1

Ak

)
≤ ν

(
n⋃

k=1

Ak

)
≤ ν

( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Δηλαδή
∑n

k=1 ν (Ak)−ε < ν (
⋃∞

k=1 Ak), για κάθε ε > 0 και αυτό συνεπάγεται ότι
∑n

k=1 ν (Ak) ≤ ν (
⋃∞

k=1 Ak).

΄Αρα,

∞∑
k=1

ν (Ak) = lim
n→∞

n∑
k=1

ν (Ak) ≤ ν

( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Παράδειγμα 1.2 Αν {r1, r2, . . . , rn, . . .} είναι μια αρίθμηση των ρητών αριθμών και

G :=
∞⋃

n=1

(
rn −

1
n2

, rn +
1
n2

)
,

να αποδειχθεί ότι για κάθε κλειστό σύνολο F , m (G4 F ) > 0.

Απόδειξη. Αν m (G \ F ) > 0, επειδή G4 F = (G \ F ) ∪ (F \G), τότε m (G4 F ) > 0.

Υποθέτουμε ότιm (G \ F ) = 0. ΄Ομως το G\F είναι ανοικτό σύνολο και ως γνωστόν κάθε ανοικτό σύνολο έχει

θετικό μέτρο Lebesgue. Επομένως θα πρέπει να είναι G ⊆ F , οπότε G\F = ∅. Επειδή το G περιέχει το σύνολο

των ρητών Q και το Q είναι πυκνό στο R, θα πρέπει να είναι F = R. Κατά συνέπεια m (F ) = m (R) = ∞.

Επειδή

m (G) ≤
∞∑

n=1

m

(
rn −

1
n2

, rn +
1
n2

)
= 2

∞∑
n=1

1
n2

< ∞

και m (F ) = m (F \G) + m (G) = ∞, συνεπάγεται ότι m (F \G) = ∞. Τότε, m (G4 F ) = m (F \G) = ∞.

΄Αρα, m (G4 F ) > 0.

Παράδειγμα 1.3 Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει μετρήσιμο σύνολο E ⊂ R, τέτοιο ώστε για κάθε διάστημα

I να είναι m (E ∩ I) = m (I) /2.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι τέτοιο μετρήσιμο σύνολο E υπάρχει. Τότε, m (E ∩ [0, 1]) = 1/2. Από τον ορισμό

του (εξωτερικού) μέτρου Lebegue, για ε = 1/2 υπάρχει ακολουθία φραγμένων διαστημάτων (In), E ∩ [0, 1] ⊆

∪∞n=1In, τέτοια ώστε

∞∑
n=1

m (In) < m (E ∩ [0, 1]) +
1
2

= 1 .

Επειδή

E ∩ [0, 1] = E ∩ [0, 1] ∩ (∪∞n=1In) = ∪∞n=1 (E ∩ [0, 1] ∩ In) ,
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έχουμε

1
2

= m (E ∩ [0, 1]) = m (∪∞n=1 (E ∩ [0, 1] ∩ In))

≤
∞∑

n=1

m (E ∩ [0, 1] ∩ In)

≤
∞∑

n=1

m (E ∩ In)

=
1
2

∞∑
n=1

m (In) (m (E ∩ In) = m(In)
2 )

<
1
2

, (
∑∞

n=1 m (In) < 1)

άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει μετρήσιμο σύνολο E ⊂ R, με m (E ∩ I) = m (I) /2 για κάθε διάστημα I.

Παράδειγμα 1.4 ΄Εστω S το σύνολο των πραγματικών αριθμών στο [0, 1] τέτοιο ώστε x ∈ S αν και μόνο αν

το δεκαδικό ανάπτυγμα του x περιέχει το ψηφίο 2 και η πρώτη εμφάνιση του ψηφίου 2 να προηγείται της πρώτης

εμφάνισης του ψηφίου 3. Να αποδειχθεί ότι το S είναι σύνολο Borel και να υπολογιστεί το μέτρο του.

Λύση. Το ψηφίο 2 εμφανίζεται στην πρώτη δεκαδική θέση μόνο στο διάστημα I1,1 = [0.2, 0.3] που το μήκος

του είναι 1/10. Ας σημειωθεί ότι στο δεκαδικό ανάπτυγμα το 0.3 = 0.2999 · · · . Για να μην προηγείται το ψηφίο

3 του ψηφίου 2, το ψηφίο 2 μπορεί να εμφανιστεί για πρώτη φορά στη δεύτερη δεκαδική θέση μόνο στο καθένα

από τα παρακάτω 8 διαστήματα

I2,1 = [0.02, 0.03] , I2,2 = [0.12, 0.13] , I2,3 = [0.42, 0.43] , . . . , I2,8 = [0.92, 0.93] ,

μήκους 1/102
. Στο n-οστό βήμα, για να μην προηγείται το ψηφίο 3 του ψηφίου 2, το ψηφίο 2 μπορεί να εμφανιστεί

για πρώτη φορά στη n-οστή δεκαδική θέση μόνο στο καθένα από τα 8n−1
διαστήματα In,k, 1 ≤ k ≤ 8n−1

, μήκους

1/10n
. Τα διαστήματα In,k είναι τέτοια ώστε τα άκρα τους δεν περιέχουν τα ψηφία 2 και 3 στις n − 1 πρώτες

θέσεις των δεκαδικών αναπτυγμάτων τους. Επομένως,

S =
∞⋃

n=1

8n−1⋃
k=1

In,k

 ,
όπου τα διαστήματα In,k (1 ≤ k ≤ 8n−1

), για κάθε n ∈ N, είναι ξένα μεταξύ τους και έχουν μήκος 1/10n
. Το

S είναι ένα σύνολο Borel και

m (S) =
∞∑

n=1

m

8n−1⋃
k=1

In,k

 =
∞∑

n=1

8n−1

10n
=

1
10

∞∑
n=1

(
4
5

)n−1

=
1
10
· 1
1− 4/5

=
1
2
.
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1.2 Ask seic

1. ΄Εστω Ei, 1 ≤ i ≤ n, μετρήσιμα σύνολα με
∑n

i=1 m (Ei) > n− 1. Να αποδειχθεί ότι m (
⋂n

i=1 Ei) > 0.

2. Υποθέτουμε ότι το E είναι μετρήσιμο σύνολο με m (E) = 1. Να αποδειχθεί ότι το E είναι πυκνό στο

[0, 1].

3. ΄Εστω E ⊂ R ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο με m (E) < ∞. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει φθίνουσα

ακολουθία ανοικτών συνόλων (Gn) τέτοια ώστε limn→∞ m (Gn) = m (E).



Kef�laio 2

Lebesgue Metr simec Sunart seic

2.1 ParadeÐgmata

Παράδειγμα 2.1 ΄Εστω (fn), fn : E → R, ακολουθία συναρτήσεων συνεχών σχεδόν παντού στο μετρήσιμο

σύνολο E ⊆ R. Αν limn→∞ fn (x) = f (x) ομοιόμορφα στο E, να αποδειχθεί ότι η f είναι συνεχής σχεδόν

παντού στο E.

Απόδειξη. ΄Εστω Dn := {x ∈ E : η fn δεν είναι συνεχής στοx}. Από την υπόθεση είναι m (Dn) = 0. Αν

D = ∪∞n=1Dn, τότε m (D) ≤
∑∞

n=1 m (Dn) = 0. Επομένως, m (D) = 0. Επειδή οι συναρτήσεις fn είναι

συνεχείς στο E \D και η ακολουθία (fn) συγκλίνει ομοιόμορφα στην f στο σύνολο E \D, η f θα είναι συνεχής

στο E \D. ΄Αρα, η f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο E.

Παράδειγμα 2.2 ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι 1− 1 και συνεχής . Οι παρακάτω προτάσεις είναι

ισοδύναμες:

(i) Αν E ⊂ [a, b] και m (E) = 0, τότε m (f (E)) = 0.

(ii) Για κάθε μετρήσιμο σύνολο A ⊂ [a, b], το f (A) είναι μετρήσιμο σύνολο.

Απόδειξη. Το πεδίο τιμών της f είναι κλειστό και φραγμένο διάστημα, έστω f ([a, b]) = [c, d]. Η συνάρτηση

f : [a, b] → [c, d] είναι συνεχής και γνήσια μονότονη.

(i) ⇒ (ii) Αν το A ⊂ [a, b] είναι μετρήσιμο σύνολο, τότε ως γνωστόν A = F ∪ N , όπου F ⊂ A είναι ένα Fσ

σύνολο και N ⊂ A με m (N) = 0. ΄Εστω F = ∪∞n=1Fn, όπου (Fn) είναι ακολουθία κλειστών υποσυνόλων του

[a, b]. Τα Fn είναι συμπαγή σύνολα. Είναι

f (A) = f (F ∪N) = f (F ) ∪ f (N) = f (∪∞n=1Fn) ∪ f (N) = ∪∞n=1f (Fn) ∪ f (N) .

5
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Τα σύνολα f (Fn) είναι συμπαγή και επομένως μετρήσιμα (∪∞n=1f (Fn) είναι ένα Fσ σύνολο ). Επειδή από τη

(i) είναι m (f (N)) = 0, το f (N) είναι ένα μετρήσιμο σύνολο. ΄Αρα, το f (A) είναι μετρήσιμο σύνολο.

(ii) ⇒ (i) ΄Εστω E ⊂ [a, b], με m (E) = 0. Τότε το E είναι μετρήσιμο και από τη (ii) το f (E) θα είναι

μετρήσιμο σύνολο. Αν υποθέσουμε ότι m (f (E)) > 0, ως γνωστόν υπάρχει μη μετρήσιμο σύνολο V ⊂ f (E).

Τότε f−1 (V ) ⊂ E και επομένως m
(
f−1 (V )

)
= 0. Κατά συνέπεια το f−1 (V ) είναι μετρήσιμο σύνολο. Από

τη (ii) το f
(
f−1 (V )

)
= V θα είναι μετρήσιμο σύνολο, άτοπο. ΄Αρα, m (f (E)) = 0.

Παράδειγμα 2.3 ΄Εστω

f (x) =
a1

x− c1
+

a2

x− c2
+ · · ·+ an

x− cn
,

όπου a1 > 0, a2 > 0, . . . , an > 0 και c1, c2, . . . , cn ∈ R, c1 < c2 < · · · < cn. Να αποδειχθεί ότι για κάθε t > 0

m ({x ∈ R : f (x) > t}) =
a1 + a2 + · · ·+ an

t
και m ({x ∈ R : f (x) < −t}) =

a1 + a2 + · · ·+ an

t
.

Λύση. ΄Εστω Et := {x ∈ R : f (x) > t}. Η f είναι γνήσια φθίνουσα σε καθένα από τα ανοικτά διαστήματα

(c1, c2) , (c2, c3) , . . . , (cn−1, cn) και (cn,+∞). Αν x1, x2, . . . , xn είναι οι ρίζες της εξίσωσης f (x) = t, τότε

c1 < x1 < c2, c2 < x2 < c3, . . . , cn−1 < xn−1 < cn, cn < xn < +∞

και

Et =
n⋃

k=1

(ck, xk) , με m (Et) =
n∑

k=1

(xk − ck) =
n∑

k=1

xk −
n∑

k=1

ck .

Θα υπολογίσουμε το άθροισμα
∑n

k=1 xk των ριζών της εξίσωσης f (x) = t. Παρατηρούμε ότι

f (x) = t ⇐⇒
n∑

k=1

ak
P (x)
x− ck

= tP (x) , όπου P (x) =
n∏

k=1

(x− ck) .

΄Ομως
n∑

k=1

ak
P (x)
x− ck

= tP (x) ⇐⇒ txn −

(
t

n∑
k=1

ck +
n∑

k=1

ak

)
xn−1 + Q (x) = 0 ,

όπου ο βαθμός του πολυωνύμου Q (x) είναι μικρότερος του n− 1. Επομένως,

n∑
k=1

xk =
t
∑n

k=1 ck +
∑n

k=1 ak

t
=

n∑
k=1

ck +
1
t

n∑
k=1

ak .

΄Αρα, m (Et) = (
∑n

k=1 ak) /t.

Παρόμοια αποδεικνύεται η δεύτερη εξίσωση.

2.2 Ask seic

1. ΄Εστω A υποσύνολο του R που δεν είναι μετρήσιμο. Αν fα = χA∩[α], όπου [α] είναι το ακέραιο μέρος του

α ∈ A, να αποδειχθεί ότι η fα είναι μετρήσιμη συνάρτηση ενώ η sup {fα : α ∈ A} δεν είναι μετρήσιμη.
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2. Αν η συνεχής συνάρτηση f : R → R είναι 1− 1 και επί, δηλαδή αμφιμονοσήμαντη, να αποδειχθεί ότι η f

απεικονίζει σύνολα Borel σε σύνολα Borel.

Υπόδειξη. Αν

M = {A ⊆ R : f (A) ∈ B} ,

όπου B είναι η Borel σ- άλγεβρα, να αποδειχθεί ότι η M είναι μια σ- άλγεβρα στο R η οποία περιέχει τα

σύνολα Borel.

3. Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις

f (x) =

0 αν ο x είναι άρρητος ,

1/q αν x = p/q, όπου p, q ακέραιοι αριθμοί πρώτοι μεταξύ τους και q > 0 ,

g (x) =

1 αν x = 1/n, όπου n ∈ N ,

0 διαφορετικά ,

είναι συνεχείς σχεδόν παντού στο R και ότι η g ◦ f δεν είναι συνεχής σε κανένα σημείο του R.

4. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : E → R είναι πεπερασμένη σχεδόν παντού, όπου E ⊆ R είναι ένα

μετρήσιμο σύνολο με m (E) < ∞. Να αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει μετρήσιμο σύνολο A ⊂ E,

τέτοιο ώστε m (E \A) < ε και η f είναι φραγμένη στο A.

Υπόδειξη. Αν En = {x ∈ E : f (x) > n} και N = {x ∈ E : |f (x)| = ∞}, τότε N = ∩∞n=1En.

5. Αν η f : R → R είναι μετρήσιμη συνάρτηση, να αποδειχθεί ότι υπάρχει αύξουσα ακολουθία μετρήσιμων

συναρτήσεων (fn), fn : R → Q, τέτοια ώστε limn→∞ fn (x) = f (x) ομοιόμορφα στο R.

Υπόδειξη. Αν

Ekn :=
{

x ∈ E :
k − 1
2n

≤ f (x) <
k

2n

}
και fn :=

∞∑
k=−∞

k

2n
χEkn

,

τότε 0 ≤ f (x)− fn (x) < 2−n
και fn ↑ f .
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Kef�laio 3

Olokl rwma Lebesgue

3.1 ParadeÐgmata

Παράδειγμα 3.1 ΄Εστω f ∈ L1 (X), όπου X ⊂ R είναι ένα μετρήσιμο σύνολο με m (X) < ∞. Ορίζουμε

AE (f) :=
1

m (E)

∫
E

f dm ,

για κάθε μετρήσιμο σύνολο E ⊆ X με m (E) > 0. Υποθέτουμε ότι υπάρχει M τέτοιο ώστε |AE (f)| ≤ M , για

κάθε μετρήσιμο σύνολο E ⊆ X με m (E) > 0. Να αποδειχθεί ότι |f (x)| ≤ M σ.π. στο X.

Απόδειξη. 1ος τρόπος. Αρκεί να αποδείξουμε ότι το σύνολο f−1 ((−∞,M) ∪ (M,∞)) = {x ∈ X : |f (x)| > M}

έχει μέτρο μηδέν. Ως γνωστόν, κάθε ανοικτό υποσύνολο του R είναι ένωση αριθμήσιμου το πλήθος κλειστών

και φραγμένων διαστημάτων, με τα αντίστοιχα ανοικτά διαστήματα ξένα μεταξύ τους. ΄Εστω

(−∞,M) ∪ (M,∞) = ∪∞n=1 [an, bn] .

Επειδή f−1 ((−∞,M) ∪ (M,∞)) = ∪∞n=1f
−1 ([an, bn]), αρκεί να αποδείξουμε ότι m

(
f−1 ([an, bn])

)
= 0, για

κάθε n ∈ N. Αν [an, bn] = [αn − εn, αn + εn] και

En = f−1 ([αn − εn, αn + εn]) = {x ∈ X : αn − εn ≤ f (x) ≤ αn + εn} ,

αρκεί να αποδείξουμε ότι m (En) = 0. ΄Εστω m (En) > 0. Τότε,

|AEn (f)− αn| =
∣∣∣∣ 1
m (E)

∫
En

f dm− 1
m (En)

∫
En

αn dm

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1
m (En)

∫
En

(f − αn) dm

∣∣∣∣
≤ 1

m (En)

∫
En

|f − αn| dm

≤ 1
m (En)

∫
En

εn dm = εn .

9
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Δηλαδή, AEn (f) ∈ [αn − εn, αn + εn]. ΄Ατοπο, επειδή |AEn (f)| ≤ M . ΄Αρα, m (En) = 0.

2ος τρόπος. Αρκεί να αποδείξουμε ότι το μετρήσιμο σύνολο E = {x ∈ X : |f (x)| > M} έχει μέτρο μηδέν.

Αν En := {x ∈ X : |f (x)| > M + 1/n}, η (En) είναι αύξουσα ακολουθία με μετρήσιμων συνόλων, με E =

∪∞n=1En. Επειδή m (E) = limn→∞ m (En), αρκεί να αποδείξουμε ότι m (En) = 0, για κάθε n ∈ N. Αν

E+
n := {x ∈ X : f (x) > M + 1/n} και E−

n := {x ∈ X : −f (x) > M + 1/n}, τότε En = E+
n ∪ E+

n , n ∈ N.

Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε ότι m (E+
n ) = m (E−

n ) = 0. ΄Εστω m (E+
n ) > 0. Τότε,∫

E+
n

f dm ≥
∫

E+
n

(
M +

1
n

)
dm =

(
M +

1
n

)
m
(
E+

n

)
και κατά συνέπεια

m
(
E+

n

)
≤ 1

M + 1/n

∫
E+

n

f dm =
m (E+

n )
M + 1/n

· 1
m
(
E+

n

) ∫
E+

n

f dm ≤ m (E+
n )

M + 1/n
M .

Δηλαδή M + 1/n ≤ M , n ∈ N και αυτό είναι άτοπο. Επομένως m (E+
n ) = 0 και παρόμοια m (E−

n ) = 0. ΄Αρα,

m (En) = 0

Παράδειγμα 3.2 Να υπολογιστεί το

lim
h→0+

∫ ∞

0

he−x cos x ln
(

x +
1
h

)
dx .

Λύση. Είναι ∣∣∣∣he−x cos x ln
(

x +
1
h

)∣∣∣∣ < he−x

(
x +

1
h

)
, x ≥ 0 , h > 0 .

Χρησιμοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουμε
∫∞
0

he−x (x + 1/h) dx = 1 + 1/h, δηλαδή το γενικευμένο

ολοκλήρωμα
∫∞
0

he−x (x + 1/h) dx συγκλίνει. Επομένως, από το κριτήριο σύγκρισης και το γενικευμένο

ολοκλήρωμα
∫∞
0

he−x cos x ln (x + 1/h) dx θα συγκλίνει απόλυτα. Τότε, από γνωστό θεώρημα η συνάρτηση

f (x) = he−x cos x ln (x + 1/h) είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη και∫
[0,∞)

he−x cos x ln
(

x +
1
h

)
dm(x) =

∫ ∞

0

he−x cos x ln
(

x +
1
h

)
dx .

΄Εστω (hn) ακολουθία θετικών αριθμών, με limn→∞ hn = 0, και

fn (x) := hne−x cos x ln
(

x +
1
hn

)
.

Είναι

lim
h→0+

he−x cos x ln
(

x +
1
h

)
= e−x cos x lim

h→0+

ln (x + 1/h)
1/h

= e−x cos x lim
t→+∞

ln (x + t)
t

= e−x cos x lim
t→+∞

1
x + t

= 0 , (κανόνας L’Hôpital)
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οπότε limn→∞ fn (x) = 0. Επειδή limn→∞ hn = 0, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε hn < 1, για κάθε n ≥ n0.

Επομένως,

|fn (x)| =
∣∣∣∣hne−x cos x ln

(
x +

1
hn

)∣∣∣∣ < hne−x

(
x +

1
hn

)
= e−x (hnx + 1) < e−x (x + 1) , ∀n ≥ n0 .

΄Ομως
∫
[0,∞)

e−x (x + 1) dm(x) =
∫∞
0

e−x (x + 1) dx = 2, δηλαδή η g (x) := e−x (x + 1) ∈ L1 [0,∞). ΄Αρα,

από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
h→0+

∫ ∞

0

he−x cos x ln
(

x +
1
h

)
dx = lim

n→∞

∫
[0,∞)

hne−x cos x ln
(

x +
1
hn

)
dm(x) = 0 .

Παράδειγμα 3.3 ΄Εστω η f ∈ L1 (R) είναι τέτοια ώστε∫
[a,b]

f dm = 0 , για κάθε κλειστό και φραγμένο διάστημα [a, b] .

Να αποδειχθεί ότι f (x) = 0 σ.π. στο R.

Απόδειξη. Επειδή
∫
(a,b)

f dm =
∫
[a,b]

f dm, από την υπόθεση θα είναι και
∫
(a,b)

f dm = 0, για κάθε ανοικτό

και φραγμένο διάστημα (a, b). Ως γνωστόν, κάθε ανοικτό υποσύνολο G του R είναι ένωση αριθμήσιμου το

πλήθος κλειστών και φραγμένων διαστημάτων, με τα αντίστοιχα ανοικτά διαστήματα ξένα μεταξύ τους. ΄Εστω

G =
⋃∞

n=1 [an, bn], όπου τα ανοικτά διαστήματα (an, bn), n ∈ N, είναι ξένα μεταξύ τους. Τότε∫
G

f dm =
∫

⋃∞
n=1[an,bn]

f dm =
∫

⋃∞
n=1(an,bn)

f dm =
∞∑

n=1

∫
(an,bn)

f dm = 0 .

Υποθέτουμε τώρα ότι το G είναι ένα Gδ σύνολο, δηλαδή G =
⋂∞

n=1 Gn, όπου (Gn) είναι μια φθίνουσα ακολουθία

ανοικτών συνόλων. Προφανώς

lim
n→∞

fχGn = fχG και |fχGn | ≤ |f | .

Τότε, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue είναι∫
G

f dm =
∫

R
fχG dm = lim

n→∞

∫
R

fχGn
dm = lim

n→∞

∫
Gn

f dm = 0 .

Τέλος, υποθέτουμε ότι το E είναι ένα μετρήσιμο υποσύνολο του R. Από γνωστό θεώρημα το E = G \N , όπου

G είναι ένα Gδ σύνολο και N = G \ E με m (N) = 0. Επειδή G = E ∪N , με E ∩N = ∅, είναι∫
G

f dm =
∫

E

f dm +
∫

N

f dm

και επομένως ∫
E

f dm =
∫

G

f dm−
∫

N

f dm = 0− 0 = 0 .

΄Αρα
∫

E
f dm = 0, για κάθε μετρήσιμο υποσύνολο του R. Αυτό όμως συνεπάγεται ότι f (x) = 0 σ.π. στο R.
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Ορισμός 3.1 Θα λέμε ότι τοK ⊂ L1 (E) είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο, αν sup
{∫

E
|f | dm : f ∈ K

}
<

∞ και ∀ ε > 0 ∃δ > 0 τέτοιο ώστε sup
{∫

A
|f | dm : f ∈ K

}
< ε, για κάθε μετρήσιμο σύνολο A ⊆ E με

m (A) < δ.

Παράδειγμα 3.4 Μια άλλη μορφή του θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης : Υποθέτουμε ότι η ακολουθία

συναρτήσεων (fn) είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη στο L1 (E), με fn −→ f σ.π. στο E. Αν m (E) < ∞, να

αποδειχθεί ότι f ∈ L1 (E) και
∫

E
|fn − f | dm −→ 0 (επομένως,

∫
E

fn dm →
∫

E
f dm).

Λύση. Επειδή fn −→ f σ.π. στο E, τότε και |fn| −→ |f | σ.π. στο E. Από το λήμμα του Fatou∫
E

|f | dm ≤ lim inf
n→∞

∫
E

|fn| dm ≤ sup
n

∫
E

|fn| dm < ∞.

Επομένως, f ∈ L1 (E). ΄Εστω ε > 0. Επειδή η (fn) είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη, υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε

sup
n

∫
A

|fn| dm <
ε

4
, για κάθε μετρήσιμο σύνολοA ⊆ E με m (A) < δ .

Από το λήμμα του Fatou έχουμε∫
A

|f | dm ≤ lim inf
n→∞

∫
A

|fn| dm ≤ sup
n

∫
A

|fn| dm <
ε

4
, για κάθε μετρήσιμο σύνολοA ⊆ E με m (A) < δ .

Επειδή fn −→ f σ.π. στο E και m (E) < +∞, από το θεώρημα του Egorov υπάρχει κλειστό σύνολο F ⊂ E με

m (E \ F ) < δ και fn −→ f ομοιόμορφα στο F . Κατά συνέπεια, υπάρχει n ∈ N τέτοιος ώστε για κάθε n ≥ N

είναι supx∈F |fn (x)− f (x)| < ε/2m (E). Επομένως, για κάθε n ≥ N∫
E

|fn − f | dm =
∫

F

|fn − f | dm +
∫

E\F
|fn − f | dm

≤ ε

2m (E)
m (F ) +

∫
E\F

|fn| dm +
∫

E\F
|f |

<
ε

2
+

ε

4
+

ε

4
= ε .

΄Αρα, limn→∞
∫

E
|fn − f | dm = 0.

Παράδειγμα 3.5 ΄Εστω E =
⋃∞

n=1 En, όπου τα En είναι ξένα μεταξύ τους μετρήσιμα σύνολα. Να αποδειχθεί

ότι f ∈ L1 (E) αν και μόνο αν
∑∞

n=1

∫
En
|f | dm < ∞ και σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουμε

∫
E

f dm =
∞∑

n=1

∫
En

f dm .

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ L1 (E), δηλαδή
∫

E
|f | dm < ∞. Επειδή En ⊆ E, τότε ως γνωστόν f ∈ L1 (En) και

∞∑
n=1

∫
En

|f | dm =
∫

E

|f | dm < ∞ .
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Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι
∑∞

n=1

∫
En
|f | dm < ∞. Τότε,

∞∑
n=1

∫
E

|f |χEn dm =
∞∑

n=1

∫
En

|f | dm < ∞ .

Από το θεώρημα Beppo Levi η σειρά
∑∞

n=1 fχEn
συγκλίνει σχεδόν παντού στο E και το άθροισμά της είναι

συνάρτηση Lebesgue ολοκληρώσιμη στο E. Επειδή χE =
∑∞

n=1 χEn
, συνεπάγεται ότι f = fχE =

∑∞
n=1 fχEn

,

η f ∈ L1 (E). Επίσης, ∫
E

f dm =
∞∑

n=1

∫
E

fχEn
dm =

∞∑
n=1

∫
En

f dm .

Παράδειγμα 3.6 ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) =

x2 sin
(

1
x2

)
αν x 6= 0 ,

0 αν x = 0 .

Να αποδειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R και ότι f ′ /∈ L1 (R).

Λύση. Εύκολα διαπιστώνεται ότι

f ′ (x) =

2x sin
(

1
x2

)
− 2

x cos
(

1
x2

)
αν x 6= 0 ,

0 αν x = 0 .

Για να αποδείξουμε ότι f ′ /∈ L1 (R), αρκεί να δείξουμε ότι f ′ /∈ L1 (0, 1]. ΄Εστω (In) ακολουθία κλειστών και

φραγμένων διαστημάτων, με

In =

[
1√

(2n + 1/3) π
,

1√
(2n− 1/3) π

]
, n = 1, 2, . . . .

Παρατηρούμε ότι τα διαστήματα In είναι ξένα μεταξύ τους, με
⋃∞

n=1 In ⊂ (0, 1]. Για κάθε x ∈ In είναι

cos
(
1/x2

)
≥ cos ((2n + 1/3) π) = 1/2, οπότε

|f ′ (x)| ≥
∣∣∣∣ 2x cos

(
1
x2

)∣∣∣∣− ∣∣∣∣2x sin
(

1
x2

)∣∣∣∣ ≥ 2
x

∣∣∣∣cos
(

1
x2

)∣∣∣∣− 2x ≥ 1
x
− 2x > 0 .

Επομένως,∫
In

|f ′ (x)| dm(x) ≥
∫

In

(
1
x
− 2x

)
dm(x) =

(
lnx− x2

)∣∣x=((2n−1/3)π)−1/2

x=((2n+1/3)π)−1/2 =
1
2

ln
(

6n + 1
6n− 1

)
− 6

π
· 1
36n2 − 1

.

Κατά συνέπεια,∫
(0,1]

|f ′ (x)| dm(x) ≥
∫

⋃∞
n=1 In

|f ′ (x)| dm(x) =
∞∑

n=1

∫
In

|f ′ (x)| dm(x)

≥ 1
2

∞∑
n=1

ln
(

6n + 1
6n− 1

)
− 6

π

∞∑
n=1

1
36n2 − 1

.
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Επειδή

lim
n→∞

ln
(

6n+1
6n−1

)
2

6n−1

= lim
n→∞

ln
(
1 + 2

6n−1

)
2

6n−1

= lim
x→0+

ln (1 + x)
x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+

1
1 + x

= 1

και
∑∞

n=1 2/ (6n− 1) = ∞, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης
∞∑

n=1

ln
(

6n + 1
6n− 1

)
= ∞ .

Για τη δεύτερη σειρά έχουμε,
∞∑

n=1

1
36n2 − 1

<
∞∑

n=1

1
n2

< ∞ .

΄Αρα, ∫
(0,1]

|f ′ (x)| dm(x) = ∞ .

Παράδειγμα 3.7 ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R με

f (x) =

x− 1 αν x ∈ C ,

x + 1 αν x ∈ [0, 1] \ C ,

όπου C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor. Να αποδειχθεί ότι η f είναι ασυνεχής στο C και συνεχής στο [0, 1]\C.

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
∫
[0,1]

f dm.

Λύση. ΄Εστω x ∈ C. Επειδή το [0, 1] \ C είναι πυκνό στο [0, 1], υπάρχει ακολουθία (xn) σημείων του

[0, 1] \ C τέτοια ώστε limn→∞ xn = x. Από την υπόθεση είναι f (xn) = xn + 1, f (x) = x − 1 και επομένως

limn→∞ f (xn) = x + 1 6= f (x). ΄Αρα, η f δεν είναι συνεχής στο x ∈ C.

΄Εστω τώρα x ∈ [0, 1] \ C και έστω (xn) είναι ακολουθία σημείων του [0, 1], με limn→∞ xn = x. Επειδή το

[0, 1] \ C είναι ανοικτό σύνολο, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε (x− ε, x− ε) ⊆ [0, 1] \ C. Κατά συνέπεια, υπάρχει

n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 το xn ∈ (x− ε, x− ε) ⊆ [0, 1] \ C. Τότε, για κάθε n ≥ n0 από την

υπόθεση είναι f (xn) = xn + 1. Επειδή f (x) = x + 1, limn→∞ f (xn) = x + 1 = f (x). ΄Αρα, η f είναι συνεχής

στο x ∈ [0, 1] \ C.

Επειδή m (C) = 0, η f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο [0, 1]. ΄Αρα, η f είναι Riemann ολοκληρώσιμη στο

[0, 1] και ∫
[0,1]

f (x) dm(x) =
∫

[0,1]

(x + 1) dm(x) =
∫ 1

0

(x + 1) dx =
3
2

.

Παράδειγμα 3.8 ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R με

f (x) =
∞∑

k=1

[kx]
2k

,
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όπου [kx] είναι το ακέραιο μέρος του kx. Να αποδειχθεί ότι η f είναι φραγμένη, Riemann ολοκληρώσιμη στο

[0, 1] και να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
∫ 1

0
f (x) dx.

Λύση. Για κάθε x ∈ [0, 1] είναι [kx] ≤ k και κατά συνέπεια f (x) ≤
∑∞

k=1 k/2k < +∞. Αν

fn (x) =
n∑

k=1

[kx]
2k

,

τότε

0 ≤ f (x)− fn (x) =
∞∑

k=n+1

[kx]
2k

≤
∞∑

k=n+1

k

2k
.

Ως γνωστόν η σειρά
∑∞

k=1 k/2k
συγκλίνει, οπότε limn→∞

∑∞
k=n+1 k/2k = 0. Επομένως limn→∞ fn (x) = f (x)

ομοιόμορφα στο [0, 1]. Επειδή κάθε fn είναι συνεχής σχεδόν παντού στο [0, 1] (είναι ασυνεχής σε ένα αριθμήσιμο

σύνολο), από το παράδειγμα 2.1 και η f θα είναι συνεχής σχεδόν παντού. Αποδείξαμε λοιπόν ότι η f είναι

φραγμένη και συνεχής σχεδόν παντού. ΄Αρα, η f είναι Riemann ολοκληρώσιμη στο [0, 1] και∫ 1

0

f (x) dx =
∫

[0,1]

f dm =
∞∑

k=1

1
2k

∫
[0,1]

[kx] dm(x) .

Επειδή τα διαστήματα [j/k, (j + 1) /k), j = 0, 1, 2, . . . , (k − 1), είναι ξένα μεταξύ τους και

[0, 1) =
k−1⋃
j=0

[
j

k
,

j + 1
k

)
,

έχουμε∫ 1

0

f (x) dx =
∞∑

k=1

1
2k

k−1∑
j=0

∫
[j/k, (j+1)/k)

[kx] dm(x) =
∞∑

k=1

1
2k

k−1∑
j=0

j

k
=

∞∑
k=1

1
2k

k − 1
2

=
∞∑

k=1

k − 1
2k+1

.

Για τον υπολογισμό του αθροίσματος της σειράς παρατηρούμε ότι παραγωγίζοντας τη γεωμετρική σειρά
∑∞

k=0 xk =

1/ (1− x), |x| < 1, προκύπτει ότι
∑∞

k=1 kxk−1 = 1/ (1− x)2, |x| < 1. ΄Αρα,∫ 1

0

f (x) dx =
∞∑

k=1

k − 1
2k+1

=
1
22

∞∑
k=1

k

2k−1
− 1

2

∞∑
k=1

1
2k

=
1
22

1
(1− 1/2)2

− 1
2

=
1
2

.

3.2 Ask seic

1. Να αποδειχθεί ότι

(a)
∫ 10

0

[x] dx = 45 (b)
∫ 2

0

[
x2
]

dx = 5−
√

3−
√

2 (c)
∫ 2π

0

[sinx] dx = −π ,

όπου [x],
[
x2
]
και [sinx] είναι το ακέραιο μέρος της y = x, της y = x2

και της y = sinx αντίστοιχα.
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2. ΄Εστω s =
∑n

i=1 aiχAi μια απλή συνάρτηση, όπου a1, . . . , an είναι πραγματικοί αριθμοί διάφοροι του

μηδενός και {A1, . . . , An} είναι μια διαμέριση του R, Ai ∈ M, i = 1, . . . , n. Να αποδειχθεί ότι η s είναι

Lebesgue ολοκληρώσιμη αν και μόνο αν m (Ai) < ∞, i = 1, . . . , n.

3. Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις ανήκουν στον L1 [0,∞);

(i) f (x) = sin x
x , (0 < x < ∞)

(ii) f (x) = 1
1+x2 , (0 ≤ x < ∞)

(iii) χE , όπου E = ∪∞n=1

[
n, n + 1/n2

]
(iv) Η χαρακτηριστική συνάρτηση των ρητών αριθμών στο [0,∞)

(v) Η χαρακτηριστική συνάρτηση των άρρητων αριθμών στο [0,∞).

4. ΄Εστω (fn) ακολουθία μη αρνητικών και ολοκληρώσιμων συναρτήσεων στο διάστημα [0, 1]. Αν
∫ 1

0
fn (x) dx =

cn, με
∑∞

n=1 cn < ∞ και
∑∞

n=1

√
cn < ∞, να αποδειχθεί ότι σχεδόν για όλα τα x ∈ [0, 1] είναι

fn (x) ≤ √cn για μεγάλα n ∈ N.

Υπόδειξη.

(i) Αν En =
{
x : fn (x) >

√
cn

}
, να αποδειχθεί ότι limN→∞ m (

⋃∞
n=N En) = 0.

(ii) ΄Εστω E =
⋂∞

N=1

⋃∞
n=N En. Αν x /∈ E, τότε υπάρχει N = N (x) ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N

είναι fn (x) ≤ √cn.

5. Αν p > 0, τότε ∫ ∞

0

x

epx (1− e−x)
dx =

∫ ∞

0

∞∑
n=0

xe−px−nx dx =
∞∑

n=0

1
(n + p)2

.

6. ΄Εστω

f =
∞∑

n=1

2n
(
x− n + 2−n

)
χ[n−2−n, n] −

∞∑
n=1

2n
(
x− n− 2−n

)
χ[n, n+2−n] .

Να αποδειχθεί ότι f ≥ 0 και∫
[0,∞)

f dm = lim
n→∞

∫
[0, n+2−n)

f dm = lim
n→∞

n∑
k=1

2−k = 1 .

7. (Θεώρημα Μέσης Τιμής) ΄Εστω f ∈ L1 (E) και έστω g : E −→ R μια μετρήσιμη συνάρτηση στο

E ∈M, τέτοια ώστε α ≤ g (x) ≤ β σ.π. Να αποδειχθεί ότι fg ∈ L1 (E) και ότι υπάρχει γ ∈ [α, β] τέτοιο

ώστε ∫
E

|f | g dm = γ

∫
E

|f | dm .

Μπορούμε να αντικαταστήσουμε την |f | με την f στην παραπάνω εξίσωση;

Υπόδειξη. ΄Εστω f = g = −χ(−1,0) + χ(0,1), α = −1, β = 1.
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8. (Θεώρημα Μέσης Τιμής) ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] −→ R είναι συνεχής και έστω το E ⊆ [a, b],

E ∈M, είναι τέτοιο ώστε m (E) > 0. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε∫
E

f (x) dm = f (ξ) m (E) .

9. ΄Εστω f ∈ L1 (E) και έστω g : E −→ R μια μετρήσιμη συνάρτηση στο E ∈M, τέτοια ώστε α ≤ g (x) ≤ β

σ.π. Να αποδειχθεί ότι fg ∈ L1 (E) και ότι υπάρχει γ ∈ [α, β] τέτοιο ώστε∫
E

|f | g dm = γ

∫
E

|f | dm .

10. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f ∈ L1 (R) είναι συνεχής στο a ∈ R. Αν (In) είναι ακολουθία διαστημάτων

τέτοια ώστε a ∈ In και limn→∞ m (In) = 0, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

1
m (In)

∫
In

f (x) dm(x) = f (a) .

11. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : [0,∞) −→ R είναι συνεχής και ότι το limx→∞ f (x) = c υπάρχει. Να

αποδειχθεί ότι για κάθε λ > 0, g (x) := f (x) e−λx ∈ L1 [0,∞) και ότι

lim
λ→∞

∫ ∞

0

f (x) e−λx dx = f (0) , lim
λ→0+

∫ ∞

0

f (x) e−λx dx = c .

12. Αν (fn) είναι ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων, fn ∈ L1 (R), 0 ≤ fn ≤ 1, limn→∞ fn (x) = 1 σ.π.

και fn (x) = 1, για κάθε x ∈ R \ E, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
R

(1− fn (x)) dm(x) = 0 .

13. ΄Εστω

fn (x) :=
(

1 +
x2

n

)−n

και gn (x) := fn (x)
(

1 +
x2

n

)−1/2

=
(

1 +
x2

n

)−n−1/2

.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
fn (x) dx = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
gn (x) dx =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx .

(βʹ) Να αποδειχθεί ότι∫ ∞

−∞
fn (x) dx = 2

∫ ∞

0

(
1 +

x2

n

)−n

dx = 2
√

n

∫ ∞

0

(
1 + t2

)−n
dt = 2

√
n

∫ π/2

0

cos2n−2 θ dθ

και παρόμοια ∫ ∞

−∞
gn (x) dx = 2

√
n

∫ π/2

0

cos2n−1 θ dθ .
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(γʹ) Χρησιμοποιώντας τις (α΄) και (β΄) να αποδειχθεί ότι∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π .

Υπόδειξη. Ως γνωστόν,

∫ π/2

0

sink x dx =
∫ π/2

0

cosk x dx =


1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) · π

2 = (2n−1)!!
(2n)!! · π

2 αν k = 2n,

2·4·6···(2n)
1·3·5···(2n+1) = (2n)!!

(2n+1)!! αν k = 2n + 1.

14. ΄Εστω η f ∈ L1 (R) είναι τέτοια ώστε∫
(−∞, x)

f (x) dm(x) = 0 , για κάθεx ∈ R .

Να αποδειχθεί ότι f (x) = 0 σ.π. στο R.

15. Να αποδειχθεί ότι η

f =
∞∑

n=0

(−1)n

2n
χ[n,n+1)

είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [0,∞) και να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
∫
[0,∞)

f dm.

16. ΄Εστω η συνάρτηση f : (0, 1) −→ [0, 1) με f (x) := d (x,C), όπου

d (x, C) = inf {|x− t| : t ∈ C}

είναι η απόσταση του x από το τριαδικό σύνολο Cantor C. Να αποδειχθεί ότι∫
(0,1)

f (x) dm(x) = 1/28 .

17. ΄Εστω (En) αύξουσα ακολουθία μετρήσιμων συνόλων, E1 ⊆ E2 · · · ⊆ En ⊆ · · · . Αν f ∈ L1 (En) και

limn→∞
∫

En
|f | dm < ∞, να αποδειχθεί ότι f ∈ L1 (E), όπου E =

⋃∞
n=1 En και∫

E

f dm = lim
n→∞

∫
En

f dm .

Υπόδειξη. Παράδειγμα 3.5.

18. Αν f ∈ L1 (R), να αποδειχθεί ότι

lim
h→∞

∫
[a,b]

|f (x + h)− f (x)| dm(x) = 0 .

19. ΄Εστω η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει απόλυτα και έστω (fn) ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων, fn ∈

L1 (R), με ‖fn‖1 ≤ M < ∞. Αν F (x) :=
∑∞

n=1 anfn (x), x ∈ [0, 1], τότε F ∈ L1 [0, 1].
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20. ΄Εστω (an) αύξουσα ακολουθία με limn→∞ an = 0. Να αποδειχθεί ότι η σειρά

∞∑
n=1

∣∣ane−xan − an+1e
−xan+1

∣∣
δεν είναι ολοκληρώσιμη στο (0,∞).

Υπόδειξη. Θεώρημα Beppo Levi.

21. (αʹ) Αν k ∈ N, να αποδειχθεί ότι ∫ π

0

(
t2

2π
− t

)
cos kt dt =

1
k2

.

(βʹ) Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα

n∑
k=1

cos kt = <

(
n∑

k=1

eikt

)
=

cos [(n + 1) t/2] · sin (nt/2)
sin (t/2)

, t 6= 0 ,

να αποδειχθεί ότι

2
n∑

k=1

1
k2

=
∫ π

0

f (t) sin (n + 1/2) t dt +
π2

3
,

όπου

f (t) =


t2−2πt

2π sin(t/2) αν 0 < t ≤ π ,

−2 αν t = 0 .

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι
∑∞

k=1 1/k2 = π2/6 .

22. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : [0, 1] −→ R, τέτοια ώστε∫ 1

0

xf (x) dx = 1 και

∫ 1

0

xnf (x) dx = 0

για n = 0, 2, 3, 4 . . . ;

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι για κάθε n ∈ N είναι f̂ (n) =
∫ 1

0
f (x) e−2πinx dx = −2πni.

23. (αʹ) Αν το σύνολο E ⊂ [0, 2π] είναι μετρήσιμο, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
E

cos nxdx = lim
n→∞

∫
E

sinnxdx .

(βʹ) ΄Εστω k1 < k2 < · · · < kn < · · · γνήσια αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών. Θεωρούμε το σύνολο

E = {x ∈ [0, 2π] : η ακολουθία (sin (knx)) συγκλίνει} . Να αποδειχθεί ότι m (E) = 0.

Υπόδειξη. Επειδή limn→∞
∫

E
cos (2knx) dx = 0, όπου E μετρήσιμο υποσύνολο του [0, 2π], χρησι-

μοποιώντας την ταυτότητα 1 − 2 sin2 (knx) = cos (2knx), να αποδειχθεί ότι limn→∞ sin (knx) =

±1/
√

2 σχεδόν παντού στο E.
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Kef�laio 4

Lumènec Ask seic

4.1 Akadhmäikì ètoc 2004�5

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Ομάδα Ασκήσεων στη “ Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση ”

ακαδ. έτος 2004–05

1. ΄Εστω X είναι ένα μη-αριθμήσιμο απειροσύνολο, Σ = {E ⊆ X : τοE ή τοEc
είναι αριθμήσιμο} και ορίζουμε

το µ : Σ −→ [0,∞], με

µ(E) =

0 αν το E είναι αριθμήσιμο ,

1 αν το Ec
είναι αριθμήσιμο .

Να αποδειχθεί ότι (X, Σ, µ) είναι ένας χώρος μέτρου.

Απόδειξη. Επειδή Xc = ∅, το X ∈ Σ. ΄Εστω το E ∈ Σ. Αν το E δεν είναι αριθμήσιμο, τότε το Ec
είναι

αριθμήσιμο οπότε το Ec ∈ Σ. Αν το E είναι αριθμήσιμο τότε το (Ec)c = E είναι αριθμήσιμο οπότε και πάλι

Ec ∈ Σ. ΄Εστω τώρα (En) ⊆ Σ. Αν κάθε En είναι αριθμήσιμο, τότε η ένωση ∪∞n=1En είναι αριθμήσιμο

σύνολο και κατά συνέπεια ∪∞n=1En ∈ Σ. Αν υποθέσουμε ότι κάποιο En0 δεν είναι αριθμήσιμο, τότε το Ec
n0

είναι αριθμήσιμο και (∪∞n=1En)c ⊆ Ec
n0
. Επομένως και πάλι η ένωση ∪∞n=1En ∈ Σ.

Θα αποδείξουμε ότι το µ είναι ένα θετικό μέτρο στη σ-άλγεβρα Σ. Προφανώς µ (∅) = 0. Αν (En) είναι

ακολουθία συνόλων της σ-άλγεβρας Σ ξένων μεταξύ τους, θα αποδείξουμε ότι µ (∪∞n=1En) =
∑∞

n=1 µ (En).

(i) Αν ∪∞n=1En είναι αριθμήσιμο σύνολο, τότε κάθε En θα είναι αριθμήσιμο και επομένως

∞∑
n=1

µ (En) =
∞∑

n=1

0 = 0 = µ (∪∞n=1En) .

21
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(ii)Αν ∪∞n=1En δεν είναι αριθμήσιμο σύνολο, τότε υπάρχει μόνο ένα En που δεν είναι αριθμήσιμο.

Πράγματι, αν τα ξένα μεταξύ τους σύνολα Em και En, m 6= n, δεν είναι αριθμήσιμα, τότε Em ∩ En = ∅

συνεπάγεται ότι (Em ∩ En)c = ∅c = X και ισοδύναμα Ec
m ∪ Ec

n = X. Αυτό όμως είναι άτοπο επειδή το

Ec
m ∪ Ec

n είναι αριθμήσιμο σύνολο και από την υπόθεση το X δεν είναι αριθμήσιμο. Αν το En0 είναι το

μοναδικό σύνολο της ακολουθίας (En) ⊆ Σ που δεν είναι αριθμήσιμο, τότε και πάλι έχουμε
∞∑

n=1

µ (En) = µ (En0) = 1 = µ (∪∞n=1En) .

2. Να κατασκευαστεί ένα υποσύνολο A του [0, 1], με τον ίδιο τρόπο που κατασκευάζεται το τριαδικό σύνολο

του Cantor, όμως στο n-οστό βήμα για την κατασκευή του An αφαιρείται από κάθε διάστημα του An−1

ένα ανοικτό υποδιάστημα που έχει το ίδιο μέσο με το διάστημα και του οποίου το μήκος είναι θn- φορές το

μήκος του διαστήματος, 0 < θn < 1. Αν A =
⋂∞

n=1 An, να αποδειχθεί ότι m (A) =
∏∞

k=1 (1− θk) και να

συμπεράνετε ότι m (A) = 0 αν και μόνο αν
∑∞

k=1 θk = ∞.

Λύση. ΄Εστω A1 είναι το σύνολο που απομένει αφαιρώντας από το μέσο 1/2 του διαστήματος [0, 1] το

ανοικτό διάστημα ((1− θ1) /2, (1 + θ1) /2) μήκους θ1. Τότε m (A1) = 1 − θ1. Το A1 αποτελείται από

δύο κλειστά υποδιαστήματα του [0, 1] ξένα μεταξύ τους, καθένα από τα οποία έχει μήκος 1−θ1
2 . Αφαιρούμε

στη συνέχεια από κάθε κλειστό διάστημα ένα ανοικτό υποδιάστημα που έχει το ίδιο μέσο με το διάστημα

και του οποίου το μήκος είναι
1−θ1

2 θ2. ΄Εστω A2 είναι το σύνολο που απομένει. Τότε m (A2) = (1− θ1) −

(1− θ1) θ2 = (1− θ1) (1− θ2). Το A2 αποτελείται από 22
κλειστά υποδιαστήματα του [0, 1] ξένα μεταξύ τους,

καθένα από τα οποία έχει μήκος (1− θ1) (1− θ2) /22
. Υποθέτουμε τώρα ότι το An−1 αποτελείται από 2n−1

κλειστά υποδιαστήματα του [0, 1] ξένα μεταξύ τους, καθένα από τα οποία έχει μήκος
∏n−1

k=1 (1− θk) /2n−1

και επομένως m (An−1) =
∏n−1

k=1 (1− θk). Αφαιρούμε στη συνέχεια από κάθε κλειστό διάστημα ένα ανοικτό

υποδιάστημα που έχει το ίδιο μέσο με το διάστημα και του οποίου το μήκος είναι
∏n−1

k=1 (1− θk) θn/2n−1
.

΄Εστω An είναι το σύνολο που απομένει. Τότε An−1 ⊃ An και

m (An) =
n−1∏
k=1

(1− θk)−

[
n−1∏
k=1

(1− θk)

]
θn =

n∏
k=1

(1− θk) .

Αν A =
⋂∞

n=1 An, τότε το A είναι συμπαγές επειδή είναι τομή συμπαγών συνόλων. Επειδή An ↘ A, είναι

m (A) = limn→∞ m (An) =
∏∞

k=1 (1− θk). ΄Ομως το άπειρο γινόμενο
∏∞

k=1 (1− θk) συγκλίνει, δηλαδή

το limN→∞
∏N

k=1 (1− θk) υπάρχει και είναι διάφορο του μηδενός, αν και μόνο αν η σειρά
∑∞

k=1 ln (1− θk)

συγκλίνει. Η τελευταία σειρά συγκλίνει αν και μόνο αν η σειρά
∑∞

k=1 θk συγκλίνει (πρέπει limk→∞ θk = 0

διαφορετικά οι σειρές αποκλίνουν). Πράγματι, επειδή limx→0+ − ln (1− x) /x = 1, από το κριτήριο σύγκρισης

οι σειρές είτε συγκλίνουν ή αποκλίνουν ταυτόχρονα. ΄Αρα, m (A) = 0 αν και μόνο αν
∑∞

k=1 θk = ∞.

3. ΄Εστω S το σύνολο των πραγματικών αριθμών στο [0, 1] τέτοιο ώστε x ∈ S αν και μόνο αν στο δεκαδικό

ανάπτυγμα του x δεν εμφανίζεται το ψηφίο 6. Να αποδειχθεί ότι το S έχει μέτρο Lebesgue μηδέν.
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Απόδειξη. Διαιρούμε το διάστημα [0, 1] σε δέκα ίσα υποδιαστήματα και αφαιρούμε το ανοικτό διάστη-

μα (0.6, 0.7) μήκους 1/10 (ας σημειωθεί ότι στο δεκαδικό ανάπτυγμα το 0.6 = 0.5999 · · · και το 0.7 =

0.6999 · · · ).

Στο δεύτερο βήμα διαιρούμε καθένα από τα εννέα διαστήματα που απομένουν, δηλαδή τα [0, 0.1] , . . . , [0.5, 0.6],

[0.7, 0.8], [0.8, 0.9] , [0.9, 1], σε δέκα ίσα υποδιαστήματα και αφαιρούμε τα εννέα ανοικτά υποδιαστήματα

(0.06, 0.07) , . . ., (0.56, 0.57), (0.76, 0.77), (0.86, 0.87), (0.96, 0.97) μήκους 1/102
το καθένα.

Συνεχίζοντας τη διαδικασία, στο n-οστό βήμα αφαιρούμε 9n−1
το πλήθος ανοικτά διαστήματα που το καθένα

έχει μήκος 1/10n
. Αν (an, bn), n ∈ N, είναι η ακολουθία των ανοικτών διαστημάτων που αφαιρούνται, τότε

S = [0, 1] \
∞⋃

n=1

(an, bn) .

Επειδή

m ([0, 1] \ S) =
1
10

+ 9
1

102
+ · · ·+ 9n−1 1

10n
+ · · · = 1

10

∞∑
n=0

(
9
10

)n

=
1
10

1
1− 9/10

= 1 ,

είναι m (S) = 0.

4. (αʹ) Αν C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor και C+C
or.

= {x+y : x, y ∈ C}, να αποδειχθεί ότι C+C = [0, 2].

(βʹ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν Lebesgue μετρήσιμα υποσύνολα A και B του R, με m(A) = m(B) = 0,

τέτοια ώστε A + B
or.

= {x + y : x ∈ A, y ∈ B} = R.

(Υπόδειξη. A = ∪n∈Z (C + n) και B = C.)

Επομένως, αν δύο υποσύνολα του R έχουν μέτρο Lebesgue μηδέν, τότε δεν συνεπάγεται ότι και το άθροισμά

τους θα έχει μέτρο μηδέν.

Απόδειξη.

(αʹ) Αν x, y ∈ C, τότε x =
∑∞

n=1 xn/3n
και y =

∑∞
n=1 yn/3n

, με xn, yn ∈ {0, 2}. Επομένως

x + y = 2 ·
∞∑

n=1

(xn + yn) /2
3n

, με (xn + yn) /2 ∈ {0, 1, 2} .

Αν τώρα a ∈ [0, 2], είναι a = 2t για κάποιο t ∈ [0, 1] και στο τριαδικό σύστημα a = 2 ·
∑∞

n=1 tn/3n
, με

tn ∈ {0, 1, 2}. ΄Αρα, C + C = [0, 2].

5. Είναι

A + B =
⋃
n∈Z

((C + n) + C) =
⋃
n∈Z

((C + C) + n) =
⋃
n∈Z

([0, 2] + n) = R .
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6. ΄Εστω N ένα υποσύνολο του R μεm (N) = 0. Αν η παράγωγος της f : R −→ R είναι συνεχής, να αποδειχθεί

ότι m (f (N)) = 0.

(Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N, η f |[−n,n] : [−n, n] −→ R ικανοποιεί τη συνθήκη Lipschitz.

Δηλαδή υπάρχει Mn > 0 τέτοιο ώστε |f (x)− f (y)| ≤ Mn |x− y|, για κάθε x, y ∈ [−n, n].)

Απόδειξη. Για κάθε φυσικό αριθμό n, η f |[−n,n] : [−n, n] −→ R ικανοποιεί τη συνθήκη Lipschitz

(η f έχει συνεχή και φραγμένη παράγωγο στο συμπαγές σύνολο [−n, n]). Επειδή N ∩ [−n, n] ⊆ N , είναι

m (N ∩ [−n, n]) = 0. Από την Πρόταση 2.12 (σημειώσεις του μαθήματος), θα είναιm∗ (f (N ∩ [−n, n])) = 0,

για κάθε n ∈ N. Επομένως,

m∗ (f (N)) = m∗

(
f

( ∞⋃
n=1

N ∩ [−n, n]

))
= m∗

( ∞⋃
n=1

f (N ∩ [−n, n])

)
≤

∞∑
n=1

m∗ (f (N ∩ [−n, n])) = 0.

7. ΄Εστω A υποσύνολο του R.

(αʹ) Αν m (A) = 0, να αποδειχθεί ότι για κάθε B ⊆ R είναι

m∗ (A ∪B) = m∗ (B \A) = m∗ (B) .

(βʹ) Αν m∗ (A) < ∞ και το Lebesgue μετρήσιμο υποσύνολο A1 του A είναι τέτοιο ώστε m (A1) = m∗ (A),

να αποδειχθεί ότι το A είναι Lebesgue μετρήσιμο.

Απόδειξη.

(αʹ) Είναι

m∗ (B) ≤ m∗ (A ∪B) ≤ m∗ (A) + m∗ (B) = m∗ (B) ,

οπότε m∗ (A ∪B) = m∗ (B). Επειδή A ∩B ⊆ A, είναι m∗ (A ∩B) = 0. Επομένως

m∗ (B) = m∗ ((B \A) ∪ (A ∩B)) ≤ m∗ (B \A) + m∗ (A ∩B) = m∗ (B \A) .

΄Ομως B \A ⊆ B, οπότε m∗ (B \A) ≤ m∗ (B). ΄Αρα m∗ (B \A) = m∗ (B).

(βʹ) Από τη συνθήκη Καραθεοδωρή για τη μετρησιμότητα ενός συνόλου και την υπόθεση έχουμε

m (A1) = m∗ (A) = m∗ (A \A1) + m∗ (A ∩A1) = m∗ (A \A1) + m (A1) .

Επειδή m (A1) < ∞, είναι m∗ (A \A1) = m (A1) −m (A1) = 0. Για κάθε σύνολο B είναι B ∩ A =

(B ∩ (A \A1)) ∪ (B ∩A1), οπότε

m∗ (B ∩A) ≤ m∗ (B ∩ (A \A1)) + m∗ (B ∩A1) ≤ m∗ (A \A1) + m∗ (B ∩A1) = m∗ (B ∩A1) .
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΄Ομως B ∩ A1 ⊂ B ∩ A συνεπάγεται ότι m∗ (B ∩A1) ≤ m∗ (B ∩A) και επομένως m∗ (B ∩A1) =

m∗ (B ∩A). Επειδή B \A ⊂ B \A1, είναι m
∗ (B \A) ≤ m∗ (B \A1). Επειδή

B \A1 = (B ∩ (A \A1)) ∪ (B \A) ,

έχουμε

m∗ (B \A1) ≤ m∗ (B ∩ (A \A1)) + m∗ (B \A) ≤ m∗ (A \A1) + m∗ (B \A) = m∗ (B \A) .

΄Αρα, m∗ (B \A) = m∗ (B \A1). Επειδή το σύνολο A1 είναι Lebesgue μετρήσιμο, για κάθε σύνολο B

θα είναι

m∗ (B) = m∗ (B \A1) + m∗ (B ∩A1) = m∗ (B \A) + m∗ (B ∩A) ,

που συνεπάγεται ότι και το σύνολο A είναι Lebesgue μετρήσιμο.

8. (αʹ) ΄Εστω En = (xn, a), όπου xn+1 = 1
2

(
xn + a

xn

)
, με x0 = a > 1. Να αποδειχθεί ότι ∪∞n=1En είναι ένα

Lebesgue μετρήσιμο σύνολο και να υπολογιστεί το m (∪∞n=1En).

(βʹ) ΄Εστω

Fn =
(

1α + 2α + · · ·+ (n− 1)α

nα+1
, 1
)

, α > 0 .

Να αποδειχθεί ότι ∩∞n=1Fn είναι ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο και να υπολογιστεί το m (∩∞n=1Fn).

Λύση.

(αʹ) Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι xn >
√

a, για κάθε n ∈ N και ότι η ακολουθία (xn) είναι γνήσια φθίνουσα.

Επομένως η ακολουθία (xn) συγκλίνει. Αν limn→∞ xn = l, από την xn+1 = 1
2

(
xn + a

xn

)
προκύπτει

ότι l = 1
2

(
l + a

l

)
και ισοδύναμα l = ±

√
a. Επειδή xn >

√
a, είναι limn→∞ xn = l =

√
a. Επομένως

∪∞n=1En = (
√

a, a), δηλαδή η ∪∞n=1En είναι ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο και En ↗ ∪∞n=1En. Είναι

a−
√

a = m (∪∞n=1En) = lim
n→∞

m (En) = lim
n→∞

(a− xn) .

(βʹ) Επειδή η συνάρτηση f (x) = xα
είναι γνήσια αύξουσα στο διάστημα [0, 1], το

L (f, Pn) =
1α + 2α + · · ·+ (n− 1)α

nα+1
=

1
n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
είναι το κατώτερο άθροισμα της f που αντιστοιχεί στη διαμέριση Pn = {0, 1/n, 2/n, · · · , n/n} του

[0, 1]. Είναι L (f, Pn) <
∫ 1

0
xα dx = 1/ (α + 1), για κάθε n ∈ N και από τη θεωρία ολοκλήρωσης κατά

Riemann

lim
n→∞

L (f, Pn) = lim
n→∞

1α + 2α + · · ·+ (n− 1)α

nα+1
= lim

n→∞

1
n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
=
∫ 1

0

xα dx =
1

α + 1
.
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Επομένως, η ∩∞n=1Fn = [1/ (α + 1) , 1) είναι ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο και m (∩∞n=1Fn) =

1− 1/ (α + 1) = α/ (α + 1).
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ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

2η Ομάδα Ασκήσεων στη “ Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση ”

ακαδ. έτος 2004–05

1. ΄Εστω (fn) είναι ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων, fn : E ⊆ R −→ R, E ∈ M. Να αποδειχθεί ότι το

σύνολο A = {x ∈ E : fn (x) συγκλίνει} είναι μετρήσιμο.

Απόδειξη. Επειδή οι συναρτήσεις g (x) = lim sup fn (x), h (x) = lim inf fn (x) είναι μετρήσιμες και η

διαφορά τους θα είναι μετρήσιμη συνάρτηση. Τότε όμως

A = {x ∈ E : fn (x) συγκλίνει} = {x ∈ E : (f − g) (x) = 0}

είναι ένα μετρήσιμο σύνολο.

2. (αʹ) Να βρεθεί μία μη μετρήσιμη συνάρτηση f : R −→ R, τέτοια ώστε η εικόνα κάθε μετρήσιμου υποσυνόλου

του R να είναι μετρήσιμο υποσύνολο του R.

(βʹ) Αν C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor, να βρεθεί μία συνεχής συνάρτηση f : [0, 1] −→ [0, 1] τέτοια ώστε

f (x) = 0, για κάθε x ∈ C και f (x) 6= 0, για κάθε x ∈ [0, 1] \ C.

Λύση.

(αʹ) Ως γνωστόν η χαρακτηριστική συνάρτηση χE ενός υποσυνόλου E του R είναι μετρήσιμη αν και μόνο αν

το E είναι μετρήσιμο σύνολο. Αν το E δεν είναι μετρήσιμο (π.χ. παίρνουμε το E να είναι το σύνολο του

Vitali ), θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) := χE (x) η οποία δεν είναι μετρήσιμη. Επειδή η εικόνα μέσω

της f κάθε υποσυνόλου του R είναι ένα από τα σύνολα : {0}, {1}, {0, 1}, η εικόνα κάθε μετρήσιμου

υποσυνόλου του R είναι μετρήσιμο υποσύνολο του R.

(βʹ) Ως γνωστόν, η απόσταση του x ∈ [0, 1] από το C ορίζεται ως εξής

d (x, C) := inf {|x− y| : y ∈ C} .

Επειδή 0 ≤ d (x, C) < 1, αν ορίσουμε f (x) := d (x,C), τότε η f είναι συνεχής, με f (x) ∈ [0, 1].

Προφανώς f (x) = 0, για κάθε x ∈ C. Επειδή το σύνολο C είναι συμπαγές, για κάθε x ∈ [0, 1] \C είναι

f (x) = d (x,C) 6= 0.

3. (αʹ) ΄Εστω f, g, ϕ : E ⊆ R −→ R, E ∈M, μετρήσιμες συναρτήσεις. Αν

h (x) =


f(x)
g(x) αν g (x) 6= 0 ,

ϕ (x) αν g (x) = 0 ,

να αποδειχθεί ότι η h : E ⊆ R −→ R είναι μετρήσιμη.
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(βʹ) Να αποδειχθεί ότι κάθε μετρήσιμη συνάρτηση f : E ⊆ R −→ R γράφεται στη μορφή f = u |f |, όπου η

u είναι μετρήσιμη συνάρτηση με u (x) = ±1, για κάθε x ∈ E.

Απόδειξη.

(αʹ) Για κάθε a ∈ R είναι

{x ∈ E : h (x) > a} ∩ {x ∈ E : g (x) 6= 0} = {x ∈ E : f (x) /g (x) > a} ∩ {x ∈ E : g (x) 6= 0}

= [{x ∈ E : f (x)− ag (x) > 0} ∩ {x ∈ E : g (x) > 0}]

∪ [{x ∈ E : f (x)− ag (x) < 0} ∩ {x ∈ E : g (x) < 0}] .

Επειδή οι f, g είναι μετρήσιμες, το σύνολο {x ∈ E : h (x) > a} ∩ {x ∈ E : g (x) 6= 0} είναι μετρήσιμο.

Επειδή και η ϕ είναι μετρήσιμη, το σύνολο

{x ∈ E : h (x) > a} ∩ {x ∈ E : g (x) = 0} = {x ∈ E : ϕ (x) > a}

είναι μετρήσιμο. ΄Ομως

{x ∈ E : h (x) > a} = [{x ∈ E : h (x) > a} ∩ {x ∈ E : g (x) 6= 0}]

∪ [{x ∈ E : h (x) > a} ∩ {x ∈ E : g (x) = 0}] ,

οπότε και το σύνολο {x ∈ E : h (x) > a} θα είναι μετρήσιμο. ΄Αρα, η συνάρτηση h είναι μετρήσιμη.

(βʹ) Εφαρμόζουμε την (α΄) με g = |f | και ϕ (x) = 1, για κάθε x ∈ E, οπότε η συνάρτηση

u (x) =


f(x)
|f(x)| αν f (x) 6= 0 ,

1 αν f (x) = 0 ,

είναι μετρήσιμη. Επομένως, κάθε μετρήσιμη συνάρτηση f : E ⊆ R −→ R γράφεται στη μορφή f = u |f |,

όπου η u είναι μετρήσιμη συνάρτηση με u (x) = ±1, για κάθε x ∈ E.

4. ΄Εστω η συνάρτηση f : R −→ [0,∞] είναι μετρήσιμη, E ∈ M. Αν
∫

E
f dm < ∞, χρησιμοποιώντας την

ανισότητα Chebyshev να αποδειχθεί ότι f < ∞ σ.π.

Απόδειξη. Αν En := {x ∈ E : f (x) ≥ n}, n ∈ N, τα En είναι μετρήσιμα σύνολα. Επίσης

{x ∈ E : f (x) = ∞} =
∞⋂

n=1

En και E1 ⊇ E2 ⊇ · · · ⊇ En ⊇ · · · .

Επειδή από την ανισότητα Chebyshev

m (E1) = m ({x ∈ E : f (x) ≥ 1}) ≤
∫

E

f dm < ∞ ,



4.1. ΑΚΑΔΗΜΑΪΚ�Ο �ΕΤΟΣ 2004–5 29

είναι limn→∞ m (En) = m (
⋂∞

n=1 En) = m ({x ∈ E : f (x) = ∞}). ΄Ομως και πάλι από την ανισότητα

Chebyshev

m (En) = m ({x ∈ E : f (x) ≥ n}) ≤ 1
n
·
∫

E

f dm −−−−→
n→∞

0 .

Επομένως, m ({x ∈ E : f (x) = ∞}) = limn→∞ m (En) = 0. ΄Αρα, f < ∞ σ.π.

5. ΄Εστω η συνάρτηση f : R −→ [0,∞] είναι μετρήσιμη.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞
∫
[−n,n]

f dm =
∫

R f dm.

(βʹ) Αν fn = min{f, n}, n ∈ N, να αποδειχθεί ότι limn→∞
∫

E
fn dm =

∫
E

f dm, για κάθε E ∈M.

Απόδειξη.

(αʹ) Αν fn = fχ[−n,n], η (fn) είναι ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων τέτοια ώστε fn ≤ fn+1, για κάθε

n ∈ N. Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε

lim
n→∞

∫
[−n,n]

f dm = lim
n→∞

∫
R

fχ[−n,n] dm = lim
n→∞

∫
R

fn dm =
∫

R
lim

n→∞
fn dm =

∫
R

f dm .

(βʹ) Αν fn = min{f, n}, η (fn) είναι ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων τέτοια ώστε fn ≤ fn+1, για κάθε

n ∈ N. Αν E ∈M, επειδή limn→∞ fn = f , από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε

lim
n→∞

∫
E

fn dm =
∫

E

f dm .

6. ΄Εστω η συνάρτηση f : R −→ [0,∞] είναι μετρήσιμη με
∫
[0,∞)

f dm < ∞. Ο μετασχηματισμός

Laplace της f ορίζεται ως εξής

F (t) :=
∫

[0,∞)

e−txf (x) dm(x) , t ≥ 0 .

Να αποδειχθεί ότι η F είναι φθίνουσα, συνεχής στο [0,∞) και ότι limt→∞ F (t) = 0.

Απόδειξη. Αν t2 ≥ t1 ≥ 0, τότε για κάθε x ≥ 0 είναι e−t2x ≤ e−t1x
και επομένως

F (t2) =
∫

[0,∞)

e−t2xf (x) dm(x) ≤
∫

[0,∞)

e−t1xf (x) dm(x) = F (t1) ,

δηλαδή η F είναι φθίνουσα. Επίσης, επειδή

F (t) =
∫

[0,∞)

e−txf (x) dm(x) ≤
∫

[0,∞)

f (x) dm(x) < ∞ ,

η F είναι μη-αρνητική και φραγμένη στο [0,∞). Για να αποδείξουμε ότι η F είναι συνεχής και ότι limt→∞ F (t) =

0, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε είτε το θεώρημα μονότονης σύγκλισης ή το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκ-

λισης του Lebesgue.
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1ος τρόπος. Αν 0 < t0 < ∞, επειδή η F είναι φθίνουσα τα πλευρικά όρια limt→t+0
F (t) και limt→t−0

F (t)

υπάρχουν ( αν t0 = 0, τότε το όριο limt→0+ F (t) υπάρχει ). Αν (tn), tn > t0, είναι φθίνουσα ακολουθία

θετικών αριθμών με limn→∞ tn = t0 και fn (x) := e−tnxf (x), τότε η (fn) είναι μία αύξουσα ακολουθία

μετρήσιμων συναρτήσεων στο [0,∞). Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

∫
[0,∞)

e−tnxf (x) dm(x) =
∫

[0,∞)

lim
n→∞

e−tnxf (x) dm(x) =
∫

[0,∞)

e−t0xf (x) dm(x)

= F (t0) .

Επομένως, limt→t+0
F (t) = F (t0). Αν τώρα (tn), tn < t0, είναι αύξουσα ακολουθία θετικών αριθμών με

limn→∞ tn = t0 και fn (x) := e−tnxf (x), τότε η (fn) είναι μία φθίνουσα ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων

στο [0,∞). Επειδή∫
[0,∞)

f1 (x) dm(x) =
∫

[0,∞)

e−t1xf (x) dm(x) ≤
∫

[0,∞)

f (x) dm(x) < ∞

και πάλι από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης (βλέπε και 2η Ομάδα Ασκήσεων ακαδ. έτους 2003–2004,

άσκηση 4) έχουμε limn→∞ F (tn) = F (t0), οπότε limt→t−0
F (t) = F (t0). ΄Αρα, limt→t0 F (t) = F (t0).

Δηλαδή η F είναι συνεχής στο t0 ∈ [0, ∞).

Επειδή η F είναι φθίνουσα και φραγμένη στο [0,∞), το limt→∞ F (t) υπάρχει. Για να αποδείξουμε ότι

limt→∞ F (t) = 0, αρκεί να αποδείξουμε ότι limn→∞ F (tn) = 0, όπου η ακολουθία θετικών όρων (tn)

είναι αύξουσα με limn→∞ tn = ∞. ΄Οπως και προηγουμένως, αν fn (x) = e−tnxf (x), τότε η (fn) είναι μία

φθίνουσα ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων στο [0,∞) και από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

∫
[0,∞)

e−tnxf (x) dm(x) =
∫

[0,∞)

(
lim

n→∞
e−tnxf (x)

)
dm(x) =

∫
[0,∞)

0 dm(x) = 0 .

2ος τρόπος. Αν (tn) είναι ακολουθία θετικών αριθμών με limn→∞ tn = t0 και fn (x) := e−tnxf (x), τότε

η (fn) είναι ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων στο [0,∞) με limn→∞ fn (x) = g (x), όπου g (x) :=

e−t0xf (x). Επειδή fn (x) ≤ f (x), για κάθε n ∈ N και η f ∈ L1 [0,∞), από το θεώρημα κυριαρχημένης

σύγκλισης του Lebesgue είναι

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

∫
[0,∞)

fn (x) dm(x) =
∫

[0,∞)

g (x) dm(x) =
∫

[0,∞)

e−t0xf (x) dm(x) = F (t0) .

Επομένως η F είναι συνεχής στο t0 ∈ [0, ∞). Επειδή η F είναι φθίνουσα και φραγμένη στο [0,∞), το

limt→∞ F (t) υπάρχει. Αν (tn) είναι ακολουθία θετικών αριθμών με limn→∞ tn = ∞, χρησιμοποποιών-

τας και πάλι το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue, είναι limt→∞ F (tn) = 0 και επομένως

limt→∞ F (t) = 0.

7. (αʹ) Αν το G είναι ένα ανοικτό σύνολο, να αποδειχθεί ότι

m (G) = sup
{∫

R
f dm : 0 ≤ f ≤ χG και η f είναι συνεχής

}
.
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Υπόδειξη. Να θεωρήσετε την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων

fn (x) :=
(

d (x,Gc)
1 + d (x,Gc)

)1/n

, n ∈ N .

(βʹ) Αν το F είναι ένα κλειστό σύνολο, να αποδειχθεί ότι

m (F ) = inf
{∫

R
f dm : f ≥ χF και η f είναι συνεχής

}
.

Υπόδειξη. Αν m (F ) < ∞ και ε > 0, τότε ως γνωστόν υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊃ F , τέτοιο ώστε

m (G) < m (F ) + ε. Να θεωρήσετε τη συνεχή συνάρτηση g (x) := d (x, Gc) / (d (x,Gc) + d (x, F )) ή

την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων

fn (x) :=
(

d (x,Gc)
d (x, Gc) + d (x, F )

)n

, n ∈ N .

Απόδειξη.

(αʹ) Ως γνωστόν αν η f είναι συνεχής, τότε η f είναι μετρήσιμη. Αν 0 ≤ f ≤ χG, είναι

0 ≤
∫

R
f dm ≤

∫
R

χG dm = m (G)

και επομένως

sup
{∫

R
f dm : 0 ≤ f ≤ χG και η f είναι συνεχής

}
≤ m (G) .

Για να αποδείξουμε την ισότητα θεωρούμε την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων (fn), με

fn (x) =
(

d (x,Gc)
1 + d (x, Gc)

)1/n

.

Για x ∈ Gc
είναι d (x, Gc) = 0. Επειδή το Gc

είναι κλειστό σύνολο, για x ∈ G είναι d (x, Gc) > 0

και κατά συνέπεια 0 < d (x, Gc) / (1 + d (x, Gc)) < 1. Επομένως η (fn) είναι μια αύξουσα ακολουθία

συνεχών συναρτήσεων, με 0 ≤ fn ≤ χG, τέτοια ώστε

lim
n→∞

fn (x) =

1 αν x ∈ G,

0 αν x ∈ Gc
.

Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε

lim
n→∞

∫
R

fn dm =
∫

R
lim

n→∞
fn dm =

∫
G

lim
n→∞

fn dm +
∫

Gc

lim
n→∞

fn dm =
∫

G

1 dm +
∫

Gc

0 dm = m (G) .

΄Αρα,

sup
{∫

R
f dm : 0 ≤ f ≤ χG και η f είναι συνεχής

}
= m (G) .
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(βʹ) Επειδή f ≥ χF , είναι ∫
R

f dm ≥
∫

R
χF dm = m (F )

και επομένως

inf
{∫

R
f dm : f ≥ χF και η f είναι συνεχής

}
≥ m (F ) .

Για να αποδείξουμε την ισότητα αρκεί να υποθέσουμε ότι m (F ) < ∞. Ως γνωστόν, για κάθε ε > 0

υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊃ F , τέτοιο ώστε m (G) < m (F ) + ε. Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση

g (x) := d (x, Gc) / (d (x,Gc) + d (x, F )). Επειδή τα σύνολα Gc
και F είναι κλειστά, για x ∈ G είναι

d (x, Gc) > 0 και για x ∈ F c
είναι d (x, F ) > 0. Κατά συνέπεια, για x ∈ G είναι 0 < g (x) ≤ 1 και για

x ∈ Gc
είναι g (x) = 0. Επομένως, για κάθε ε > 0 υπάρχει συνεχής συνάρτηση g, με g ≥ χF και∫

R
g dm =

∫
G

g dm +
∫

Gc

g dm =
∫

G

g dm ≤
∫

G

1 dm = m (G) < m (F ) + ε .

΄Αρα,

inf
{∫

R
f dm : f ≥ χF και η f είναι συνεχής

}
= m (F ) .
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ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

3η Ομάδα Ασκήσεων στη “ Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση ”

ακαδ. έτος 2004–05

1. ΄Εστω (fn) μία ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων στο E ∈M. Αν υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1 (E), τέτοια

ώστε fn (x) ≥ g (x), σ.π. στο E και για κάθε n ∈ N, τότε∫
E

(
lim inf
n→∞

fn

)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E

fn dm .

Απόδειξη. Αν E1 := {x ∈ E : fn (x) ≥ g (x) για κάθε n ∈ N}, τότε m (E \ E1) = 0. Η (fn− g) είναι μία

ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων στο E1 και από το λήμμα του Fatou έχουμε∫
E1

lim inf (fn − g) dm ≤ lim inf
∫

E1

(fn − g) dm .

Για κάθε x ∈ E1 και για κάθε n ∈ N είναι fn (x) ≥ g (x), οπότε και lim inf fn (x) ≥ g (x). Επειδή η

g ∈ L1 (E1), από γνωστή πρόταση∫
E1

lim inf fn dm−
∫

E1

g dm =
∫

E1

(lim inf fn − g) dm

=
∫

E1

lim inf (fn − g) dm

≤ lim inf
∫

E1

(fn − g) dm

= lim inf
∫

E1

fn dm−
∫

E1

g dm .

΄Ομως
∫

E1
g dm < ∞ και η παραπάνω ανισότητα συνεπάγεται ότι∫

E1

lim inf fn dm ≤ lim inf
∫

E1

fn dm .

Επειδή m (E \ E1) = 0, είναι
∫

E\E1
lim inf fn dm = 0 =

∫
E\E1

fn dm. Η υπόθεση fn (x) ≥ g (x), σ.π. στο

E, για κάθε n ∈ N συνεπάγεται ότι lim inf fn (x) ≥ g (x), σ.π., με g ∈ L1 (E). Τότε όμως τα ολοκληρώματα∫
E

fn dm και
∫

E
lim inf fn dm υπάρχουν (γιατί;) και επομένως∫

E

lim inf fn dm =
∫

E1

lim inf fn dm +
∫

E\E1

lim inf fn dm

=
∫

E1

lim inf fn dm

≤ lim inf
∫

E1

fn dm

= lim inf

(∫
E1

fn dm +
∫

E\E1

fn dm

)

= lim inf
∫

E

fn dm .
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2. ΄Εστω (fn) είναι ακολουθία μη-αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων που ορίζονται στο μετρήσιμο σύνολο E.

Αν limn→∞ fn (x) = f (x) και fn (x) ≤ f (x) σ.π. στο E, να αποδειχθεί ότι limn→∞
∫

E
fn dm =

∫
E

f dm.

Απόδειξη. Αν
∫

E
f dm = +∞, από το Λήμμα του Fatou lim infn→∞

∫
E

fn dm ≥
∫

E
f dm = +∞ και

επομένως limn→∞
∫

E
fn dm = +∞, που συνεπάγεται ότι limn→∞

∫
E

fn dm =
∫

E
f dm.

Αν τώρα υποθέσουμε ότι
∫

E
f dm < ∞, το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue αποδεικνύει

το ζητούμενο. Μπορούμε όμως να εργαστούμε και ως εξής:

Και πάλι από το Λήμμα του Fatou∫
E

f dm ≥ lim sup
n→∞

∫
E

fn dm ≥ lim inf
n→∞

∫
E

fn dm ≥
∫

E

f dm

και επομένως limn→∞
∫

E
fn dm =

∫
E

f dm.

3. (αʹ) Αν n ∈ N, να αποδειχθεί ότι 0 < [1− (1− t/n)n] /t ≤ 1, για κάθε t ∈ (0, 1] και 0 ≤ (1− t/n)n ≤ e−t
,

για κάθε t ∈ [0, n].

(βʹ) Αν

In =
∫ 1

0

1
t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt και Jn =

∫ n

1

1
t

(
1− t

n

)n

dt,

να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

In =
∫ 1

0

1− e−t

t
dt και lim

n→∞
Jn =

∫ ∞

1

e−t

t
dt.

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι

In − Jn =
∫ n

0

1
t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt− lnn = 1 +

1
2

+ · · ·+ 1
n
− lnn.

Να συμπεράνετε ότι ∫ 1

0

1− e−t − e−1/t

t
dt = γ,

όπου γ = limn→∞ (1 + 1/2 + · · ·+ 1/n− lnn) είναι η σταθερά του Euler (γ = 0, 577215 . . .).

Λύση.

(αʹ) Η hn (t) := (1− t/n)n
είναι αύξουσα για t ≤ n. Πράγματι, από τη γνωστή ανισότητα (1 + x)a ≥ 1+ax,

η οποία ισχύει αν x ≥ −1 και a ≥ 1, για x = −t/ (n + 1) και a = (n + 1) /n έχουμε(
1− t

n + 1

)(n+1)/n

≥ 1− t

n
⇐⇒

(
1− t

n + 1

)n+1

≥
(

1− t

n

)n

.

Ειδικά, (1− t/n)n ≥ 1 − t, για κάθε t ≤ n, και επομένως 0 < [1− (1− t/n)n] /t ≤ 1, για κάθε

t ∈ (0, 1]. Επειδή e−t/n ≥ 1− t/n, για κάθε t ∈ R, είναι 0 ≤ (1− t/n)n ≤ e−t
, για κάθε t ∈ [0, n].
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(βʹ) Αν fn (t) := (1− (1− t/n)n) /t, επειδή limn→∞ fn (t) = (1− e−t) /t, από το θεώρημα κυριαρχημένης

σύγκλισης του Lebesgue είναι

lim
n→∞

In = lim
n→∞

∫ 1

0

fn (t) dt =
∫ 1

0

(
lim

n→∞
fn (t)

)
dt =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt.

Αν gn (t) := (1− t/n)n
χ[1,n] (t) /t, τότε limn→∞ gn (t) = e−t/t και gn (t) < e−t/t, για κάθε n ∈ N.

Επειδή e−t/t ≤ e−t
, για κάθε t ≥ 1 και το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫∞
1

e−t dt = e συγκλίνει, από το

κριτήριο σύγκρισης και το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
1

e−t/t dt θα συγκλίνει. Επομένως η g (t) :=

e−t/t ∈ L1 [1,∞) και από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue είναι

lim
n→∞

Jn = lim
n→∞

∫ n

1

1
t

(
1− t

n

)n

dt = lim
n→∞

∫ ∞

1

gn (t) dt = lim
n→∞

∫ ∞

1

(1− t/n)n
χ[1,n] (t)

t
dt

=
∫ ∞

1

lim
n→∞

(1− t/n)n
χ[1,n] (t)

t
dt =

∫ ∞

1

e−t

t
dt.

(γʹ) Είναι

In − Jn =
∫ n

0

1
t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt−

∫ n

1

1
t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt−

∫ n

1

1
t

(
1− t

n

)n

dt

=
∫ n

0

1
t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt−

∫ n

1

1
t

dt

=
∫ n

0

1
t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt− lnn

=
∫ 1

0

1− sn

1− s
ds− lnn (αντικατάσταση t = n (1− s))

=
∫ 1

0

[
1 + s + s2 + · · ·+ sn−1

]
ds− lnn

= 1 +
1
2

+ · · ·+ 1
n
− lnn .

Επομένως,

γ = lim
n→∞

(1 + 1/2 + · · ·+ 1/n− lnn) = lim
n→∞

In − lim
n→∞

Jn

=
∫ 1

0

1− e−t

t
dt−

∫ ∞

1

e−t

t
dt

=
∫ 1

0

1− e−t

t
dt−

∫ 1

0

e−1/s

s
dt (αντικατάσταση t = 1/s)

=
∫ 1

0

1− e−t − e−1/t

t
dt .

4. Να βρεθεί η μικρότερη σταθερά c τέτοια ώστε

ln
(
1 + et

)
< c + t , για κάθε t > 0.
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Υπάρχει το

lim
n→∞

1
n

∫ 1

0

ln
(
1 + enf(x)

)
dx

για κάθε πραγματική συνάρτηση f ∈ L1 [0, 1] ; Αν υπάρχει να υπολογιστεί.

Λύση. Αν υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε ln (1 + et) < c + t, για κάθε t > 0, τότε limt→0+ ln (1 + et) ≤

limt→0+ (c + t) και ισοδύναμα ln 2 ≤ c. ΄Ομως για g (t) := ln (1 + et) − t, είναι g′ (t) = −1/ (1 + et) < 0

για κάθε t ∈ R. Επομένως, για κάθε t > 0 είναι g (t) < g (0) και ισοδύναμα ln (1 + et) < ln 2 + t. ΄Αρα, η

μικρότερη σταθερά c = ln 2.

΄Εστω fn (x) := ln
(
1 + enf(x)

)
/n. Αν f (x) > 0, τότε

lim
n→∞

fn (x) = lim
n→∞

ln
(
1 + enf(x)

)
n

= lim
t→∞

ln
(
1 + etf(x)

)
t

(L’Hôpital)
= f (x) lim

t→∞

etf(x)

1 + etf(x)
= f (x)

και αν f (x) ≤ 0, τότε προφανώς limn→∞ fn (x) = 0. Επομένως, limn→∞ fn (x) = max {f (x) , 0} = f+ (x).

Επειδή για κάθε n ∈ N

ln
(
1 + enf(x)

)
n

<
ln 2
n

+ f (x) ≤ ln 2 + f (x) , αν f (x) > 0

και

ln
(
1 + enf(x)

)
n

≤ ln 2
n

≤ ln 2 , αν f (x) ≤ 0 ,

είναι fn (x) ≤ g (x), όπου g (x) := ln 2 + |f (x)| ∈ L1 [0, 1]. Επομένως, από το θεώρημα κυριαρχημένης

σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

1
n

∫ 1

0

ln
(
1 + enf(x)

)
dx = lim

n→∞

∫ 1

0

fn (x) dx =
∫ 1

0

lim
n→∞

fn (x) dx =
∫ 1

0

f+ (x) dx .

5. ΄Εστω η f : E −→ R, όπου E ∈M, είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη και a ∈ R.

(αʹ) Αν A ⊆ R, να αποδειχθεί ότι

χA (x + a) = χA−a (x) και για a 6= 0 , χA (ax) = χa−1A (x) .

(βʹ) Να αποδειχθεί ότι ∫
E

f (x + a) dm(x) =
∫

a+E

f (x) dm(x)

και για a 6= 0 ∫
E

f (ax) dm(x) =
1
|a|

∫
aE

f (x) dm(x).

Υπόδειξη. Να θεωρήσετε πρώτα την περίπτωση που η f = χA. Είναι

A ∩ (a + E) = a + (A− a) ∩ E και για a 6= 0 , A ∩ aE = a
((

a−1A
)
∩ E

)
.
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Απόδειξη.

(αʹ) Είναι

χA (x + a) = 1 ⇔ x + a ∈ A ⇔ x ∈ A− a ⇔ χA−a (x) = 1

και επομένως χA (x + a) = χA−a (x). Αν a 6= 0, τότε

χA (ax) = 1 ⇔ ax ∈ A ⇔ a−1 (ax) ∈ a−1A ⇔ x ∈ a−1A ⇔ χa−1A (x) = 1 ,

δηλαδή χA (ax) = χa−1A (x).

(βʹ) Αν f = χA, χρησιμοποιώντας την (α΄) έχουμε∫
E

χA (x + a) dm(x) =
∫

E

χA−a (x) dm(x)

= m ((A− a) ∩ E)

= m (a + (A− a) ∩ E)

= m (A ∩ (a + E))

=
∫

a+E

f (x) dm(x)

και για a 6= 0 ∫
E

χA (ax) dm(x) =
∫

E

χa−1A (x) dm(x)

= m
((

a−1A
)
∩ E

)
=

1
|a|

m
(
a
((

a−1A
)
∩ E

))
=

1
|a|

m (A ∩ aE)

=
1
|a|

∫
aE

f (x) dm(x).

΄Ομως κάθε απλή μετρήσιμη συνάρτηση s είναι γραμμικός συνδυασμός χαρακτηριστικών συναρτήσεων

μετρήσιμων συνόλων, οπότε ∫
E

s (x + a) dm(x) =
∫

a+E

s (x) dm(x)

και για a 6= 0 ∫
E

s (ax) dm(x) =
1
|a|

∫
aE

s (x) dm(x).

Ως γνωστόν υπάρχει ακολουθία μη αρνητικών απλών συναρτήσεων sn, με sn (x) ≤ sn+1 (x) και

limn→∞ sn (x) = f+ (x), για κάθε x ∈ a + E. Ισοδύναμα, είναι sn (x + a) ≤ sn+1 (x + a) και

limn→∞ sn (x + a) = f+ (x + a), για κάθε x ∈ E. Επομένως, από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης∫
E

f+ (x + a) dm(x) = lim
n→∞

∫
E

sn (x + a) dm(x) = lim
n→∞

∫
a+E

sn (x) dm(x) =
∫

a+E

f+ (x) dm(x)
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και παρόμοια ∫
E

f− (x + a) dm(x) =
∫

a+E

f− (x) dm(x) .

΄Αρα, ∫
E

f (x + a) dm(x) =
∫

E

f+ (x + a) dm(x)−
∫

E

f− (x + a) dm(x)

=
∫

a+E

f+ (x) dm(x)−
∫

a+E

f− (x) dm(x)

=
∫

a+E

f (x) dm(x) .

Ανάλογα αποδεικνύεται ο δεύτερος τύπος.

6. (αʹ) Υποθέτουμε ότι η Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση f : R −→ R είναι περιοδική με περίοδο T > 0, τέτοια

ώστε
∫ T

0
|f (x)| dx < ∞. Να αποδειχθεί ότι

∞∑
n=1

∫ T

0

∣∣n−2f (nx)
∣∣ dx < ∞

και στη συνέχεια ότι limn→∞ n−2f (nx) = 0 σχεδόν παντού.

(βʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = (ln |cos x|)2 είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [0, π] και να

συμπεράνετε ότι limn→∞ |cos (nx)|1/n = 1 σχεδόν παντού.

Υπόδειξη. Να συγκρίνετε το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ π

0
(ln |cos x|)2 dx με το γενικευμένο ολοκλήρω-

μα
∫ π

0
(ln |x− π/2|)2 dx

Απόδειξη.

(αʹ) Επειδή η f είναι περιοδική με περίοδο T > 0, είναι f (x− (k − 1) T ) = f (x), k ∈ N και από την

προηγούμενη άσκηση έχουμε∫
[0,T ]

∣∣n−2f (nx)
∣∣ dm(x) =

1
n3

∫
[0, nT ]

|f (x)| dm(x)

=
1
n3

n∑
k=1

∫
[(k−1)T, kT ]

|f (x)| dm(x)

=
1
n3

n∑
k=1

∫
[(k−1)T, kT ]

|f (x− (k − 1) T )| dm(x)

=
1
n3

n∑
k=1

∫
[0, T ]

|f (x)| dm(x)

=
1
n2

∫
[0, T ]

|f (x)| dm(x) .



4.1. ΑΚΑΔΗΜΑΪΚ�Ο �ΕΤΟΣ 2004–5 39

Επομένως

∞∑
n=1

∫
[0, T ]

∣∣n−2f (nx)
∣∣ dm(x) =

∞∑
n=1

1
n2

∫
[0, T ]

|f (x)| dm(x) < ∞ .

΄Αρα, από το θεώρημα B. Levi η σειρά
∑∞

n=1 n−2f (nx) συγκλίνει σχεδόν παντού και κατά συνέπεια

limn→∞ n−2f (nx) = 0 σχεδόν παντού.

(βʹ) Για να αποδείξουμε ότι η π-περιοδική συνάρτηση f (x) = (ln |cos x|)2 είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη

στο [0, π], από γνωστή πρόταση αρκεί να αποδείξουμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ π

0
(ln |cos x|)2 dx

συγκλίνει. Αν αποδείξουμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ π/2

0
(ln |cos x|)2 dx =

∫ π/2

0
(ln cos x)2 dx

συγκλίνει, επειδή

∫ π/2

π

(ln |cos x|)2 dx =
∫ π/2

0

(ln |cos x|)2 dx ,

τότε και το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ π

0
(ln |cos x|)2 dx θα συγκλίνει. ΄Ομως για 0 < 2λ < 1 το

γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ π/2

0
(π/2− x)−2λ dx συγκλίνει και

lim
x→(π/2)−

(
ln cos x

(π/2− x)−λ

)2
(L’Hôpital)

= 0 .

΄Αρα, από το κριτήριο σύγκρισης για γενικευμένα ολοκληρώματα, το
∫ π/2

0
(ln |cos x|)2 dx συγκλίνει.

Εφαρμόζοντας την (α΄), έχουμε limn→∞ n−2f (nx) = limn→∞ n−2 (ln |cos (nx)|)2 = 0 σ.π. που

συνεπάγεται ότι limn→∞ n−1 ln |cos (nx)| = 0 σ.π. ΄Αρα,

lim
n→∞

|cos (nx)|1/n = lim
n→∞

en−1 ln|cos(nx)| = 1 σ.π.

7. ΄Εστω E είναι Lebesgue μετρήσιμο υποσύνολο του [0, 2π] και m ∈ N. Αν (kn) είναι μία γνήσια αύξουσα

ακολουθία φυσικών αριθμών και (an) είναι μία οποιαδήποτε πραγματική ακολουθία, να αποδειχθεί η ταυτότητα

cos2m t = 2−2m

(
2m

m

)
+ 21−2m

m∑
k=1

(
2m

m− k

)
cos 2kt

και να υπολογιστεί το limn→∞
∫

E
cos2m (knx + an) dm(x).



40 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. ΛΥΜ�ΕΝΕΣ ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ

Λύση. Είναι

cos2m t =
(

eit + e−it

2

)2m

= 2−2m
2m∑
k=0

(
2m

k

)
ei(2m−k)t · e−ikt

= 2−2m

[(
2m

0

)
e2mit +

(
2m

2m

)
e−2mit

]
+ 2−2m

[(
2m

1

)
e2(m−1)it +

(
2m

2m− 1

)
e−2(m−1)it

]
+ · · ·+ 2−2m

[(
2m

m− 1

)
e2it +

(
2m

m + 1

)
e−2it

]
+ 2−2m

(
2m

m

)
= 2−2m

{
2
(

2m

0

)
cos 2mt + 2

(
2m

1

)
cos 2 (m− 1) t + · · ·+ 2

(
2m

m− 1

)
cos 2t +

(
2m

m

)}
= 2−2m

(
2m

m

)
+ 21−2m

m∑
k=1

(
2m

m− k

)
cos 2kt .

Επειδή∫
E

cos2m (knx + an) dm(x) =
∫

E

[
2−2m

(
2m

m

)
+ 21−2m

m∑
k=1

(
2m

m− k

)
cos 2k (knx + an)

]
dm(x)

= 2−2m

(
2m

m

)
m (E) +

m∑
k=1

(
2m

m− k

)∫
E

cos 2k (knx + an) dm(x)

= 2−2m

(
2m

m

)
m (E) +

m∑
k=1

(
2m

m− k

)
cos 2kan

∫
E

cos (2kknx) dm(x)

−
m∑

k=1

(
2m

m− k

)
sin 2kan

∫
E

sin (2kknx) dm(x)

= 2−2m

(
2m

m

)
m (E) +

m∑
k=1

(
2m

m− k

)
cos 2kan

∫
R

χE (x) cos (2kknx) dm(x)

−
m∑

k=1

(
2m

m− k

)
sin 2kan

∫
R

χE (x) sin (2kknx) dm(x) ,

από το λήμμα των Riemann–Lebesgue έχουμε limn→∞
∫

E
cos2m (knx + an) dm(x) = 2−2m

(
2m
m

)
m (E).
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4.2 Akadhmäikì ètoc 2003�4

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Ομάδα Ασκήσεων στη “ Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση ”

ακαδ. έτος 2003–04

1. ΄Εστω (µn) μία αύξουσα ακολουθία θετικών μέτρων στη σ-άλγεβρα Σ του συνόλου X, δηλαδή µn (A) ≤

µn+1 (A) για κάθε A ∈ Σ και για κάθε n ∈ N. Αν µ : Σ → [0,∞], με µ (A) := sup
n∈N

{µn (A)}, να αποδειχθεί

ότι το µ είναι ένα θετικό μέτρο.

Απόδειξη. Από τον ορισμό του µ είναι προφανές ότι µ (∅) = 0 και µ (E1) ≤ µ (E2), για κάθε E1, E2 ∈ Σ

με E1 ⊆ E2. Αν (Ak) είναι μία ακολουθία συνόλων της σ-άλγεβρας Σ ξένων μεταξύ τους, τότε
⋃∞

k=1 Ak =

A ∈ Σ. Επειδή κάθε µn είναι ένα θετικό μέτρο στη σ-άλγεβρα Σ, θα είναι

µn (A) =
∞∑

k=1

µn (Ak) ≤
∞∑

k=1

µ (Ak)

και επομένως µ (A) ≤
∑∞

k=1 µ (Ak). ΄Ομως για κάθε N ∈ N έχουμε
N∑

k=1

µ (Ak) = lim
n→∞

N∑
k=1

µn (Ak) = lim
n→∞

µn

(
N⋃

k=1

Ak

)
= µ

(
N⋃

k=1

Ak

)
≤ µ (A) ,

οπότε
∑∞

k=1 µ (Ak) ≤ µ (A). ΄Αρα µ (A) =
∑∞

k=1 µ (Ak).

2. Αν E ⊆ R, να αποδειχθεί ότι m∗ (E) = inf {
∑∞

n=1 ` (In) : E ⊆
⋃∞

n=1 In}, όπου το infimum το παίρνουμε

πάνω σε όλα τα καλύμματα του E από αριθμήσιμες ενώσεις ανοικτών και φραγμένων διαστημάτων In ξένων

μεταξύ τους.

Απόδειξη. Αν (In) είναι ακολουθία ανοικτών και φραγμένων διαστημάτων ξένων μεταξύ τους, από τον

ορισμό του εξωτερικού μέτρου Lebesgue m∗
θα είναι

m∗ (E) ≤
∞∑

n=1

` (In) . (4.1)

Αν m∗ (E) = ∞, τότε έχουμε ισότητα στην (4.1). Υποθέτουμε λοιπόν ότι m∗(E) < ∞. Τότε, για κάθε

ε > 0 υπάρχει ακολουθία (Jk) ανοικτών και φραγμένων διαστημάτων, με E ⊆
⋃∞

k=1 Jk, τέτοια ώστε

∞∑
k=1

` (Jk) < m∗ (E) + ε .

Επειδή το
⋃∞

k=1 Jk είναι ανοικτό σύνολο, θα είναι
⋃∞

k=1 Jk =
⋃∞

n=1 I ′n ⊇ E, όπου (I ′n) είναι ακολουθία

ανοικτών και φραγμένων διαστημάτων ξένων μεταξύ τους. Επειδή ως γνωστόν
∑∞

n=1 ` (I ′n) ≤
∑∞

k=1 ` (Jk),

έχουμε
∞∑

n=1

` (I ′n) ≤
∞∑

k=1

` (Jk) < m∗ (E) + ε . (4.2)
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Οι (4.1) και (4.2) αποδεικνύουν την άσκηση.

3. Να κατασκευάσετε ένα υποσύνολο A του [0, 1] , με τον ίδιο τρόπο που κατασκευάζεται το τριαδικό σύνολο

του Cantor, αφαιρώντας όμως από κάθε διάστημα που απομένει ένα ανοικτό υποδιάστημα που έχει το ίδιο

μέσο με το διάστημα και του οποίου το μήκος είναι θ- φορές το μήκος του διαστήματος, 0 < θ < 1. Να

αποδειχθεί ότι A =
⋂∞

k=1 Ak, όπου m (Ak) = (1− θ)k
και να συμπεράνετε ότι m (A) = 0.

Λύση. ΄Εστω A1 είναι το σύνολο που απομένει αφαιρώντας από το μέσο 1/2 του διαστήματος [0, 1] το

ανοικτό διάστημα ((1− θ) /2, (1 + θ) /2) μήκους θ. Τότε m (A1) = 1 − θ. Το A1 αποτελείται από δύο

κλειστά υποδιαστήματα του [0, 1] ξένα μεταξύ τους, καθένα από τα οποία έχει μήκος (1− θ) /2. Αφαιρούμε

στη συνέχεια από κάθε κλειστό διάστημα ένα ανοικτό υποδιάστημα που έχει το ίδιο μέσο με το διάστημα και

του οποίου το μήκος είναι
1−θ
2 θ. ΄Εστω A2 είναι το σύνολο που απομένει. Τότεm (A2) = (1− θ)−(1− θ) θ =

(1− θ)2. Το A2 αποτελείται από 22
κλειστά υποδιαστήματα του [0, 1] ξένα μεταξύ τους, καθένα από τα

οποία έχει μήκος (1− θ)2 /22
. Υποθέτουμε τώρα ότι το Ak−1 αποτελείται από 2k−1

κλειστά υποδιαστήματα

του [0, 1] ξένα μεταξύ τους, καθένα από τα οποία έχει μήκος (1− θ)k−1
/2k−1

και επομένως m (Ak−1) =

(1− θ)k−1
. Αφαιρούμε στη συνέχεια από κάθε κλειστό διάστημα ένα ανοικτό υποδιάστημα που έχει το ίδιο

μέσο με το διάστημα και του οποίου το μήκος είναι θ (1− θ)k−1
/2k−1

. ΄Εστω Ak είναι το σύνολο που

απομένει. Τότε

m (Ak) = (1− θ)k−1 − (1− θ)k−1
θ = (1− θ)k

.

Αν A =
⋂∞

k=1 Ak, τότε το A είναι συμπαγές επειδή είναι τομή συμπαγών συνόλων. Επίσης, επειδή A ⊂ Ak,

k ∈ N, έχουμε

m (A) ≤ m (Ak) = (1− θ)k → 0, καθώς το k →∞ .

Επομένως m(A) = 0.

4. ΄Εστω A και B δύο υποσύνολα του R.

(αʹ) Αν το G ⊂ R είναι ανοικτό σύνολο, τέτοιο ώστε A ⊆ G και B ∩G = ∅, να αποδειχθεί ότι

m∗ (A ∪B) = m∗ (A) + m∗ (B) .

(βʹ) Υποθέτουμε ότι τα A και B έχουν θετική απόσταση, δηλαδή,

d (A,B) := inf {|x− y| : x ∈ A, y ∈ B} > 0 .

Τότε

m∗ (A ∪B) = m∗ (A) + m∗ (B) .

Απόδειξη.
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(αʹ) Επειδή το G είναι Lebesgue μετρήσιμο, από τον ορισμό της μετρησιμότητας κατά Καραθεοδωρή έχουμε

m∗ (A ∪B) = m∗ ((A ∪B) ∩G) + m∗ ((A ∪B) ∩Gc)

= m∗ ((A ∩G) ∪ (B ∩G)) + m∗ ((A ∩Gc) ∪ (B ∩Gc))

= m∗ (A) + m∗ (B) .

(βʹ) ΄Εστω d (A,B) = δ > 0. Ορίζουμε το ανοικτό σύνολο

G :=
⋃

x∈A

(x− δ/2, x + δ/2) .

Είναι A ⊆ G και από τον ορισμό του δ θα είναι B∩G = ∅. Πράγματι, αν y ∈ B∩G τότε από τον ορισμό

του G το y ∈ (x− δ/2, x + δ/2), για κάποιο x ∈ A. Ισοδύναμα, |x− y| < δ/2 για x ∈ A και y ∈ B

που είναι άτοπο. Η απόδειξη τώρα της (β΄) προκύπτει από την (α΄).

5. Να αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο G πυκνό στο R και τέτοιο ώστε m (G) < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω (rn) η ακολουθία των ρητών αριθμών και In =
(
rn − ε2−n−1, rn + ε2−n−1

)
, n ∈ N.

Αν G =
⋃∞

n=1 In, το G είναι ανοικτό σύνολο και πυκνό στο R ( επειδή περιέχει όλους τους ρητούς ). Επίσης

m (G) ≤
∞∑

n=1

` (In) =
∞∑

n=1

ε

2n
= ε .

6. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο E ⊆ R είναι Lebesgue μετρήσιμο, αν και μόνο αν

m∗ ([a, b]) = m∗
(
[a, b]

⋂
E
)

+ m∗
(
[a, b]

⋂
Ec
)

, (4.3)

για κάθε κλειστό και φραγμένο διάστημα [a, b].

Απόδειξη. Ως γνωστόν, το σύνολο E ⊆ R είναι Lebesgue μετρήσιμο αν και μόνο αν

m∗ (A) = m∗
(
A
⋂

E
)

+ m∗
(
A
⋂

Ec
)

, (4.4)

για κάθε A ⊆ R. Αν το E είναι Lebesgue μετρήσιμο, τότε η (4.3) προκύπτει από την (4.4) παίρνοντας

A = [a, b]. Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι η (4.3) ισχύει για κάθε κλειστό και φραγμένο διάστημα [a, b]. Αρκεί

να αποδειχθεί ότι

m∗ (A) ≥ m∗
(
A
⋂

E
)

+ m∗
(
A
⋂

Ec
)

, (4.5)

για κάθε A ⊆ R. Επειδή η (4.5) ισχύει στην περίπτωση που είναι m∗ (A) = ∞, υποθέτουμε ότι m∗ (A) <

∞. Από τις ιδιότητες του εξωτερικού μέτρου Lebesgue, για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία κλειστών και
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φραγμένων διαστημάτων ([an, bn]), τέτοια ώστε
⋃∞

n=1 [an, bn] ⊇ A και

∞∑
n=1

m∗ ([an, bn]) < m∗ (A) + ε ,

Είναι
⋃∞

n=1 [an, bn]
⋂

E ⊇ A
⋂

E και
⋃∞

n=1 [an, bn]
⋂

Ec ⊇ A
⋂

Ec
, οπότε

m∗ (A) + ε >
∞∑

n=1

m∗ ([an, bn]) =
∞∑

n=1

m∗
(
[an, bn]

⋂
E
)

+
∞∑

n=1

m∗
(
[an, bn]

⋂
Ec
)

(από την (4.3))

≥ m∗

( ∞⋃
n=1

(
[an, bn]

⋂
E
))

+ m∗

( ∞⋃
n=1

(
[an, bn]

⋂
Ec
))

≥ m∗
(
A
⋂

E
)

+ m∗
(
A
⋂

Ec
)

.

΄Αρα, για κάθε ε > 0

m∗ (A) + ε > m∗
(
A
⋂

E
)

+ m∗
(
A
⋂

Ec
)

.

Η παραπάνω ανισότητα αποδεικνύει την (4.5).

7. Υποθέτουμε ότι E ∈M, δηλαδή το σύνολο E ⊆ R είναι Lebesgue μετρήσιμο.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞ m (E
⋂

[−n, n]) = m(E).

(βʹ) Αν m (E) < ∞, να αποδειχθεί ότι limn→∞ m (E \ [−n, n]) = 0.

Να δώσετε ένα παράδειγμα συνόλου E ∈M, με m (E) = ∞, τέτοιο ώστε limn→∞ m (E \ [−n, n]) 6= 0.

Απόδειξη.

(αʹ) Αν En := E
⋂

[−n, n], τότε En ⊆ En+1, n = 1, 2, . . ., En ∈ M και
⋃∞

n=1 En = E. Από γνωστή

ιδιότητα του μέτρου

lim
n→∞

m
(
E
⋂

[−n, n]
)

= lim
n→∞

µ (En) = m

( ∞⋃
n=1

En

)
= m (E) .

(βʹ) Αν Fn := E \ [−n, n], τότε Fn ⊇ Fn+1, n = 1, 2, . . . , Fn ∈M,
⋂∞

n=1 Fn = ∅ και m (F1) ≤ m (E) < ∞.

Τότε, από γνωστή ιδιότητα του μέτρου

lim
n→∞

m (E \ [−n, n]) = lim
n→∞

µ (Fn) = m

( ∞⋂
n=1

Fn

)
= m (∅) = 0 .

Αν τώρα E = R ∈M, τότε m (E) = ∞ και m (R \ [−n, n]) = ∞, ∀n ∈ N. Επομένως,

lim
n→∞

m (R \ [−n, n]) = ∞ 6= 0 .
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8. Υποθέτουμε ότι το Lebesgue μετρήσιμο σύνολο A ⊂ R είναι τέτοιο ώστε

m (A ∩ (a, b)) ≤ b− a

2
,

για κάθε a, b ∈ R, a < b. Να αποδειχθεί ότι m (A) = 0.

( Υπόδειξη. Αν m (A) 6= 0, τότε υπάρχει n ∈ Z τέτοιο ώστε m (A ∩ (n, n + 1)) 6= 0. Αν A∩ (n, n + 1) ⊆ G,

όπου G είναι ανοικτό υποσύνολο του (n, n + 1) , να αποδειχθεί ότι m (A ∩ (n, n + 1)) ≤ (1/2) ·m(G). )

Απόδειξη. ΄Εστωm (A) 6= 0. Επειδή A =
⋃

n∈Z A
⋂

[n, n + 1] και τα σύνολα A
⋂

[n, n + 1] είναι Lebesgue

μετρήσιμα, θα είναι

m (A) ≤
∑
n∈Z

m
(
A
⋂

[n, n + 1]
)

=
∑
n∈Z

m
(
A
⋂

(n, n + 1)
)

.

Επομένως υπάρχει n ∈ Z, τέτοιο ώστεm (A
⋂

(n, n + 1)) 6= 0. Για κάθε ε > 0, από γνωστή πρόταση υπάρχει

ανοικτό υποσύνολο G του (n, n + 1), τέτοιο ώστε

A
⋂

(n, n + 1) ⊆ G ⊆ (n, n + 1)

και

m (G) < m
(
A
⋂

(n, n + 1)
)

+ ε . (4.6)

Επειδή το G είναι ανοικτό σύνολο, υπάρχουν ανοικτά διαστήματα (ak, bk) ξένα μεταξύ τους, τέτοια ώστε G =⋃∞
k=1 (ak, bk). Τότε A

⋂
(n, n + 1) = A

⋂
G =

⋃∞
k=1 A

⋂
(ak, bk), όπου (A

⋂
(ak, bk)) είναι μία ακολουθία

Lebesgue μετρήσιμων συνόλων ξένων μεταξύ τους. Επομένως

m
(
A
⋂

(n, n + 1)
)

=
∞∑

k=1

m
(
A
⋂

(ak, bk)
)

≤
∞∑

k=1

bk − ak

2

=
1
2
m (G)

<
1
2

(
m
(
A
⋂

(n, n + 1)
)

+ ε
)

. (από την (4.6))

Ισοδύναμα, m (A
⋂

(n, n + 1)) < ε για κάθε ε > 0. Δηλαδή m (A
⋂

(n, n + 1)) = 0 που είναι άτοπο.

Παρατήρηση. Από την ΄Ασκηση 7 (α΄) έχουμε limn→∞ m (A
⋂

(−n, n)) = m (A). Αν m (A) 6= 0, τότε

υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε m (A
⋂

(−n, n)) 6= 0. Επομένως, στην παραπάνω απόδειξη θα μπορούσαμε να

χρησιμοποιήσουμε το σύνολο A
⋂

(−n, n), n ∈ N, αντί του συνόλου A
⋂

(n, n + 1), n ∈ Z.
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ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

2η Ομάδα Ασκήσεων στη “ Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση ”

ακαδ. έτος 2003–04

1. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R, με f(x) := χA(x) − 1/2, όπου το σύνολο A ⊂ R δεν είναι Lebesgue

μετρήσιμο. Είναι η f Lebesgue μετρήσιμη; Είναι η |f | Lebesgue μετρήσιμη;Δικαιολογείστε τις απαντήσεις

σας.

(βʹ) Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη. Θεωρώντας την ακολουθία συναρτήσεων

(gn), με gn (x) = n
[
f
(
x + 1

n

)
− f (x)

]
, να αποδειχθεί ότι η παράγωγος f ′ είναι Lebesgue μετρήσιμη .

Λύση.

(αʹ) Ως γνωστόν η χαρακτηριστική συνάρτηση χA είναι μετρήσιμη αν και μόνο αν το σύνολοA είναι μετρήσιμο.

Επομένως η συνάρτηση f δεν είναι μετρήσιμη. Επειδή

f (x) =

1/2 αν x ∈ A ,

−1/2 αν x /∈ A ,

είναι |f (x)| = 1/2, για κάθε x ∈ R. Δηλαδή η |f | είναι σταθερή συνάρτηση και επομένως μετρήσιμη.

(βʹ) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη είναι και συνεχής. Επομένως η f είναι μετρήσιμη και κατά συνέπεια οι

gn είναι μετρήσιμες. ΄Ομως

lim
n→∞

gn (x) = lim
n→∞

f
(
x + 1

n

)
− f (x)

1
n

= f ′ (x) ,

οπότε και η f ′ είναι μετρήσιμη σαν όριο ακολουθίας μετρήσιμων συναρτήσεων.

2. ΄Εστω C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor. Να αποδειχθεί ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση χC είναι Riemann

ολοκληρώσιμη στο διάστημα [0, 1] και ότι
∫ 1

0
χC (x) dx = 0.

Απόδειξη. Η χC είναι συνεχής σε κάθε σημείο του συνόλου [0, 1] \ C και ασυνεχής σε κάθε σημείο του

C. Επειδή m (C) = 0, από το Θεώρημα 4.28 (σημειώσεις μαθήματος) η χC είναι Riemann ολοκληρώσιμη

στο [0, 1]. Επειδή χC = 0 σ.π, είναι ∫ 1

0

χC (x) dx =
∫

[0,1]

χC dm = 0 .
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3. ΄Εστω η συνάρτηση F : R → R, με

F (x) =
∫ ∞

0

sin (xt)
(1 + t2)

dt .

Αν (xn) είναι πραγματική ακολουθία με limn→∞ xn = x ∈ R, να αποδειχθεί ότι limn→∞ F (xn) = F (x).

Δηλαδή, η F είναι συνεχής συνάρτηση στο R.

Απόδειξη. ΄Εστω fn (t) = sin (xnt) /
(
1 + t2

)
, f (t) = sin (xt) /

(
1 + t2

)
και g (t) = 1/

(
1 + t2

)
. Τότε, οι

συναρτήσεις fn, n ≥ 1, f και g είναι συνεχείς. Είναι

fn (t) ≤ g (t) =
1

1 + t2
και lim

n→∞
fn (t) = f (t) =

sin (xt)
(1 + t2)

, για κάθε t ≥ 0 .

Επειδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
0

g (t) dt =
∫∞
0

1/
(
1 + t2

)
dt = π/2 συγκλίνει, από γνωστό θεώρημα

το ολοκλήρωμα Lebesgue της g υπάρχει στο [0,∞) και είναι
∫
[0,∞)

g (t) dm(t) =
∫∞
0

g (t) dt = π/2. Ε-

πομένως, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

∫ ∞

0

sin (xnt)
1 + t2

dt =
∫ ∞

0

lim
n→∞

sin (xnt)
1 + t2

dt =
∫ ∞

0

sin (xt)
1 + t2

dt = F (x) .

4. ΄Εστω (fn) μία φθίνουσα ακολουθία Lebesgue μετρήσιμων συναρτήσεων, με fn : R → [0,∞]. Δηλαδή

f1 ≥ f2 ≥ f3 ≥ · · · ≥ fn ≥ · · · .

Αν
∫

R f1 dm < ∞ και limn→∞ fn (x) = f (x), ∀x ∈ R, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
R

fn dm =
∫

R
f dm . (4.7)

Η (4.7) γενικά δεν ισχύει αν
∫

R f1 dm = ∞.

( Να θεωρήσετε την ακολουθία συναρτήσεων fn = (1/n) · χ[n,∞) .)

Απόδειξη. Η (f1 − fn) είναι μία αύξουσα ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων, με

lim
n→∞

(f1 (x)− fn (x)) = f1 (x)− f (x) , για κάθεx ∈ R .

Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης

lim
n→∞

∫
R

(f1 − fn) dm =
∫

R
(f1 − f) dm .

Επειδή
∫

R fn dm ≤
∫

R f1 dm < ∞, για κάθε n ∈ N και
∫

R f dm ≤
∫

R f1 dm < ∞, απο γνωστή πρόταση θα

έχουμε

lim
n→∞

(∫
R

f1 dm−
∫

R
fn dm

)
=
∫

R
f1 dm−

∫
R

f dm

και ισοδύναμα ∫
R

f1 dm− lim
n→∞

∫
R

fn dm =
∫

R
f1 dm−

∫
R

f dm .
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Επειδή
∫

R f1 dm < ∞, τελικά έχουμε limn→∞
∫

R fn dm =
∫

R f dm.

Αν fn = (1/n) · χ[n,∞), η (fn) είναι φθίνουσα ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων με∫
R fn dm = (1/n) ·

∫
R χ[n,∞) dm = ∞. ΄Ομως, limn→∞ fn (x) = 0, για κάθε x ∈ R και επομένως

lim
n→∞

∫
R

fn dm = ∞ 6= 0 =
∫

R
f dm .

5. (αʹ) Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫
[0,∞)

sin (ex)
1 + nx2

dm(x) .

(βʹ) Να αποδειχθεί ότι ∫
[0,∞)

x

ex − 1
dm(x) =

π2

6
.

Υπόδειξη. (β΄) Να αποδειχθεί ότι x/ (ex − 1) =
∑∞

n=1 xe−nx
, ∀x > 0. Ως γνωστόν

∞∑
n=1

1
n2

=
π2

6
.

Λύση.

(αʹ) Οι συναρτήσεις fn (x) = sin (ex) /
(
1 + nx2

)
και g (x) = 1/

(
1 + x2

)
είναι συνεχείς, |fn (x)| < g (x) και

limn→∞ fn (x) = 0, για κάθε x > 0. Επειδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
0

g (x) dx =
∫∞
0

1/
(
1 + x2

)
dx =

π/2 συγκλίνει, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞
0

sin (ex) /
(
1 + nx2

)
dx συγκλίνει απόλυτα και επομένως

συγκλίνει. Από γνωστό θεώρημα, τα ολοκληρώματα Lebesgue των fn και g υπάρχουν στο [0,∞) και

είναι ∫
[0,∞)

sin (ex)
(1 + nx2)

dm(x) =
∫ ∞

0

sin (ex)
(1 + nx2)

dx ,

∫
[0,∞)

g (x) dm(x) =
∫ ∞

0

g (x) dx = π/2

΄Αρα, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
[0,∞)

sin (ex)
1 + nx2

dm(x) =
∫

[0,∞)

lim
n→∞

sin (ex)
1 + nx2

dm(x) = 0 .

(βʹ) Για κάθε x > 0 είναι 0 < e−x < 1. Επομένως,

x

ex − 1
=

xe−x

1− e−x
= xe−x

∞∑
n=0

(
e−x
)n =

∞∑
n=1

xe−nx

για κάθε x > 0. Χρησιμοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουμε∫ ∞

0

xe−nx dx = − lim
x→∞

x

n
e−nx +

1
n

∫ ∞

0

e−nx dx =
1
n2

,
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οπότε από γνωστό θεώρημα ∫
[0,∞)

xe−nx dm(x) =
∫ ∞

0

xe−nx dx =
1
n2

.

΄Αρα, ∫
[0,∞)

x

ex − 1
dm(x) =

∫
[0,∞)

∞∑
n=1

xe−nx dm(x) =
∞∑

n=1

∫
[0,∞)

xe−nx dm(x) =
∞∑

n=1

1
n2

=
π2

6
.

6. Για x > 0 είναι sinx · lnx =
∑∞

n=0 fn (x), με fn (x) = (−1)n
x2n+1 lnx/ (2n + 1)! . Να αποδειχθεί ότι

∞∑
n=0

∫ 1

0

|fn (x)| dx =
∞∑

n=0

1
(2n + 2)! (2n + 2)

< ∞

και στη συνέχεια ότι ∫ 1

0

sinx · lnxdx =
∞∑

n=1

(−1)n

(2n)! (2n)
.

Λύση. Είναι sinx =
∑∞

n=0 (−1)n
x2n+1/ (2n + 1)!, για κάθε x ∈ R. Επομένως, για κάθε x > 0 είναι

sinx · lnx =
∞∑

n=0

fn (x) , όπου fn (x) = (−1)n x2n+1 lnx

(2n + 1)!
.

Χρησιμοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουμε∫ 1

0

∣∣x2n+1 lnx
∣∣ dx = −

∫ 1

0

x2n+1 lnxdx =
1

2n + 2
lim

x→0+
x2n+2 lnx +

1
2n + 2

·
∫ 1

0

x2n+1 dx

=
1

(2n + 2)2

και επομένως ∫ 1

0

|fn (x)| dx =
1

(2n + 2)! (2n + 2)
.

Επίσης, ∫ 1

0

fn (x) dx = (−1)n+1
∫ 1

0

|fn (x)| dx =
(−1)n+1

(2n + 2)! (2n + 2)
.

Επειδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα της fn συγκλίνει απόλυτα στο (0, 1], από γνωστό θεώρημα η fn είναι

Lebesgue ολοκληρώσιμη στο (0, 1] και είναι∫
(0,1]

|fn (x)| dm(x) =
∫ 1

0

|fn (x)| dx =
1

(2n + 2)! (2n + 2)
.

Επίσης ∫
(0,1]

fn (x) dm(x) =
∫ 1

0

fn (x) dx =
(−1)n+1

(2n + 2)! (2n + 2)
.
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Επομένως
∞∑

n=0

∫
(0,1]

|fn (x)| dm(x) =
∞∑

n=0

∫ 1

0

|fn (x)| dx =
∞∑

n=0

1
(2n + 2)! (2n + 2)

< ∞ .

Από το θεώρημα B. Levi η συνάρτηση sinx · lnx =
∑∞

n=0 fn (x) είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη και∫
(0,1]

sinx · lnxdm(x) =
∫

(0,1]

∞∑
n=0

fn (x) dm(x)

=
∞∑

n=0

∫
(0,1]

fn (x) dm(x)

=
∞∑

n=0

(−1)n+1

(2n + 2)! (2n + 2)

=
∞∑

n=1

(−1)n

(2n)! (2n)
.

΄Αρα, από γνωστό θεώρημα θα είναι και∫ 1

0

sinx · lnxdx =
∞∑

n=1

(−1)n

(2n)! (2n)
.

7. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση φ : [0,∞) → R είναι συνεχώς παραγωγίσιμη, τέτοια ώστε φ(0) = 1 και

φ, φ′ ∈ L1 [0,∞). Αν a > 0, να αποδειχθεί ότι∫ ∞

0

φ (ax) sinxdx = 1 +
∫ ∞

0

φ′ (t) cos (t/a) dt .

Στη συνέχεια να υπολογιστεί το lima→0+

∫∞
0

φ (ax) sinxdx.

(Υπόδειξη. Το limx→∞ φ (x) = 1 + limx→∞
∫ x

0
φ′ (t) dt = 1 +

∫∞
0

φ′ (t) dt υπάρχει. Επειδή το γενικευμένο

ολοκλήρωμα
∫∞
0

φ (x) dx συγκλίνει, θα είναι limx→∞ φ (x) = 0. )

Λύση. Επειδή φ, φ′ ∈ L1 [0,∞), από γνωστό θεώρημα τα γενικευμένα ολοκληρώματα
∫∞
0

φ (t) dt και∫∞
0

φ′ (t) dt συγκλίνουν απόλυτα. Ως γνωστόν φ (x)− φ (0) =
∫ x

0
φ′ (t) dt και επομένως το

lim
x→∞

φ (x) = 1 + lim
x→∞

∫ x

0

φ′ (t) dt = 1 +
∫ ∞

0

φ′ (t) dt

υπάρχει. Επειδή το limx→∞ φ (x) υπάρχει, όπως θα αποδειχθεί παρακάτω, η σύγκλιση του γενικευμένου

ολοκληρώματος
∫∞
0

φ (x) dx συνεπάγεται ότι limx→∞ φ (x) = 0. Επομένως,∫ ∞

0

φ (ax) sinxdx =
1
a

∫ ∞

0

φ (t) sin (t/a) dt (αντικατάσταση t = ax)

= 1− lim
t→∞

φ (t) cos (t/a) +
∫ ∞

0

φ′ (t) cos (t/a) dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= 1 +
∫ ∞

0

φ′ (t) cos (t/a) dt .
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΄Ομως φ′ ∈ L1 [0,∞) και από το Λήμμα των Riemann-Lebesgue lima→0+

∫∞
0

φ′ (t) cos (t/a) dt = 0. Επομέν-

ως, lima→0+

∫∞
0

φ (ax) sinxdx = 1.

Λήμμα. Υποθέτουμε ότι η φ : [a,∞) → R είναι Riemann ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υπ-

οδιάστημα του [a,∞). Αν το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫∞

a
φ (x) dx συγκλίνει και το limx→∞ φ (x) υπάρχει,

τότε limx→∞ φ (x) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω limx→∞ φ (x) = λ, με λ 6= 0. Τότε υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε |φ (x)− λ| < |λ| /2,

∀x ≥ M . Ισοδύναμα, λ− |λ| /2 < φ (x) < λ + |λ| /2, ∀x ≥ M .

Αν λ > 0, τότε φ (x) > λ/2, ∀x ≥ M και επομένως

lim
r→∞

∫ r

M

φ (x) dx ≥ lim
r→∞

λ

2
(r −M) = ∞

που είναι άτοπο.

Παρόμοια, αν λ < 0, τότε φ (x) < λ/2, ∀x ≥ M και επομένως

lim
r→∞

∫ r

M

φ (x) dx ≤ lim
r→∞

λ

2
(r −M) = −∞

που είναι και πάλι άτοπο.

Σημείωση. Γενικά, η σύγκλιση του γενικευμένου ολοκληρώματος
∫∞

a
φ (x) dx δεν συνεπάγεται ότι limx→∞ φ (x) =

0. Για παράδειγμα, είναι γνωστό ότι τα γενικευμένα ολοκληρώματα Fresnel:
∫∞
0

sinx2 dx =
∫∞
0

cos x2 dx =
√

2π/4 συγκλίνουν. ΄Ομως, τα όρια limx→∞ sinx2
και limx→∞ cos x2

δεν υπάρχουν.

8. ΄Εστω f : R → R μία Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση και

Ek = {x ∈ E : 2k < |f(x)| ≤ 2k+1}, k ∈ Z ,

όπου E ∈M.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

+∞∑
k=−∞

2kχEk
(x) ≤

+∞∑
k=−∞

|f (x)|χEk
(x) ≤

+∞∑
k=−∞

2k+1χEk
(x) .

(βʹ) Να αποδειχθεί ότι f ∈ L1(E) αν και μόνο αν
∑+∞

k=−∞ 2km(Ek) < ∞ .

Απόδειξη.

(αʹ) Επειδή η |f | είναι μετρήσιμη συνάρτηση, τα σύνολα Ek, k ∈ Z, είναι μετρήσιμα και ξένα μεταξύ τους.

Είναι

2kχEk
(x) ≤ |f (x)|χEk

(x) ≤ 2k+1χEk
(x) ,
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για κάθε k ∈ Z και επομένως

+∞∑
k=−∞

2kχEk
(x) ≤

+∞∑
k=−∞

|f (x)|χEk
(x) ≤

+∞∑
k=−∞

2k+1χEk
(x) .

(βʹ) Είναι E =
⋃+∞

k=−∞ Ek, όπου τα σύνολα Ek είναι μετρήσιμα και ξένα μεταξύ τους. Από γνωστά θεωρήματα∫
E

|f (x)| dm(x) =
∫

⋃+∞
k=−∞ Ek

|f (x)| dm(x)

=
+∞∑

k=−∞

∫
Ek

|f (x)| dm(x)

=
+∞∑

k=−∞

∫
E

|f (x)|χEk
(x) dm(x)

=
∫

E

+∞∑
k=−∞

|f (x)|χEk
(x) dm(x) .

΄Ομως, ∫
E

+∞∑
k=−∞

2kχEk
(x) dm(x) =

+∞∑
k=−∞

2k

∫
E

χEk
(x) dm(x) =

+∞∑
k=−∞

2km (Ek)

και παρόμοια ∫
E

+∞∑
k=−∞

2k+1χEk
(x) dm(x) =

+∞∑
k=−∞

2k+1m (Ek) = 2 ·
+∞∑

k=−∞

2km (Ek) .

΄Αρα, η (α΄) συνεπάγεται ότι

+∞∑
k=−∞

2km (Ek) ≤
∫

E

|f (x)| dm(x) ≤ 2 ·
+∞∑

k=−∞

2km (Ek) .

Από τις παραπάνω ανισότητες είναι προφανές ότι f ∈ L1(E) αν και μόνο αν η σειρά
∑+∞

k=−∞ 2km(Ek)

συγκλίνει, δηλαδή
∑+∞

k=−∞ 2km(Ek) < ∞.
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ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

9 Φεβρουαρίου, 2005

Θέμα 1. ΄Εστω το σύνολο E ⊆ R είναι μετρήσιμο και έστω ε > 0.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ανοικτό σύνολο G με G ⊇ E και m (G \ E) < ε. Επίσης, να

αποδειχθεί ότι υπάρχει κλειστό σύνολο F με F ⊆ E και m (E \ F ) < ε. (1,5 μον.)

(βʹ) ΄Εστω m (E) < ∞. Αν En := E ∩ [−n, n], n ∈ N, να αποδειχθεί πρώτα ότι υπάρχει n0 ∈ N

τέτοιο ώστε m (E) < m (En0) + ε/2 και στη συνέχεια ότι υπάρχει συμπαγές σύνολο K με

K ⊆ E και

m (E \K) < ε .

(1 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Βλέπε τις σημειώσεις του μαθήματος.

(βʹ) Είναι m (En) < ∞, για κάθε n ∈ N. Επειδή En ⊆ En+1, η (En) είναι αύξουσα ακολουθία

μετρήσιμων συνόλων και από γνωστή πρόταση limn→∞ m (En) = m (∪∞n=1En) = m (E) < ∞.

Επομένως, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε

m (E)−m (En0) < ε/2 και ισοδύναμα m (E) < m (En0) + ε/2 .

53
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Από το (α΄) υπάρχει κλειστό σύνολο K με K ⊆ En0 καιm (En0 \K) = m (En0)−m (K) < ε/2,

δηλαδήm (En0) < m (K)+ε/2. ΄Αρα, m (E) < m (K)+ε και ισοδύναμαm (E \K) < ε. Επειδή

K ⊆ En0 , το K είναι κλειστό και φραγμένο και επομένως συμπαγές σύνολο.

Θέμα 2. ΄Εστω η συνάρτηση f : E ⊆ R −→ R, όπου E ∈ M. Να αποδειχθεί ότι η f είναι μετρήσιμη αν

και μόνο αν το σύνολο Er := {x ∈ E : f (x) ≥ r} είναι μετρήσιμο για κάθε r ∈ Q, όπου Q είναι το

σύνολο των ρητών. (1 μον.)

Απόδειξη. Αν η f είναι μετρήσιμη, από γνωστή πρόταση το Er είναι μετρήσιμο, r ∈ Q. Αντίστροφα,

υποθέτουμε ότι τα σύνολα Er είναι μετρήσιμα, για κάθε r ∈ Q. Αν a ∈ R, υπάρχει αύξουσα

ακολουθία (rn) ρητών αριθμών με limn→∞ rn = a. Επομένως, το

{x ∈ E : f (x) ≥ a} =
∞⋂

n=1

{x ∈ E : f (x) ≥ rn}

είναι ένα μετρήσιμο σύνολο. Δηλαδή το {x ∈ E : f (x) ≥ a} ∈ M, για κάθε a ∈ R και επομένως η f

είναι μετρήσιμη.

Θέμα 3. ΄Εστω η f ∈ L1 (E), όπου E είναι ένα Lebesgue μετρήσιμο υποσύνολο του R.

(αʹ) Αν Ec = {x ∈ E : |f (x)| ≥ c}, c ∈ R, να αποδειχθεί ότι limc→∞
∫

Ec
|f | dm = 0. (1,2 μον.)

(βʹ) Χρησιμοποιώντας το (α΄), να αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε

μετρήσιμο σύνολο A ⊆ E, με m (A) < δ, είναι
∫

A
|f | dm < ε. (1,3 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) ΄Εστω (cn) πραγματική ακολουθία με limn→∞ cn = ∞ και έστω fn = |f |χEcn
. Επειδή η

f ∈ L1 (E), από γνωστή πρόταση θα είναι |f | < ∞ σ.π. και επομένως limn→∞ fn = 0 σ.π.

στο E. Επίσης, fn ≤ |f | ∈ L1 (E) και από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

έχουμε

lim
n→∞

∫
Ecn

|f | dm = lim
n→∞

∫
E

fn dm =
∫

E

lim
n→∞

fn dm = 0 .

΄Αρα, limc→∞
∫

Ec
|f | dm = 0.

(βʹ) Από το (α΄), για κάθε ε > 0 υπάρχει c > 0 τέτοιο ώστε
∫

Ec
|f | dm < ε/2. ΄Εστω 0 < δ ≤ ε/2c.

Αν το A ⊆ E είναι μετρήσιμο σύνολο με m (A) < δ, επειδή E \Ec = {x ∈ E : |f (x)| < c}, τότε∫
A

|f | dm =
∫

A∩Ec

|f | dm +
∫

A∩(E\Ec)

|f | dm < ε/2 + c ·m (A) < ε/2 + ε/2 = ε .
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Θέμα 4. (αʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων, fn : E −→ R, όπου E ∈M. Χρησιμοποιώντας

το θεώρημα μονότονης σύγκλισης, να αποδειχθεί ότι∫
E

∞∑
n=1

|fn (x)| dm(x) =
∞∑

n=1

∫
E

|fn (x)| dm(x) .

Αν
∑∞

n=1

∫
E
|fn (x)| dm(x) < ∞, τι συμπεραίνετε για τη σειρά

∑∞
n=1 fn (x); Δικαιολογείστε

την απάντησή σας. (1 μον.)

(βʹ) ΄Εστω {r1, r2, . . . , rn, . . .} είναι μια αρίθμηση των ρητών αριθμών στο [0, 1] και έστω (an) πραγ-

ματική ακολουθία με
∑∞

n=1 |an| < ∞. Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1 an |x− rn|−1/2
συγκ-

λίνει απόλυτα σ.π. στο [0, 1].

(1 μον.)

(γʹ) Να υπολογιστεί το

∞∑
n=0

∫
[0, π/2]

(
1−

√
sinx

)n

cos xdm(x) .

(1 μον.)

Λύση.

(αʹ) Για την απόδειξη της ισότητας βλέπε τις σημειώσεις του μαθήματος. Από την υπόθεση είναι∫
E

∑∞
n=1 |fn (x)| dm(x) < ∞ και αυτό συνεπάγεται ότι

∑∞
n=1 |fn (x)| < ∞ σ.π. στο E. ΄Αρα,

η σειρά
∑∞

n=1 fn (x) συγκλίνει απόλυτα σ.π. στο E.

(βʹ) Το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ 1

0

|x− rn|−1/2 dx =
∫ rn

0

(rn − x)−1/2 dx +
∫ 1

rn

(x− rn)−1/2 dx = 2r1/2
n + 2 (1− rn)1/2

,

δηλαδή συγκλίνει. Αν M = 2r
1/2
n + 2 (1− rn)1/2

, από γνωστό θεώρημα∫
[0,1]

|x− rn|−1/2 dm(x) =
∫ 1

0

|x− rn|−1/2 dx = M

και επομένως
∑∞

n=1 |an|
∫
[0,1]

|x− rn|−1/2 dm(x) = M ·
∑∞

n=1 |an| < ∞. Από το (α΄) (δηλαδή

από το θεώρημα B. Levi) η σειρά
∑∞

n=1 an |x− rn|−1/2
συγκλίνει απόλυτα σ.π. στο [0, 1].

(γʹ) Η fn (x) :=
(
1−

√
sinx

)n

cos x είναι ακολουθία μη αρνητικών συνεχών συναρτήσεων στο

[0, π/2] και από γνωστό θεώρημα
∫
[0, π/2]

(
1−

√
sinx

)n

cos xdm(x) =
∫ π/2

0

(
1−

√
sinx

)n

cos xdx.

Επίσης, για κάθε x ∈ (0, π/2], από τη γεωμετρική σειρά έχουμε

∞∑
n=0

(
1−

√
sinx

)n

=
1

1−
(
1−

√
sinx

) =
1√
sinx

.
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Επομένως, από το (α΄) είναι

∞∑
n=0

∫
[0, π/2]

(
1−

√
sinx

)n

cos xdm(x) =
∫

[0, π/2]

∞∑
n=0

(
1−

√
sinx

)n

cos xdm(x)

=
∫

[0, π/2]

cos x√
sinx

dm(x)

=
∫ π/2

0

cos x√
sinx

dx

= 2
√

sinx
∣∣∣x=π/2

x=0
= 2 .

Σημείωση. Επειδή το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ π/2

0
cos x/

√
sinxdx = 2, δηλαδή συγκλίνει,

από γνωστό θεώρημα είναι
∫
[0, π/2]

cos x/
√

sinxdm(x) =
∫ π/2

0
cos x/

√
sinxdx = 2.

Θέμα 5. ΄Εστω fn (x) = nx lnx/
(
1 + n2x2

)
, x ∈ (0, 1]. Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το

lim
n→∞

∫
(0,1]

fn (x) dm(x) .

Δικαιολογείστε την απάντησή σας. (1,5 μον.)

Λύση. Για κάθε x ∈ (0, 1] είναι

lim
n→∞

fn (x) = x lnx lim
n→∞

n

1 + n2x2
= x lnx lim

t→∞

t

1 + t2x2

(L’Hôpital)
= x lnx lim

t→∞

1
2tx2

= 0 .

Επειδή 1 + n2x2 ≥ 2nx, για κάθε x ∈ (0, 1] είναι

|fn (x)| = nx |lnx|
1 + n2x2

≤ nx |lnx|
2nx

=
|lnx|

2

και η συνάρτηση g (x) := |lnx| /2 είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη στο (0, 1]. Πράγματι, χρησιμοποιών-

τας παραγοντική ολοκλήρωση εύκολα αποδεικνύεται ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ 1

0

|lnx|
2

dx = −1
2

∫ 1

0

lnxdx =
1
2

,

δηλαδή ότι συγκλίνει. Επομένως, από γνωστό θεώρημα η g ∈ L1 (0, 1]. ΄Αρα, από το θεώρημα

κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
(0,1]

fn (x) dm(x) =
∫

(0,1]

lim
n→∞

fn (x) dm(x) = 0 .

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

30 Αυγούστου, 2005

Θέμα 1. ΄Εστω το σύνολο A ⊆ R.

(αʹ) Να απδειχθεί ότι υπάρχει ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο G (ένα Gδ σύνολο), τέτοιο ώστε

A ⊆ G και m∗ (A) = m (G) .

(1 μον.)

(βʹ) Αν το A δεν είναι Lebesgue μετρήσιμο, να αποδειχθεί ότι για κάθε Lebesgue μετρήσιμο σύνολο

M ⊃ A είναι m∗ (M \A) > 0. (0,5 μον.)

(γʹ) Αν το A είναι Lebesgue μετρήσιμο, με m (A) < ∞, να αποδειχθεί ότι για κάθε σύνολο B ⊃ A

είναι m∗ (B \A) = m∗ (B)−m (A). (0,5 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Αν m∗ (A) = ∞, τότε το G = R είναι ανοικτό σύνολο, Lebesgue μετρήσιμο, με A ⊆ G και

m∗ (A) = m (G) = ∞.

Υποθέτουμε ότι m∗ (A) < ∞ και A 6= ∅. Ως γνωστόν, για κάθε n ∈ N υπάρχει ανοικτό σύνολο

Gn, με Gn ⊇ A, τέτοιο ώστε m (Gn) < m∗ (A) + 1/n. Αν G :=
⋂∞

n=1 Gn, τότε το G είναι ένα

σύνολο Gδ τέτοιο ώστε

A ⊆ G ⊆ Gn και m∗ (A) ≤ m (G) ≤ m (Gn) < m∗ (A) +
1
n

,

για κάθε n ∈ N. ΄Αρα, m∗ (A) = m (G).

(βʹ) Υποθέτουμε ότι m∗ (M \A) = 0. Τότε το M \ A θα είναι Lebesgue μετρήσιμο. Επειδή και το

M είναι Lebesgue μετρήσιμο, το A = M \ (M \A) θα είναι Lebesgue μετρήσιμο, άτοπο. ΄Αρα,

m∗ (M \A) > 0.

(γʹ) Επειδή το A είναι Lebesgue μετρήσιμο,

m∗ (B) = m∗ (B ∩A) + m∗ (B ∩Ac) = m (A) + m∗ (B \A) .

Επειδή m (A) < ∞, ισοδύναμα έχουμε: m∗ (B \A) = m∗ (B)−m (A).
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Θέμα 2. (αʹ) ΄Εστω το σύνολο A ⊂ R δεν είναι Lebesgue μετρήσιμο και έστω η συνάρτηση f , με

f (x) =

x2
αν x ∈ A ,

−x2
αν x ∈ Ac

.

Για κάθε a ∈ R, είναι το σύνολο {x : f (x) = a} Lebesgue μετρήσιμο; Είναι η συνάρτηση f

Lebesgue μετρήσιμη; Δικαιολογείστε τις απαντήσεις σας. (0,5 μον.)

(βʹ) ΄Εστω f : E ⊆ R −→ R, E ∈ M, μία Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση. Αν η συνάρτηση

g : f (E) −→ R είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι η g ◦ f : E −→ R είναι Lebesgue μετρήσιμη

συνάρτηση.

Εφαρμογή .Χρησιμοποιώντας την ακολουθία hn = nf/
(
nf2 + 1

)
, να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

h : E −→ R, με

h (x) =


1

f(x) αν f (x) 6= 0

0 αν f (x) = 0 ,

είναι Lebesgue μετρήσιμη. (0,8 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Το σύνολο {x : f (x) = a}, a ∈ R, αποτελείται από δύο το πολύ σημεία και επομένως είναι

Lebesgue μετρήσιμο. Επειδή {x : f (x) > 0} = A \ {0}, η f δεν είναι Lebesgue μετρήσιμη.

(βʹ) Για κάθε ανοικτό σύνολο U του R είναι

(g ◦ f)−1 (U) = f−1
(
g−1 (U)

)
.

Επειδή το g−1 (U) είναι ανοικτό σύνολο και η f είναι Lebesgue μετρήσιμη, το (g ◦ f)−1 (U) ∈M.

΄Αρα, η g ◦ f : R −→ R είναι Lebesgue μετρήσιμη.

Επειδή τώρα η gn (x) := nx/
(
nx2 + 1

)
, n ∈ N, είναι συνεχής, συνεπάγεται ότι η hn = gn ◦ f ,

n ∈ N, είναι Lebesgue μετρήσιμη. ΄Ομως limn→∞ hn = h, οπότε από γνωστή πρόταση και η h

θα είναι Lebesgue μετρήσιμη.

Θέμα 3. ΄Εστω f : E ⊂ R −→ R, E ∈M, μία Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση και

En = {x ∈ E : n− 1 ≤ |f (x)| < n} , n ∈ N .

Υποθέτουμε ότι m (En) > 0, n ∈ N.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση g : E −→ R, με g (x) =
(
n2m (En)

)−1
αν x ∈ En, n ∈ N, είναι

ολοκληρώσιμη στο E. (1,2 μον.)
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(βʹ) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση fg δεν είναι ολοκληρώσιμη στο E. (1,3 μον.)

Απόδειξη. Επειδή η |f | είναι μετρήσιμη συνάρτηση, τα σύνολα En, n ∈ N, είναι μετρήσιμα και ξένα

μεταξύ τους, με E =
⋃∞

n=1 En.

(αʹ) Η g είναι μετρήσιμη συνάρτηση και από γνωστό θεώρημα∫
E

g dm =
∫

⋃∞
n=1 En

g dm =
∞∑

n=1

∫
En

g dm =
∞∑

n=1

1
n2m (En)

m (En) =
∞∑

n=1

1
n2

< ∞ .

Δηλαδή, η g ∈ L1 (E).

(βʹ) Είναι

(n− 1) g (x) χEn
(x) ≤ |f (x) g (x)|χEn

(x) ≤ ng (x) χEn
(x) ,

για κάθε n ∈ N. Επειδή
∑∞

n=2 (n− 1) /n2 ≥
∑∞

n=2 1/2n = ∞, από γνωστά θεωρήματα∫
E

|f (x) g (x)| dm(x) =
∫

⋃∞
n=1 En

|f (x) g (x)| dm(x)

=
∞∑

n=1

∫
En

|f (x) g (x)| dm(x)

≥
∞∑

n=1

∫
En

(n− 1) g (x) dm(x)

=
∞∑

n=1

(n− 1)
n2m (En)

m (En) =
∞∑

n=1

(n− 1)
n2

= ∞ .

΄Αρα, ∫
E

|f (x) g (x)| dm(x) = ∞ ,

δηλαδή η fg δεν είναι ολοκληρώσιμη στο E.

Θέμα 4. (αʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων, fn : R −→ R. Υποθέτουμε ότι limn→∞ fn (x) =

f (x), για κάθε x ∈ R και ότι υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1 (R) τέτοια ώστε |fn (x) | ≤ g (x),

για κάθε x ∈ R. Εφαρμόζοντας το λήμμα του Fatou για την ακολουθία των μετρήσιμων

συναρτήσεων (2g − |fn − f |), να αποδειχθεί ότι limn→∞
∫

R |fn − f | dm = 0 και στη συνέχεια

ότι limn→∞
∫

R fn dm =
∫

R f dm.

(1 μον.)

(βʹ) Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το

lim
n→∞

∫
(0,∞)

ln (x + n)
n

e−x cos xdm(x) .

Δικαιολογείστε την απάντησή σας. (1,5 μον.)

Λύση.
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(αʹ) Είναι το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue.

(βʹ) Για n = 1, 2, . . . και για κάθε x > 0 είναι

ln (x + n)
n

<
x + n

n
≤ 1 + x .

Αν

fn (x) =
ln (x + n)

n
e−x cos x και g (x) = (1 + x) e−x ,

τότε |fn (x) | < g (x), για κάθε x > 0. Χρησιμοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση το γενικευμένο

ολοκλήρωμα ∫ ∞

0

g (x) dx =
∫ ∞

0

e−x dx +
∫ ∞

0

xe−x dx = 2
∫ ∞

0

e−x dx = 2 ,

δηλαδή συγκλίνει και επομένως η g ∈ L1 (0,∞). Επειδή για x > 0

lim
n→∞

ln (x + n)
n

= lim
t→∞

ln (x + t)
t

(L’Hôpital)
= lim

t→∞

1
x + t

= 0 ,

είναι limn→∞ fn (x) = 0. ΄Αρα, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
(0,∞)

ln (x + n)
n

e−x cos xdm(x) =
∫

(0,∞)

lim
n→∞

ln (x + n)
n

e−x cos xdm(x) = 0 .

Θέμα 5. (αʹ) ΄Εστω fn ∈ L1 (E), όπου (fn) είναι ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων, fn : E −→ R, E ∈M.

Αν
∑∞

n=1 fn ∈ L1 (E) και limN→∞
∫

E

∑∞
n=N+1 fn (x) dm(x) = 0, να αποδειχθεί ότι η σειρά∑∞

n=1

∫
E

fn (x) dm(x) συγκλίνει και ότι

∞∑
n=1

∫
E

fn (x) dm(x) =
∫

E

∞∑
n=1

fn (x) dm(x) .

(1 μον.)

(βʹ) Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=0 (−1)n ∫ π/2

0
cosn xdx συγκλίνει και να υπολογιστεί το άθροισμά

της. (1,5 μον.)

Λύση.

(αʹ) Από την υπόθεση
∑N

n=1 fn ∈ L1 (E), N ∈ N και επομένως∫
E

∞∑
n=N+1

fn (x) dm(x) =
∫

E

( ∞∑
n=1

fn (x)−
N∑

n=1

fn (x)

)
dm(x)

=
∫

E

∞∑
n=1

fn (x) dm(x)−
∫

E

N∑
n=1

fn (x) dm(x)

=
∫

E

∞∑
n=1

fn (x) dm(x)−
N∑

n=1

∫
E

fn (x) dm(x) .
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΄Ομως limN→∞
∫

E

∑∞
n=N+1 fn (x) dm(x) = 0, οπότε

∞∑
n=1

∫
E

fn (x) dm(x) = lim
N→∞

N∑
n=1

∫
E

fn (x) dm(x) =
∫

E

∞∑
n=1

fn (x) dm(x) .

(βʹ) 1ος τρόπος. Είναι∣∣∣∣∣
∫ π/2

0

∞∑
n=N+1

(−1)n cosn xdx

∣∣∣∣∣ =
∫ π/2

0

cosN+1 x

1 + cos x
dx ≤

∫ π/2

0

cosN+1 xdx .

Επειδή | cosN+1 x| ≤ 1 και limN→∞ cosN+1 x = 0 στο (0, π/2], από το θεώρημα φραγμένης

σύγκλισης

lim
N→∞

∫ π/2

0

cosN+1 xdx =
∫ π/2

0

lim
N→∞

cosN+1 xdx = 0 .

Επομένως, limN→∞
∫ π/2

0

∑∞
n=N+1 (−1)n cosn xdx = 0. Επίσης, για κάθε x ∈ (0, π/2] είναι∑∞

n=0 (−1)n cosn x = 1/ (1 + cos x) (γεωμετρική σειρά) και η σειρά είναι ολοκληρώσιμη στο

[0, π/2]. ΄Αρα, από το (α΄) η σειρά
∑∞

n=0 (−1)n ∫ π/2

0
cosn xdx συγκλίνει και

∞∑
n=0

(−1)n
∫ π/2

0

cosn xdx =
∫ π/2

0

∞∑
n=0

(−1)n cosn xdx =
∫ π/2

0

1
1 + cos x

dx

=
1
2

∫ π/2

0

cos−2 (x/2) dx

= tan (x/2)|x=π/2
x=0 = 1 .

2ος τρόπος. Η fn (x) :=
∑n

k=0 (−1)k cosk x, n ∈ N, είναι ακολουθία μη αρνητικών συνεχών

συναρτήσεων τέτοια ώστε

fn (x) =
1− (−1)n+1 cosn+1 x

1 + cos x
≤ 2

1 + cos x
, x ∈ [0, π/2] .

Επειδή limn→∞ fn (x) =
∑∞

k=0 (−1)k cosk x = 1/ (1 + cos x), x ∈ (0, π/2] και η g (x) :=

2/ (1 + cos x) ∈ L1 [0, π/2], από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

∞∑
n=0

(−1)k
∫ π/2

0

cosk xdx = lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k
∫ π/2

0

cosk xdx = lim
n→∞

∫ π/2

0

fn (x) dx

=
∫ π/2

0

lim
n→∞

fn (x) dx =
∫ π/2

0

1
1 + cos x

dx = 1 .

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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5.2 Akadhmäikì ètoc 2003�4

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

4 Μαρτίου, 2004

Θέμα 1. (αʹ) ΄Εστω E ⊆ R.

(i) Να αποδειχθεί ότι

m∗(E) = inf {m(G) : G ⊇ E, G είναι ανοικτό σύνολο} .

(1 μον.)

(ii) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ακολουθία ανοικτών συνόλων (Gn), με Gn ⊇ E, τέτοια ώστε

m∗ (E) = m (∩∞n=1Gn). (1 μον.)

(βʹ) ΄Εστω οι Lebesgue μετρήσιμες συναρτήσεις f, g : R → R, με f (x) = χ{0} (x) και g (x) =

χ{0,1} (x). Να αποδειχθεί ότι η g ◦ f είναι Lebesgue μετρήσιμη. Είναι οι f και g Lebesgue

ολοκληρώσιμες; Είναι η g ◦ f Lebesgue ολοκληρώσιμη στο R; Δικαιολογείστε τις απαντήσεις

σας. (0,5 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) (i) Βλέπε σημειώσεις μαθήματος.

(ii) Για κάθε n ∈ N∗
υπάρχει ανοικτό σύνολο Gn, με Gn ⊇ E, τέτοιο ώστε

m (Gn) ≤ m∗ (E) +
1
n

.

Επομένως, για κάθε n ∈ N∗

m∗ (E) ≤ m (∩∞n=1Gn) ≤ m (Gn) ≤ m∗ (E) +
1
n

.

΄Αρα, m∗ (E) = m (∩∞n=1Gn).

(βʹ) Επειδή (g ◦ f) (x) = 1, για κάθε x ∈ R, η g ◦ f είναι Lebesgue μετρήσιμη. Είναι
∫

R χ{0} dm =

=
∫

R χ{0,1} (x) dm = 0 και επομένως οι f και g είναι Lebesgue ολοκληρώσιμες. ΄Ομως είναι∫
R g ◦ f dm = ∞, δηλαδή η g ◦ f δεν είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη.
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Θέμα 2. (αʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία Lebesgue μετρήσιμων συναρτήσεων, fn : R → [0,∞]. Να διατυπωθεί το

θεώρημα μονότονης σύγκλισης και να αποδειχθεί ότι∫
R

∞∑
n=1

fn dm =
∞∑

n=1

∫
R

fn dm .

Εφαρμογή. Χρησιμοποιώντας το ολοκλήρωμα
∫ 1

0
1/
(
1 + x2

)
dx, να υπολογιστεί το άθροισμα

της σειράς
∑∞

n=0 (−1)n
/ (2n + 1). (1,5 μον.)

(βʹ) Υποθέτουμε ότι η f : R → [0,∞] είναι Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση. Αν το E ⊆ R είναι

Lebesgue μετρήσιμο σύνολο, ορίζουμε τη φ : M→ [0,∞] ως εξής:

φ (E) :=
∫

E

f dm .

Να αποδειχθεί ότι η φ είναι ένα θετικό μέτρο στη σ-άλγεβρα M των Lebesgue μετρήσιμων

συνόλων. (1 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Βλέπε σημειώσεις μαθήματος.

Εφαρμογή. Επειδή

1
1 + x2

=
∞∑

n=0

(−1)n
x2n =

∞∑
n=0

x4n
(
1− x2

)
, |x| < 1

και η δεύτερη σειρά έχει θετικούς όρους, έχουμε

π

4
= arctan 1− arctan 0 =

∫ 1

0

1
1 + x2

dx =
∫ 1

0

∞∑
n=0

x4n
(
1− x2

)
dx

=
∞∑

n=0

∫ 1

0

(
x4n − x4n+2

)
dx

=
∞∑

n=0

(
1

4n + 1
− 1

4n + 3

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
.

(βʹ) Βλέπε σημειώσεις μαθήματος.

Θέμα 3. (αʹ) Για κάθε φυσικό αριθμό n ≥ 2 και για κάθε 0 ≤ x ≤ 1, έστω

fn (x) =
n2x

(1 + n2x2) lnn
.

(i) Να υπολογιστεί το

lim
n→∞

∫ 1

0

fn (x) dx .
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(ii) Υπάρχει ϕ ∈ L1 [0, 1] τέτοια ώστε fn ≤ ϕ στο [0, 1] ; Δικαιολογείστε την απάντησή σας.

(1,3 μον.)

(βʹ) ΄Εστω (an)∞n=2 ακολουθία πραγματικών αριθμών με |an| ≤ lnn. Να αποδειχθεί ότι η
∑∞

n=2 ann−x

είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [2,∞) και ότι∫ ∞

2

∞∑
n=2

ann−x dx =
∞∑

n=2

an

n2 lnn
.

(1,2 μον.)

Λύση.

(αʹ) (i)

lim
n→∞

∫ 1

0

fn (x) dx = lim
n→∞

1
lnn

∫ 1

0

n2x

1 + n2x2
dx

= lim
n→∞

ln
(
1 + n2

)
2 ln n

= lim
t→∞

ln
(
1 + t2

)
2 ln t

= lim
t→∞

t2

1 + t2
= 1 . (κανόνας L’Hôpital)

(ii) Η απάντηση είναι όχι: Επειδή limn→∞ fn (x) = 0, αν υπήρχε ϕ ∈ L1 [0, 1] τέτοια ώστε

fn ≤ ϕ στο [0, 1], τότε από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue θα ήταν

lim
n→∞

∫ 1

0

fn (x) dx =
∫ 1

0

lim
n→∞

fn (x) dx =
∫ 1

0

0dx = 0 6= 1

που είναι προφανώς άτοπο.

(βʹ) Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1 1/n2
συγκλίνει, είναι

∞∑
n=2

∫ ∞

2

|an|n−x dx =
∞∑

n=2

|an|
∫ ∞

2

e−x ln n dx

=
∞∑

n=2

|an|
lnn

(
1
n2
− lim

x→∞
e−x ln n

)
=

∞∑
n=2

|an|
n2 lnn

≤
∞∑

n=2

1
n2

< ∞ .

Επομένως, απο το θεώρημα B. Levi η
∑∞

n=2 ann−x ∈ L1 [2,∞) και∫ ∞

2

∞∑
n=2

ann−x dx =
∞∑

n=2

∫ ∞

2

ann−x dx

=
∞∑

n=2

an

∫ ∞

2

e−x ln n dx

=
∞∑

n=2

an

lnn

(
1
n2
− lim

x→∞
e−x ln n

)
=

∞∑
n=2

an

n2 lnn
.
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Θέμα 4. ΄Εστω f : E → R μία Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση και

En = {x ∈ E : n ≤ |f (x)| < n + 1} , n ∈ N ,

όπου E είναι μετρήσιμο σύνολο με m (E) < ∞. Χρησιμοποιώντας τις ανισότητες
∞∑

n=0

nχEn (x) ≤
∞∑

n=0

|f (x)|χEn (x) ≤
∞∑

n=0

(n + 1) χEn (x) , (5.1)

να αποδειχθεί ότι η f ∈ L1 (E), δηλαδή η f είναι ολοκληρώσιμη, αν και μόνο αν
∑∞

n=0 nm (En) < ∞ .

(2,5 μον.)

Απόδειξη. Επειδή η |f | είναι μετρήσιμη συνάρτηση, τα σύνολα En, n ∈ N, είναι μετρήσιμα και ξένα

μεταξύ τους. Είναι

nχEn (x) ≤ |f (x)|χEn (x) ≤ (n + 1) χEn (x) ,

για κάθε n ∈ N και επομένως
∞∑

n=0

nχEn
(x) ≤

∞∑
n=0

|f (x)|χEn
(x) ≤

∞∑
n=0

(n + 1) χEn
(x) .

Είναι E =
⋃∞

n=0 En, όπου τα σύνολα En είναι μετρήσιμα και ξένα μεταξύ τους. Από γνωστά θεωρή-

ματα ∫
E

|f (x)| dm(x) =
∫

⋃∞
n=0 En

|f (x)| dm(x) =
∞∑

n=0

∫
En

|f (x)| dm(x)

=
∞∑

n=0

∫
E

|f (x)|χEn (x) dm(x)

=
∫

E

∞∑
n=0

|f (x)|χEn (x) dm(x) .

΄Ομως, ∫
E

∞∑
n=0

nχEn (x) dm(x) =
∞∑

n=0

n

∫
E

χEn (x) dm(x) =
∞∑

n=0

nm (En)

και παρόμοια ∫
E

∞∑
n=0

(n + 1) χEn
(x) dm(x) =

∞∑
n=0

(n + 1) m (En) .

΄Αρα, η (5.1) συνεπάγεται ότι

∞∑
n=0

nm (En) ≤
∫

E

|f (x)| dm(x) ≤
∞∑

n=0

(n + 1) m (En) =
∞∑

n=0

nm (En) +
∞∑

n=0

m (En)

≤ m (E0) + 2
∞∑

n=0

nm (En) .
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Από τις παραπάνω ανισότητες είναι προφανές ότι f ∈ L1 (E) αν και μόνο αν η σειρά
∑∞

n=0 nm (En)

συγκλίνει, δηλαδή
∑∞

n=0 nm (En) < ∞.

Θέμα 5. ΄Εστω f : E → R μία Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση, όπου E είναι μετρήσιμο σύνολο μεm (E) < ∞.

(αʹ) Αν (En) είναι η ακολουθία των μετρήσιμων συνόλων του προηγούμενου θέματος και

An = {x ∈ E : |f (x)| ≥ n} , n ∈ N ,

να αποδειχθεί ότι

N∑
n=1

m (An) =
N∑

n=0

nm (En) + N ·
∞∑

n=N+1

m (En) , N ∈ N .

Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο θέμα να αποδειχθεί ότι η f ∈ L1 (E), δηλαδή η f είναι

ολοκληρώσιμη, αν και μόνο αν
∑∞

n=0 m (An) < ∞ . (1,5 μον.)

(βʹ) Υποθέτουμε ότι η Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση f : E → R είναι τέτοια ώστε

m ({x ∈ E : |f (x)| ≥ t}) <
1

1 + t2
, για κάθε t > 0 .

Αν 0 < p < 2, να αποδειχθεί ότι η |f |p ∈ L1(E), δηλαδή η |f |p είναι ολοκληρώσιμη. (1 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Είναι An = ∪∞k=nEk, όπου (Ek) είναι ακολουθία μετρήσιμων συνόλων ξένων μεταξύ τους. Ε-

πομένως, m (An) =
∑∞

k=n m (Ek) και κατά συνέπεια

N∑
n=1

m (An) =
N∑

n=0

nm (En) + N ·
∞∑

n=N+1

m (En) , N ∈ N .

Αν f ∈ L1 (E), από το προηγούμενο θέμα η σειρά
∑∞

n=0 nm (En) συγκλίνει και επομένως

lim
N→∞

N ·
∞∑

n=N+1

m (En) ≤ lim
N→∞

∞∑
n=N+1

nm (En) = 0 .

΄Αρα,

∞∑
n=1

m (An) = lim
N→∞

N∑
n=1

m (An) =
∞∑

n=0

nm (En) < ∞ .

Αντίστροφα, αν
∑∞

n=0 m (An) < ∞, τότε

N∑
n=0

nm (En) =
N∑

n=1

m (An)−N ·
∞∑

n=N+1

m (En) ≤
∞∑

n=1

m (An) < ∞

και επομένως
∑∞

n=0 nm (En) < ∞. ΄Αρα, από το προηγούμενο θέμα η f ∈ L1 (E).
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(βʹ) Επειδή 2/p > 1, είναι

∞∑
n=1

m ({x ∈ E : |f (x)|p ≥ n}) =
∞∑

n=1

m
({

x ∈ E : |f (x)| ≥ n1/p
})

≤
∞∑

n=1

1
1 + n2/p

<
∞∑

n=1

1
n2/p

< ∞ .

Απο την προηγούμενη περίπτωση προκύπτει ότι η |f |p ∈ L1(E).

Να επιλέξετε τέσσερα(4) από τα πέντε(5) θέματα

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

30 Σεπτεμβρίου, 2004

Θέμα 1. ΄Εστω η f : E ⊆ R → R είναι μετρήσιμη, όπου το E είναι μετρήσιμο σύνολο και η g : E ⊆ R → R

είναι τέτοια ώστε f = g σ.π.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η g είναι μετρήσιμη στο E. (0,7 μον.)

(βʹ) Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο E, να αποδειχθεί ότι η g είναι ολοκληρώσιμη στο E και ότι∫
E

g dm =
∫

E

f dm .

(1 μον.)

(γʹ) ΄Εστω

g (x) =

x2
αν x είναι ρητός ,

e−|x| αν x είναι άρρητος .

Να αποδειχθεί ότι η g είναι ολοκληρώσιμη στο R και να υπολογιστεί το
∫

R g dm. (0,8 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Βλέπε σημειώσεις μαθήματος.

(βʹ) Από την (α΄) η g, καθώς επίσης και οι g+, g− είναι μετρήσιμες στο E. Οι συναρτήσεις f+, f−

και g+, g− είναι μετρήσιμες στα μετρήσιμα σύνολα A = {x ∈ E : f (x) 6= g (x)} και E \A. Είναι

m (A) = 0 και g+ = f+
, g− = f− στο E \A. Επειδή η f είναι ολοκληρώσιμη στο E, θα είναι∫

E

g+ dm =
∫

A

g+ dm +
∫

E\A
g+ dm =

∫
E\A

g+ dm =
∫

E\A
f+ dm =

∫
A

f+ dm +
∫

E\A
f+ dm

=
∫

E

f+ dm < ∞

και παρόμοια
∫

E
g− dm =

∫
E

f− dm < ∞. Επομένως, η g είναι ολοκληρώσιμη στο E και∫
E

g dm =
∫

E

g+ dm−
∫

E

g− dm =
∫

E

f+ dm−
∫

E

f− dm =
∫

E

f dm .

(γʹ) Αν f (x) = e−|x|, το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ ∞

−∞
f (x) dx =

∫ 0

−∞
ex dx +

∫ ∞

0

e−x dx = 2 .

Επομένως, από γνωστό θεώρημα η f είναι ολοκληρώσιμη στο R και
∫

R f dm =
∫∞
−∞ f (x) dx = 2.

Επειδή f = g σ.π, από τη (β΄) η g είναι ολοκληρώσιμη στο R και
∫

R g dm =
∫

R f dm = 2.
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Θέμα 2. (αʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων, fn : R → [0,∞]. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα

μονότονης σύγκλισης να αποδειχθεί το λήμμα του Fatou, δηλαδή ότι∫
R

(
lim inf
n→∞

fn

)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
R

fn dm .

(1 μον.)

(βʹ) Αν (An) είναι μία ακολουθία Lebesgue μετρήσιμων υποσυνόλων του R, τότε το lim infn→∞ An

ορίζεται ως εξής:

lim inf
n→∞

An = ∪∞n=1 ∩∞k=n Ak = {x : x ∈ An για όλα εκτός από πεπερασμένα το πλήθος n} .

Να αποδειχθεί ότι

lim inf
n→∞

χAn
= χlim infn→∞ An

.

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας το λήμμα του Fatou να αποδειχθεί ότι

m
(
lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
m (An) .

(1 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Βλέπε σημειώσεις μαθήματος.

(βʹ) Είναι

χlim infn→∞ An
(x) = 1 ⇔ x ∈ lim inf

n→∞
An ⇔ x ∈ An για όλα εκτός από πεπερασμένα το πλήθος n

⇔ χAn (x) = 1 για όλα εκτός από πεπερασμένα το πλήθος n

⇔ lim inf
n→∞

χAn
(x) = 1

και επομένως lim infn→∞ χAn = χlim infn→∞ An . Χρησιμοποιώντας το λήμμα του Fatou με fn =

χAn έχουμε

m
(
lim inf
n→∞

An

)
=
∫

R
χlim infn→∞ An

dm

=
∫

R

(
lim inf
n→∞

χAn

)
dm

≤ lim inf
n→∞

∫
R

χAn
dm (λήμμα του Fatou)

= lim inf
n→∞

m (An) .
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Θέμα 3. (αʹ) Αν f ∈ L1 (R), δηλαδή η συνάρτηση f : R → R είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη, να αποδειχθεί

ότι |f(x)| < ∞ σ.π. (1 μον.)

(βʹ) Αν η f ∈ L1 (0, 1), να αποδειχθεί ότι xnf (x) ∈ L1 (0, 1), για κάθε n = 1, 2, . . . και ότι

lim
n→∞

∫
(0,1)

xnf (x) dm(x) = 0 .

(1 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Βλέπε σημειώσεις μαθήματος.

(βʹ) Επειδή f ∈ L1 (0, 1), από την (α΄) η f είναι πεπερασμένη σ.π. Επομένως, αφού για x ∈ (0, 1)

είναι limn→∞ xn = 0, θα είναι limn→∞ xnf (x) = 0 σ.π στο (0, 1). ΄Ομως για n = 1, 2, . . . ,

|xnf (x)| ≤ |f (x)|, για κάθε x ∈ (0, 1) και η f ∈ L1 (0, 1). ΄Αρα, από το θεώρημα κυριαρχημένης

σύγκλισης του Lebesgue xnf (x) ∈ L1 (0, 1), για κάθε n = 1, 2, . . . και

lim
n→∞

∫
(0,1)

xnf (x) dm(x) =
∫

(0,1)

lim
n→∞

xnf (x) dm(x) = 0 .

Θέμα 4. Αν α < 1, να υπολογιστεί το

lim
n→∞

∫
[0,n)

(
1− x

n

)n

eαx dm(x).

(1,5 μον.)

Λύση. ΄Εστω fn (x) := (1− x/n)n eαxχ[0,n), για κάθε n ∈ N. Τότε, limn→∞ fn (x) = e(α−1)x
,

για κάθε x ≥ 0. Επειδή e−x/n ≥ 1 − x/n, για κάθε x ≤ n θα είναι (1− x/n)n ≤ e−x
οπότε και

(1− x/n)n eαx ≤ e(α−1)x
. Επομένως, 0 ≤ fn (x) ≤ e(α−1)x

, για κάθε x ≥ 0. ΄Ομως∫ ∞

0

e(α−1)x dx = lim
r→∞

∫ r

0

e(α−1)x dx =
1

α− 1
lim

r→∞

(
e(α−1)r − 1

)
=

1
1− α

.

Τότε, από γνωστό θεώρημα η e(α−1)x
είναι Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [0,∞) και είναι∫

[0,∞)

e(α−1)x dm(x) =
∫ ∞

0

e(α−1)x dx = 1/ (1− α) .

Από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue έχουμε

lim
n→∞

∫
[0,n)

(
1− x

n

)n

eαx dm(x) = lim
n→∞

∫
R

(
1− x

n

)n

eαxχ[0,n) dm(x)

=
∫

R

[
lim

n→∞

(
1− x

n

)n

eαxχ[0,n)

]
dm(x)

=
∫

[0,∞)

e(α−1)x dm(x) =
1

1− α
.
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Θέμα 5. ΄Εστω (fn) ακολουθία πραγματικών ολοκληρώσιμων συναρτήσεων, δηλαδή fn ∈ L1 (R) και υποθέ-

τουμε ότι υπάρχει f ∈ L1 (R) τέτοια ώστε∫
R
|fn − f | dm ≤ 1

n2
, για κάθε n ∈ N .

(αʹ) Να αποδειχθεί πρώτα ότι
∞∑

n=2

∫
R
|fn − fn−1| dm < ∞

και στη συνέχεια ότι η σειρά
∑∞

n=2 (fn (x)− fn−1 (x)) συγκλίνει σχεδόν παντού στο R και το

άθροισμά της είναι μία ολοκληρώσιμη συνάρτηση. (1 μον.)

(βʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞ fn (x) = f (x), σχεδόν παντού στο R. (1 μον.)

Απόδειξη.

(αʹ) Για n ≥ 2 είναι
∫

R |fn − fn−1| dm ≤
∫

R |fn − f | dm +
∫

R |fn−1 − f | dm ≤ 1/n2 + 1/ (n− 1)2.

Επομένως

∞∑
n=2

∫
R
|fn − fn−1| dm ≤

∞∑
n=2

(
1
n2

+
1

(n− 1)2

)
=

∞∑
n=2

1
n2

+
∞∑

n=2

1
(n− 1)2

< ∞ .

΄Αρα, από το θεώρημα B. Levi η σειρά
∑∞

n=2 (fn (x)− fn−1 (x)) συγκλίνει σχεδόν παντού στο

R και το άθροισμά της είναι μία ολοκληρώσιμη συνάρτηση.

(βʹ) Αν g (x) = f1 (x)+
∑∞

k=2 (fk (x)− fk−1 (x)), επειδή fn (x) = f1 (x)+
∑n

k=2 (fk (x)− fk−1 (x)),

είναι limn→∞ fn (x) = g (x), σχεδόν παντού στο R, g ∈ L1 (R) και

|fn (x) | ≤ |f1 (x)|+
∞∑

k=2

|fk (x)− fk−1 (x)| ∈ L1 (R) , σχεδόν παντού στο R .

Από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue είναι limn→∞
∫

R |fn − g| dm = 0 και

κατά συνέπεια∫
R
|f − g| dm ≤

∫
R
|fn − f | dm +

∫
R
|fn − g| dm ≤ 1

n2
+
∫

R
|fn − g| dm −→

n→∞
0 .

Δηλαδή f (x) = g (x) σχεδόν παντού στο R. ΄Αρα, limn→∞ fn (x) = f (x), σχεδόν παντού στο

R.

Σημείωση. Μπορούμε να αποδείξουμε ότι f (x) = g (x), σχεδόν παντού στο R, χρησιμοποιώντας

και το λήμμα του Fatou. Πράγματι,∫
R
|g − f | dm =

∫
R

lim
n→∞

|fn − f | dm ≤ lim inf
n→∞

∫
R
|fn − f | dm = 0 .

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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