
 
Ανάλυση ΙΙΙ                                                                   Εργασία :          2  05 
 
1.  A) Δίνεται το διανυσματικό πεδίο ( )2 2( , , ) , 1,x y z x y z= +F  και η κατά τμήματα λεία καμπύλη ΑΒΓΔ  επάνω 

στον κύλινδρο  με  ,2 2 1x y+ = (1,0,0)A (0,1, ),
2

B π (1,0, ),
2
π

Γ (0, 1, ),
2
π

Δ − (0, 1, 4)Ε −  και ΑΒ είναι τμήμα έλικας 

1( ) ( , , )t t t tσυν ημ=r του κυλίνδρου, ΒΓΔ είναι ημικύκλιο στο επίπεδο 
2

z π
=  και  ΔΕ  ευθύγραμμο  τμήμα.  Να 

υπολογισθεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα I F d= ⋅∫ r
ΑΒΓΔΕ

 και να σχεδιασθεί η καμπύλη.  

B) Αν , να βρεθεί το πρόσημο του αριθμού ( , ) ( , 0)x y y=F I = ⋅d∫
r

F r  χωρίς να βρεθεί ο ίδιος ο αριθμός, 

αλλά σχεδιάζοντας το εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης και το διάνυσμα του πεδίου σε μερικά σημεία της 
καμπύλης στις εξής περιπτώσεις: α) ( ) (cos ,sin ), [0, / 2]t t t t π= ∈r , β) ( ) (sin ,cos ), [0, / 2]t t t t π= ∈r . 
 
2. Δίνεται το διανυσματικό πεδίο: 2 2 3( , ) (3 1, 2 2)x y x y x y= + + =F f∇ , όπου ( , ), ( , )f x y x y D∈  διαφορίσιμη 
συνάρτηση.    
     A )  Αν , να βρεθεί η τιμή χωρίς να βρεθεί η (2,4) 75f = (1,1)f f . 

Β) Να βρεθεί η f για την οποία σχύει ( , )x y f= ∇F  και (2,4) 75f = . Να επαληθέυσετε το αποτέλεσμα του     
ερωτήματος Α.  
Γ) Να υπολογισθεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  του διανυσματικού πεδίου ( , )x yF  στην καμπύλη:     

 και μια καμπύλη 2( ) ( , ), [1,2]t t t t= ∈r 1 2( ), [ , ]t t t t∈q  που θα επιλέξετε εσείς,  για την οποία 
. 1 2( ) (1,1), ( ) (2,4)t t= =q q

 
3.   Δίνεται το διανυσματικό πεδίο ( , , ) ( , 1 , 2 4 )x y z x y x z x= − + − −F και η κλειστή καμπύλη c: 

. Να υπολογισθεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα β΄είδους 2 21, ( 1) 1z y x y= + + − = J = ⋅∫
c

dF r  όπου  η καμπύλη c 

με ένα προσανατολισμό της και να εξετασθεί αν το διανυσματικό πεδίο 

c

F  έχει επικαπύλια ολοκληρώματα 
ανεξάρτητα του δρόμου.  
 
4. Δίνεται το διαν. πεδίο  2 2 2 2

1
( 1) ( 1)

( , ) ( , ).y x
x y x y

x y − +
+ + + +

=F   Να υπολογισθεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 

:   
ABCDA

dr∫ F a) στην τεθλασμένη  ABCDA    με  ( 2, 2), (1, 2), (3, 2), ( 4,3).A B C D− − − −   

  b) Στην έλλειψη  
22

2( 2) yx − + =1  κατά τη θετική φορά.   
 
5. Δίνεται η επιφάνεια 2 2: 9S z x y= − − , 2 2( , ) {( , ) : 9}x y D x y x y∈ = + ≤ . Α) Να υπολογισθούν: α) ένα κάθετο 
διανυσματικό πεδίο στην επιφάνεια. β) το διανυσματικό πεδίο N ( , , ) ( , , 0)x y z x y=F  στα σημεία της επιφάνειας 
Α(1,0,8) και Β(1,2,4). Να σχεδιασθεί πρόχειρα η επιφάνεια και να τοποθετηθούν στα σημεία της Α και Β τα 
διανύσματα  και N F .  Β) Nα υπολογισθεί το επιφανειακό ολοκλήρωμα ∫∫

S

Fds  στην επιφάνεια  με θετική όψη 

αυτή με για το οποίο . Γ) Για το διανυσματικό πεδίο

S

N 0⋅ >N k ( , , ) ( , , 1)x y z y x z z= − − +F να υπολογισθoύν : (i) 
το επιφανειακό ολοκλήρωμα I d= ∇× ⋅∫∫

S

F s . (ii) Το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα J d
∂

= ⋅∫
S

F r . 

 (iii) Να επαληθεύσετε το θεώρημα Stokes. 
 
6. Nα υπολογισθεί με χρήση του Θεωρήματος Gauss το επιφανειακό ολοκλήρωμα του διανυσματικού πεδίου 

, 3 2( , ,    1y x z z= − − +F )

=Α) Στη σφαίρα . Β) Στην επιφάνεια της άσκησης 5. 2 2 2{( , , ) : 1}S x y z x y z= + +



7. Αποδείξτε ότι ο όγκος του στερεού εκ περιστροφής που φαίνεται στο σχήμα είναι:  2[ ( )]
b

a

f x dxπ ∫  

Το στερεό έχει προκύψει από τη γραφική παράσταση της μη αρνητικής συνάρτησης ( )y f x= , η οποία 
περιστρέφεται γύρω από τον  άξονα 'x x . 

( )y f x=  

'x x  

'y y  

 

8. Έστω :[0,1] [0,1]f IR× → , που ορίζεται από την 
1,  αν x ρητός

( , )
2 ,  αν x άρρητος

f x y
y

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

  

Δείξτε ότι το διαδοχικό ολοκλήρωμα  
1 1

0 0

[ ( , ) ]f x y dy dx∫ ∫  υπάρχει, αλλά η f  δεν είναι ολοκληρώσιμη. 

 
9. .Ποιός είναι ο όγκος μιας αποθήκης που έχει ορθογώνια βάση 20 μέτρα επί 40 μέτρα, και τοίχους ύψους 30 
μέτρων στην πρόσοψη (η οποία υποθέτουμε ότι είναι στην 20 μέτρων πλευρά της αποθήκης) και ύψους 40 μέτρων 
στην πίσω πλευρά; Η αποθήκη έχει επίπεδη οροφή. Χρησιμοποιήστε διπλά ολοκληρώματα για να υπολογίσετε τον 
όγκο. 
10. Υπολογίστε το  

 
log2

2

1 0

( 1) 1
x

y .x e dydx− +∫ ∫  

 
11. Έστω D ο μοναδιαίος δίσκος. Υπολογίστε το  
  

2 2x y

D

e dxd+∫ ∫ y

v x y v y u v= v u u v

κάνοντας αλλαγή μεταβλητών σε πολικές συντεταγμένες. 
 
12.  Έστω T u  η απεικόνιση που ορίζεται από την T u( , ) ( ( , ), ( , )) ( , ) (4 , 2 3 ).= +

)
 Έστω  το 

ορθογώνιο [0  Βρείτε το  και υπολογίστε τα  

*D
,1] [0,2].× *(D T D=

Α) 
D

xydxdy∫ ∫   Β) ( )
D

x y dxdy−∫ ∫  

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητών έτσι ώστε να τα υπολογίσετε σαν ολοκληρώματα στο . *D
 
13. Δοθέντος ότι το διπλό ολοκλήρωμα ( , )

D
f x y dxdy∫ ∫  μιας θετικής συνεχούς συνάρτησης f  είναι ίσο με το 

διαδοχικό ολοκλήρωμα 
21 2

0
[ ( , ) ]

y

y
,f x y dx dy

−

∫ ∫  σχεδιάστε το χωρίο ολοκλήρωσης  και αλλάξτε τη σειρά της 

ολοκλήρωσης. 

D
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