
Εργασία  1    ΑΝ ΙΙΙ 08_09    
1. Για την παραμετρική καμπύλη: ( )( ) 2 , 3sin 2 , 3cos 2 , [0,9]t t t t t= ∈r ,  

Α. Να βρεθεί η συνάρτηση μήκους τόξου και μια ισοδύναμη φυσική παραμετρική καμπύλη 
    .  ( ) ( ( ))s t s=q r
Β. Να βρεθεί το σημείο  της καμπύλης που θα βρεθούμε όταν θα έχουμε διανύσει 

απόσταση 
0 0 0( , , )P x y z
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3

π . 

Γ. Να υπολογισθούν στο σημείο 3 3 3, ,
3 2 2

Q π⎛
⎜⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟⎟
της καμπύλης  τα διανύσματα {r }, ,T N B καθώς και η 

καμπυλότητα και η στρέψη της καμπύλης, με δύο τρόπους: α) υπολογίζοντάς τα πρώτα για την q . β) 
κατευθείαν από τύπους για την . r
 

2. Έστω  μια διαφορίσιμη φυσική παραμετρική καμπύλη με καμπυλότητα ( ),s s I=r r ∈ 4C ( ) 0k s ≠ , 
στρέψη ( ) 0sσ ≠  και τρίεδρο Frenet { }, , BΤ Ν . Να δειχθεί ότι: 

a. ( ) 2k σ′ ′′ ′′′ =r r r  (μικτό γινόμενο) 

b. 2 2(
( )
k k
k

σ σ
σ σ

′ ′−′ ′′ ′′′ =
+

B B B )  

c. Αν ., .k σταθ σ σταθ= =  τότε 2 2( )k σ′′ 0+ + =Ν Ν  
3. Δίνεται η παραμετρική καμπύλη: ( )3 2 3( ) 3 , 3 , 3 , [0,9]t t t t t t t= − + ∈r . Να υπολογισθεί η επιτάχυνση 

καθώς και οι συνιστώσες της στο τρίεδρο Frenet, σύμφωνα με τον τύπο (15) σελ 90 του βιβλίου. 
 
4. Αν  είναι μια παραμετρική καμπύλη, να αποδείξετε ότι ο μετασχηματισμός ( ), [ , ]t t a b∈r 

( )f t a b tτ = = + −  είναι μια επιτρεπτή αλλαγή παραμέτρου που δίνει μια ισοδύναμη παραμετρική 
καμπύλη ( )τq με αντίθετη φορά διαγραφής. Να γίνει εφαρμογή στη καμπύλη 

( ) (cos , sin ) [ , 2 ]t t t t π π= ∈r  κάνοντας τα αντίστοιχα σχήματα. 
5. Δίνονται οι συναρτήσεις: και yxzyxf += 22),,( 2( , , ) ( , ,3 )x y z xz y x= +F . Να βρεθούν οι 

συναρτήσεις fF , , gradf , ( ), rot , ( )div grad div div rotF F F F και να επαληθευθούν οι τύποι : 
(α) ( )div f gradf fdiv= ⋅ +F F F ,                (β) ( )rot f frot gradf= + ×F F F

 
6. Να σχεδιασθούν οι παρακάτω καμπύλες σχεδιάζοντας και τις επιφάνειες που τις ορίζουν και να βρεθεί 

μια παραμετρική τους παράσταση: 
a. ,   2 21, ( 1) 1z x x y= + − + =
b. ,  2 24 ( ), 2 4z x y x z= − + + =
c. ,  2 22 1,x y z+ = = 2

7. Να υπολογισθεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της ( , )f x y y x= −  στη καμπύλη 
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8. Δίνεται το διαν. πεδίο  ( , ) ( , 0)x y y=F  και η καμπύλη ( ) (cos ,sin ), [0, ]
2

t t t t π
= ∈r . 1) Να γίνει γραφική 

παράσταση της και μερικών διανυσμάτων του ( )tr ( , )x yF σε αυτήν και να συμπεράνετε χωρίς 
υπολογισμό το πρόσημο του αριθμού I = ∫

r

Fdr . 2) Να υπολογισθεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 

.   3) Να βρείτε την I = ∫
r

Fdr ( )τq όπως ορίζεται στην άσκηση 4 και αφού υπολογίσετε το 

αποδείξετε ότι ισχύει: ⋅∫
q

J = F dr J I= − . 



9. Δίνεται το διανυσματικό πεδίο ( )2 2( , , ) , 1,x y z x y z= +F  και η κατά τμήματα λεία καμπύλη ΑΒΓΔ  

επάνω στον κύλινδρο  με 2 2 1x y+ = (1,0,0), (0,1, ), ( 1,0, )
2 2

A B π π
Γ −  , (0, 1, ), (0, 1,0)

2
π

Δ − Ε −  και ΑΒ 

είναι τμήμα έλικας 1( ) ( , , )t t t tσυν ημ=r του κυλίνδρου, ΒΓΔ είναι ημικύκλιο στο επίπεδο 
2

z π
=  και  

ΓΔ  ευθύγραμμο τμήμα.  Να υπολογισθεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα I F d= ⋅∫ r
ΑΒΓΔ

 και να 

σχεδιασθεί η καμπύλη. 
 
10. Αν  είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα μιας καμπύλης  μήκους L, να 

υπολογισθεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 
( )tT ( ), [ , ]t t a b∈r 

T d⋅∫
r

r  

 
11. Θεωρούμε μια συνεχή και μη αρνητική συνάρτηση :[ , ] , .f a b a b→ <  Το γράφημα της f , 

 περιστρέφεται περί τον άξονα  2{( , ) : ( )}fG x y y f x= ∈ = 'x x , παράγοντας ένα στερεό εκ 
περιστροφής.  
Βρείτε μια εξίσωση που περιγράφει το στερεό στο χώρο, και υπολογίστε τον όγκο του. 
 

12. Έστω f συνεχής στο [α, b] και g συνεχής στο [c, d]. Αν [ , ] [ , ],R a b c d= ×  δείξτε ότι  

                                ( ) ( ) ( ) ( ) .
b d

R a c

f x g y dxdy f x dx g y dy
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫∫ ∫ ∫  

 
13. Χρησιμοποιώντας διπλά ολοκληρώματα, προσδιορίστε το εμβαδόν μιας έλλειψης της οποίας οι 

ημιάξονες έχουν μήκος α και b αντίστοιχα. 
 
14. Έστω D το χωρίο ανάμεσα στον άξονα των y και την παραβολή 24x y 3.= − +  Υπολογίστε το 

3 .
D

x ydxdy∫∫  

15. Βρείτε τους όγκους των χωρίων που περικλείονται, 
a. Από την επιφάνεια  και από τα επίπεδα z=0 και z=10. 2z x y= + 2

b. Από τον κώνο 2z x y= + 2 και το παραβολοειδές  . 2 26 ( )z x y= − +

16.  Έστω D ένα χωρίο το οποίο ορίζεται σαν το σύνολο των σημείων  με 2( , )x y ∈ ( ) ( )x y xφ φ− ≤ ≤  και 
 όπου φ είναι μια μη αρνητική συνάρτηση, τέτοια ώστε ,a x b≤ ≤ ( , ) ( , )f x y f x y= − −  για κάθε 

( , ) .x y D∈  Δείξτε ότι ( , ) 0.
D

f x y dxdy =∫∫  

17.   Α. Για  ορίζουμε το δίσκο ακτίνας R, Υπολογίστε το 

ολοκλήρωμα    

0,R > 2 2 2 2{( , ) : }.RD x y x y R= ∈ + ≤
2 2( )

R

x y
R D

I e dx− += ∫∫ dy ,  και κατόπιν το όριο (γενικευμένο ολοκλήρωμα) lim RR
I I

→∞
= . 

Β. Για s>0, θεωρούμε το τετράγωνο Rs= [-s, s]x[-s, s]. Δείξτε ότι ( )2 2 2
2

( ) .
s

sx y x
s R s

I e dxdy e dx− + −

−
= =∫∫ ∫           

Γ. Δοθέντος ότι lim ss
I I

→∞
= , υπολογίστε το  (Είναι γνωστό ότι δεν υπάρχει μέθοδος 

2

.xJ e d
∞ −

−∞
= ∫ x

     υπολογισμού μιας αντιπαραγώγου της συνάρτησης 
2

( ) xf x e−= ). 
 

18. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα: 2 2 2 3/( )
dxdydzI

x y zΩ

=
+ +∫∫∫ 2 , όπου Ω το στερεό  μεταξύ των σφαιρών:  

        και . 2 2 2
1 : 9S x y z+ + = 2 2 2

2 : 1S x y z+ + = 6
 

 



Σύντομες απάντησες της Εργασίας 1 (Αν ΙΙΙ 07_08) 
 
1.  Α.  Συνάρτηση μήκους τόξου: ( )( ) 2 ,3sin 2 ,3cos 2t t t′ =r t , άρα 

             ( ) ( )' 2 2 2

0 0 0

2 36cos 2 36sin 2 40 2 10
t t t

s t r t dt t tdt dt t= = + + = =∫ ∫ ∫  

         Επομένως ( ) 10 / 20t s s= ,  οπότε η νέα φυσική παραμετρική παράσταση είναι: 

         ( ) 10 10 10,3sin ,3cos
10 10 10

s s s
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

q s . 

     Β. ( ) 10 2 10 / 6
3

s t t tπ π= = ⇒ =  ( ) 3 3 3/ 6 , ,
3 2 2
ππ
⎛ ⎞

⇒ = ⎜⎜
⎝ ⎠

r ⎟⎟ . Βρίσκεται και από την q . 

     Γ.  Από την :  q 10 3 3, cos , sin
10 3 310 10

d
ds

π π⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟⎟⎜

⎝ ⎠

qT , 3 10, ,
2 2

d
ds
d
ds

⎛ ⎞
= = − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

T

N
T
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          3 10 10 30, ,
10 20 20

⎛ ⎞−
= × = −⎜⎜

⎝ ⎠
B T N ⎟⎟ . Τα ίδια διανύσματα προκύπτουν και από την  με βάση  r

  τους τύπους (10) της σελ. 88 του βιβλίου. Τέλος καμπ/τητα 3
10

k = και στρέψη 1
10

σ = − . 

2. a) ( ) ( )' 2

2 '

1 0 0
,  ,  0 0k k k k k

k k k
kσ σ

σ
′ ′ ′ ′ ′ ′= = = + − + ⇒ = =

−
r T r N r N T B r r r  

 

     b) Όμοια ( ) (2 3 ' '

2 3 '

0 0

2 3
k k

k k k

σ
σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σσ

−
′ ′′ ′′′ ′= − − =

′ ′ ′′+ − + −
B B B )kσ− (είναι το ορθό. 

Λάθος στην εκφώνηση). 
  
     c) ( ) ( )' 'k k k kσ σ σ σN 2 2k σ′′⇒ = − −N N′ ′′= − + ⇒ = − − + + −N T B N T N B N

k

. 
 

3. Θέτοντας  έχουμε 1/R =
2dv v

dt R
= +a T N . (βιβλίο σελ. 89, παράδειγμα 4.5, τύπος (15)) 

  ( ) ( ) ( )' 23 2 1dsv t t t
dt

= = = +r , ( ) ( ) ( )2 218 1, 2 ,1t t t t t′ ′′× = − − +r r , ( ) ( ) ( )218 2 1t t t′ ′′× = +r r  

      
( )22

1

3 1
k

t
=

+
 , 

2

6v
R
= . Άρα  η επιτάχυνση ( )( ) ( ) 6 ,1,t t t′′= = −a r t έχει συνιστώσες 6 2dv t

dt
=  

(κατά το ) και 6 (κατά το ).T N ( )
( ) ( ) ( )2 2

2

2 1 , 2 ,1
2 1

t
t t t

t t
′

= = − +
′ +

r
T

r
, 

( ) ( )2
2

1 2 ,1 ,0
1

t t
t

= − −
+

N . 

 
4. Η αλλαγή παραμέτρου f  έχει παράγωγο ( ) 1 0f t′ = − < . Όμως από την έπεται η ( ) ( ( ))t f t=r q

( ) ( ( )) ( ) ( )t f t f t τ′ ′ ′ ′= =r q q− και άρα οι δύο παραστάσεις δίνουν αντίθετο προσανατολισμό στο 
κοινό τους ίχνος. Εφαρμογή: ( ) 3f t tτ π= = − , άρα 3t π τ= − , 



( ) ( ) ( )cos(3 ),sin(3 ) cos ,sinτ π τ π τ τ τ= − − = −q [ ],  , 2τ π π∈  που όντως διαγράφει τον κύκλο κατά 
την αντίθετη φορά από ότι η . (t)r
 
 
5. ( )3 2 2 2 4 2 (2 , 2 ,6 2 3x z xyz x y y x x y x y= + + + + +F , f )4 ,1,0gradf x=

0,0,1grad div =F ( )0, ,0rot x= −F

, , 

,  και 

1div z= +F

( ) ( ) ( ) 0div rot =F , 2 2( ) 6 2 2div f x z yz x y= + + +F . 
Αντικαθιστούμε στις αποδεικτέες.... 
6. a.  1 cos ,  sin ,  2 cosx t y t z t= + = = +  (Σχ. 1) 
   b. Απαλείφοντας το από τις δύο εξισώσεις η καμπύλη προκύπτει ως τομή του κυλίνδρου z
        και του επιπέδου 2 2( 1)x y− + =1 42x z+ = . Από αυτές τις δύο προκύπτουν οι  
       1 cos ,  sin ,  2 2cosx t y t z t= + = = − . (Σχ. 2) 

   c.  1 cos ,  sin ,  2
2

x t y t z= = =  (Σχ. 3) 

                  
    Σχ. 1    Σχ. 2     Σχ. 3 
 
7. Υπολογίζουμε χωριστά τα δύο ολοκληρώματα στα δύο τμήματα 1( ) (2 , ), [0,1]t t t t= ∈r  και 

 και αθροίζουμε: 1( ) ( 1,5 4 ), (1,3]t t t t= + − ∈r 1 2I I I= +   όπου 
1 1

1 1 10 0

5( ) ( ( )) 5( 2 )
2

I t f t dt t t dt′ ′= = −∫ ∫r r = −   

και
1 3

1 2 20 1
( ) ( ( )) 17(4 5 ) 12 17I t f t dt t dt′ ′= = − =∫ ∫r r −

 σχηματίζει αμβλεία γωνία 

<

. 

8.  1. Από το σχήμα φαίνεται ότι το εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης
με το διανυσματικό πεδίο και άρα 0′⋅ <F r  σε κάθε σημείο οπότε 
Ι<0.  
2.  άρα ( )( ) ( ) ( ) 2(sin ,0) sin ,cos sin 0t t t t t t′ = ⋅ − = −F r r

/ 2 2

0
sin ......

4
I tdt

π π
= − = = −∫  

( ) ( )( ) ( ) [ ]sin ,cos ,  0, / 2t t τ τ τ τ π= = ∈q r  , άρα 

( )( )
2

0

cos ,0 cos , sin
4r

J Fdr dt

π

πτ τ τ= = − =∫ ∫ I J⇒ = − . 

9. ( ) ( ) [ ]1 1: cos ,sin , ,  0, / 2AB t t t t t π= = ∈rγ ( ), 2 2: cos ,sin , ,  , 2
2 2

t t t tπ π π⎛ ⎞ ⎡ ⎤ΒΓΔ = = ∈⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
rγ  

( )3 3: 0, 1, ,  
2 2

t t t 0,π π⎛ ⎞ ⎡ΔΕ = = − − ∈⎜ ⎟ ⎢⎝ ⎠ ⎣
rγ ⎤

⎥⎦
.                                                       ,   



Τότε 
2 2

1 2 3 2I I I I π π
= + + = − − = −2

8 8
.                         

 

10. 
( )
( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2

1

'
2 2' ' ' '

'

t b b

r t a a

t
I d t dt x t x t dt t dt

t
= ⋅ = ⋅ = + = =∫ ∫ ∫ ∫

r
T r r r

r
L , δηλαδή είναι το 

μήκος της καμπύλης. 
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