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������� ������� ����� �!"���� #"�$ � =� � � ��� � : � −→ �′ �%��
%��&�"%'� �%��$�� ('�� � � ��)���*���� ��' � � ���'�� �(�)� � �+�!���
���� =� �� �, �+�
��! +���%��� � � � ��� ������� )����' ������� �, ���
 ���'�� 	
� =� �(�) � ����� %�� �+�
��! +���%��� � � �′� -�, ����
���,
|�| = � ��� � = ��, �'�� |���� | = � ��� |	
� | = ��

-� ��.%� �� ��/��� 0�� 
 ≥ 0 �1�+%�� �(��) = �(�� · · · � � �����
= �(�)�(�) · · · �(�) =

�(�)�� 0�� 
 � 0 �1�+%�� �(��) = �(�−1�−1 · · · �−1 � �����
= �(�)−1�(�)−1 · · · �(�)−1 =

(�(�)−1)−� = �(�)��

�� #1�+%�� �(�) = [�], �� ������� %���� ��+ �� ('���
�(�1 + �2) = [�1 + �2] ≥ [�1] + [�2] = �(�1) + �(�2)� 0�� ��������%�,
[3� 6 + 1� 7] = 5 � [3� 6] + [1� 7] = 4� -�� � '1� �%�%��&�"%'��

�� � � ����� �%�%��&�"%'� ��'��� �(�1�2) = |�1�2| = |�1||�2| = �(�1)�(�2)�

�� #1�+%� �(0) = �(2) = �(4) = 0 ∈ ��2 ��� �(1) = �(3) = �(5) = 1 ∈ ��2�
� � ����� �%�%��&�"%'� ��'���

�(�) + �(�) = 0 + 0 = 0 = �(� + �)� �� �� � ������
�(�) + �(�) = 0 + 1 = 1 = �(� + �)� �� � ������� � ������'�
�(�) + �(�) = 1 + 1 = 0 = �(� + �)� �� �� � ��������

�� #1�+%� �(0) = �(2) = �(4) = �(6) = �(8) = 0 ∈ ��2 ���
�(1) = �(3) = �(5) = �(7) = 1 ∈ ��2� � � ��� ����� �%�%��&�"%'� ��'���
0 = �(0) = �(9) = �(8 + 1) �= �(8) + �(1) = 0 + 1 = 1�

�� � �(�) = 2� ����� �%�%��&�"%'� ��'���
�(�1 + �2) = 2�1+�2 = 2�12�2 = �(�1)�(�2)�

�� � �(�) = �−1 ��� ����� �%�%��&�"%'� ��'���
�(�1�2) = (�1�2)

−1 = (�2)
−1(�1)

−1 �= (�1)
−1(�2)

−1 2���'� ��� � �3�
���!4�

�



��� � �(�) = ��(�) ����� �%�%��&�"%'� ��'���
�(� + �) = ��(� + �) = ��(�) + ��(�) = �(�) + �(�)�

��� #"�$ �%�%��&�"%'� � : �� −→ ��� #&'"�� 	
� ≤ ��,  ���'�� )�
����� � � %��&!� 	
� = ��� = {�
 | 
 ∈ ��}� 0�� �� ����� � � ��� ��+
��, )� ������ 	
� = �� =� +1 �=� −1 �, ��� � = +1 ! � = −1� -��
+���1�+� �.� ���%��&�"%�� ��+ �� "�� ��� � �1, %� �1(1) = 1, � 
��!  
��+�����! �����'��" , ��� � �2, %� �2(1) = −1, ��+ ��������*�� ��)� �������
"��� ����)��' ��+�

��� ��$� "� � -"� " �5, ��� ���� �%�%��&�"%' � : �� −→ �� )� �����
	
� = ��� =� � �= {�
 | 
 ∈ ��}� -�� ��� ��)� � ∈ �� +���1�� ����
�%�%��&�"%'� �� : ��−→ ��, � ������ ��)���*���� ��' �� ��(1) = �� 2('��
�(
) = �
 ��� ��)� 
 ∈ ���4

��� #����! �� =� +1 � ��� � � ��)���*���� ��' � � ���'�� �(1) 2�'��
�(�) = ��(1) ∈ ��24, )� ����� ���� �(1) = 0 ���� �(1) = 1� -�� +���1�+� �.�
�%�%��&�"%�� ��+ �� "�� ��2� � �����%%���� ��� ������� ��+ ��������*�� ��+�
�������.� "�� 1 ��� ��+� �����+� "�� 0�

��� �′ ��'���� 6� ������ �	(�) = �� �%$� �	(�) = �� = �� -�� �	
�%�%��&�"%'� %'�� ��� � = �, � 
��! � ��+�����'��

3′ ��'���� #"�$ �� � ∈ �� 6� ������ �	(��) = �	(�)�	(�) ⇐⇒ �(��) =

(��)(��)

���
���⇐⇒ � = �, � 
��! � ��+�����'��

7����!� " � 8 �	 ����� ��� ��� ��)� � ∈ ��

��� 6� ������ �	(��) = �	(�)�	(�)� #1�+%�� �	(��) = �(��)�−1 = �����−1 =
���−1���−1 = �	(�)�	(�)� -�� �	 �%�%��&�"%'� ��� ��)� � ∈ ��

��� �� #"�$ � : � −→ �′� #&'"�� |�| = 6, )� ����� |����| = � ! � ! � ! ��
-� |����| = 6 �'�� 	
� = {�′} =⇒ |	
�| = 1, �����, �&'"�� �1�� +����)��
|	
�| = 4� -� |����| = 3, ��' �� 6�%�
�/��� 6�/� %� �%�%��&�"%�.,
|������| = 2 = |	
�|, �����, �&'"�� |	
�| = 4� �%��� ������������� ���
�� +�'
����� ������/"����

��� #"�$ '�� +���1�� % �����%%���� �%�%��&�"%'� � : ��12 −→ ��5�

�′ ��'���� #&'"�� ��12 =� 1 � ��� � �%�%��&�"%'�, ������ '�� � � ���

)���*���� ��' �� �(1), � 
��! �(
) = 
�(1) ∈ ��5� -� �(1) = 0, �'��

�



�(
) = 0 ∀ 
 ∈ ��12, ��� ��� � �����%%����, ������ #"�$ �(1) = 1 ∈ ��5�
('�� �(0) = �(12) = 12 = 2 �= 0, ����� 2�&'"�� ����� �(0) = 04� �%���, ��
�(1) = 2 ! 3 ! 4 ∈ ��5�

3′ ��'���� #����!��� � ≤ �, )� �1�+%� 2��' 6�/� %� 9:;<:=;>4 '�� |���� | | |�| =
12� -� |���� | = 12, �'�� 	
� = {�}, ��� ��� � �����%%����, ������ -�
|���� | = 6� 4� 3� 2 ����"���1�, �'�� 2��' 6�/� %� �%�%��&�"%/�4 |	
� | =
2� 3� 4� 6 ����"���1�� �%$� 	
� ≤ �, ��� |	
� | | 5, ������

��� #"�$ � : ��12 −→ ��4 % �����%%���� �%�%��&�"%'�� #&'"��
��12 =� 1 � ��� � �%�%��&�"%'�, ������ '�� �(
) = 
�(1) ∈ ��4� #&'"��
� % �����%%���� �(1) �= 0� #"�$ �(1) = 1 ∈ ��4� ('�� �(0) = �(12) =
12 = 0 ∈ ��4 ��� � � ���*�� �%�%��&�"%'� #"�$ �(1) = 2 ∈ ��4� ('��
�(0) = �(12) = 24 = 0 ∈ ��4 ��� � � ���*�� ��
� �%�%��&�"%'� #"�$, ��
��,
�(1) = 3 ∈ ��4� ('�� �(0) = �(12) = 36 = 0 ∈ ��4 ��� � � ���*�� ���" �
�%�%��&�"%'�

��� #"�$ � : ��3 −→ �� % �����%%���� �%�%��&�"%'�� #&'"�� ��3 =� 1 �
��� � �%�%��&�"%'�, ������ '�� � � ��)���*���� ��' �� �(1), � 
��! �(�) =
��(1)� #"�$ �(1) = 
 ∈ ��� #&'"�� � % �����%%����, )� ������ 
 �= 0�
('�� '%$� �(0) = �(3) = 3
 �= 0, ������

��� ? ��%� % �����%%��� �%�%��&�"%' � : ��3 −→ �3� #&'"�� ��3 =� 1 �
��� � �%�%��&�"%'�, ������ '�� � � ��)���*���� ��' �� �(1), � 
��! �(
) =
�(1)�� �� �&'"�� � % �����%%����, )� ������ �(1) �= ��� 7���� ��.%� �/��
'��  ���

�""�+"� +���%��� �3 = {��� (123)� (132)} � � �3 ����� �+�
��!�
�3 =� (123) �}� ��'��, ���*����� �(1) = (123) 2������ �(2) = (132) ���
�(0) = ��4, �1�+%� '�� � �%�%��&�"%'��

��� ? ��%� % �����%%��� �%�%��&�"%' � : �� −→ �3� ���*�+%� � : ��−→
��3, ��"� /"�� �(
) = 
� � � ����� �%�%��&�"%'� ���")����/� �%��$�� 
� 
"+��1��� ���*�+%� � = � ◦ � , '��+ � � �%�%��&�"%'� � � -"� " � �5� � �
����� �%�%��&�"%'�, $� ".�)�" �%�%��&�"%/�, ��� ����� % �����%%�����

��� ? ��%� % �����%%��� �%�%��&�"%' � : �4 −→ �3�

7���� ��.%� '��  �%��� �4 ��������� ��' %�� ����
�" , �"�$ � � �, ���
%�� "���&! "�� �������, � � �, � 
��!  �4 �1�� � � ����"��" � �4 =�
�� � | �2 = �� �4 = � �� -�������*�+%� ���@ ��1�� � � �4 "� � �%��� ��2,
%�"$ ��'� �%�%��&�"%�. �, ������+ /"�� �(�) = 0 ��� �(�) = 1� 
� "+��1���

�



��������*�+%� � � ��2 "� � �3 %�"$ ��+ �%�%��&�"%�. �, ��"� /"�� �(0) = ��
��� �(1) = (12)� ('��,  ".�)�" �◦� ����� ���� % �����%%���� �%�%��&�"%'��

��� ? ��%� % �����%%��� �%�%��&�"%' � : �3 −→ �4� 7���%���,  ��+���
���! �����'��" �� ����� ���� % �����%%���� 2���, '1� ���4 �%�%��&�"%'��

��� ? ��%� % �����%%��� �%�%��&�"%' � : �4 −→ �3� 7���%���, ���������
*�+%� ���@ ��1�� � � �4 "� � ��

��
�"��"���! �%��� {+1�−1}, %�"$ ��+
�%�%��&�"%�. ����, ��+ � � ��)� %���)�"  ∈ �4 � � ����"���1�� "�� ��'�
" %' � � ����( )� 8 {+1�−1} ����� �"�%��&��! %� � � ��2 2����"���1�.%� ��
+1 "�� 0 ��� �� −1 "�� 04� 
� "+��1��� ��������*�+%� � � ��2 "� � �3 %�"$
��+ �%�%��&�"%�. � � � -"� " � ��� 8 ".�)�" ����� ���� % �����%%����
�%�%��&�"%'��

7����!� " � 0����� ��� � ≥ 5, � ���� �������	 
�����
� ��� �� ����� � ��,
��� � %'��� % �����%%���� �%�%��&�"%'� ����� �� ��'" %� ���� : �� −→
{+1�−1}, ��+ �1�� �+�!�� ���(����) = ���

-

�� �"�!"����

�� 8 �����'��" ��� : (�!�(	")� ·) −→ (	"∗� ·) ����� ���%��&�"%'� �%��$�,
��'��� ���(��) = ���(�)���(�)� � �+�!��� ���(���) = �#�(	") := {� ∈
�!�(	") | ���� = 1}�

�� A����� ���� ��� �%�%��&�"%' � : �4 −→ �4�

B���� �� 7�������%� C, "�
� DE, '��+ ����"���1�� "+%%������ � � �4 "�
%���)�"��� � � �4, ".%&$�� %� � � ������" ��)� "+%%������ "��� )�"��� �$�
��""��$� ���+&/�� (� ".��
� �+�/� �$� ���/ %���)�"�$� ����� +���%���
� � �4 ���  ����"���1�" ����� �%�%��&�"%'��

�� 0�����."��� � � �������$ �"� " "� ��� �%�%��&�"%' � : �� −→ ���

�� A����� ���� ��� �%�%��&�"%' � : $4 −→ �4�

��$� "� � -"� " �4, ����� ��
� �� 7�������%� C, "�
� DE, '��+ ����"����
1�� "+%%������ ��+ ������/��+ "� ���/ %���)�"��� � � �4� (� ����

 
'�
���%%� �1�� %'�� ��""����� "+%%������, ��@ �+�' �������*'%�"�� "�� +��".�
��
� {�0� �2� %1� %2} = $4� (� ".��
� �+�/� �$� ��""��$� %���)�"�$� �����
+���%��� � � �4 ���  ����"���1�" ����� �%�%��&�"%'��

�



�� 8 �����'��" � : (��6�+) −→ (��3�+) %� �(�) =  �
�" 2FGHIJG 34 ��+
+��
����+ � � ������" � ��+ � ��� 3 ����� ���%��&�"%'� �%��$�� 7���%����
�(0) = �(3) = 0 ∈ ��3, �(1) = �(4) = 1 ∈ ��3 ��� �(2) = �(5) = 2 ∈ ��3, ���
��� ��)� ���
��! "���1��$� �� � ∈ ��6 �"1.�� �(�)+�(�) = �(� + �)� 2
.������
%� -"� " ��4

�� 8 �����'��" � : (���+) −→ (����+), ������ /"�� �(�) =  �
�" 2FGHIJG
�4 ��+ +��
����+ � � ������" � ��+ � ��� �, � 
��!�

�(�) = �mod� = � ∈ ���

����� ���%��&�"%'� �%��$�� 7���%����
#"�$ �1� �2 ∈ ��%� �1 = &1�+�1 ��� �2 = &2�+�2, '��+ 0 ≤ �1� �2 � �� ('��
�(�1+�2) = �(�1+�2) = (�1+�2) mod� = �1 mod�+�2 mod� = �(�1)+�(�2)�
� �+�!��� ���� = {'� | ' ∈ ��} = ����

7����!� " � #&'"�� �� =� 1 �, �� : (���+) −→ (����+) �%�%��&�"%'�,
������ '�� � � ��)���*���� ��' � � ���'�� ��+ 1, � 
��! �(�) = ��(1) ∈ ����
�@ �+�' �� "������', � �������$ �%�%��&�"%'� � ��)���*���� ��' � �

�(1) = 1 ∈ ���

7���%���, �'��� �(�) = ��(1) = �1 = � ∈ ���(

�� #"�$  �����'��" � : (���+) −→ (����+),  ����� ���*���� %�"$ � ��

�(1) = 
 ∈ ���

��� 
 �= 1� 0� 7'�� �����  � �%�%��&�"%'�K

�� -� ���"��)!"�+%� �� �����&�
��/"�+%� ��� �� ������."�+%� ',�� %�)�%�
��� �%�%��&�"%�.� �+�
��/� �%��$� 2-"�!"��� 3�3
��+ �, C, ��, �C, �D, ���
�� �������$4�

#"�$  �����'��" � : (����+) −→ (����+) ��� �"�$

|����| = ��

'��+
 = �� 2�&'"������ ≤ ���4� 0�� �� �����  � �%�%��&�"%'� )� ������,
��' �� 6�%�
�/��� 6�/� %� �%�%��&�"%�. 2������ ∼= 	
�4, �� �"1.��

|	
�| = |��������| = �(

�� �&'"�� 	
� ≤ ���, )� ������ � � �� ������� ��� ��� �� -��, ��� � �= 1, )�
������ (
��) �= 1�

C




� � ������ ������$" '��+ � = 
 ����� 	
� = {0} ��� ��'������ �����
��� ��� �����%%��� �%�%��&�"%'� 
� � ������ ������$" '��+ � = 1 �����
���� = {0} ��� ��� � ���� ('�� )� ������ � 
 �� ������� ��� ��

	"1.�� ��� �� ����"���&�� �� 
 = �� ��� � = ��, +���1�� +���%��� ) � �
��� ��L � � ��� +���%��� * � � ��� ��L � � 2�&'"�� ���, ��� �+�
����4� 8
* ����� �+�
��! 2$� +���%��� �+�
��!�4, ��� )� ����� �"�%��&��! %� � � ����
-�' � � �

 , �� � ".%�
��� � � ) �����
�.� �%��� ��L � �, � � �%����
� 
��� ����),  ����� ����� ���" � �+�
��! 2�����K4, ��� �"�%��&��! %� � �
���� 
� "+��1��� ����"��+�*�+%� �"�%��&�"%�.��
� : ����) −→ ��� ��� � : * −→ ���� ('�� �−1 ◦ � : ����) −→ *
����� �"�%��&�"%'�� (�
��, )�$��.%� ��� &+"��' ���%��&�"%' + : ��� −→
����), ��+ ���*���� %�"$ � � +(�) = � + , 23
� "�
� ��54� 26+% )���� '��
(�1 + )) + (�2 + )) = (�1 + �2) + )�4('�� �

� =: �−1 ◦ � ◦ + : (����+) −→ (����+)

��"� /"�� �(�) = �−1 ◦ �(� + )) ����� �%�%��&�"%'� %� ���� = ) ���
	
� = * � -���

∃ % �����%%���� �%�%��&�"%'� � : (����+) −→ (����+) ⇐⇒ (
��) �= 1

(�
��, �"�$ �%�%��&�"%'� � : (����+) −→ (�� ∗)� #&'"�� 	
� =�

�(1) �, �+�
��! +���%��� � � �, ��� �� +���1�� % �����%%���� �%�%��&��
"%'�, )� ������  � �� �����1�� %�� �+�
��! +���%��� ��L � � = 
�|����|�
2A
� ��� ��������%� -"� " �5�4 ('�� 	
� ∼= ���, ��� "+��1�*�+%� � �
����"��+! '�$� ��� ��+%��$��

�� #"�$ (
��) �= 1 ��� �"�$  �����'��" � : (����+) −→ (����+) %� �(�) =
 �
�" FGHIJG � ��+ +��
����+ � � ������" � ��+ � ��� �, � 
��!�

�(�) = �mod�

7'�� ����� � � �%�%��&�"%'�K

7��"�1!M �mod
 �= �mod�, ��@ �+�' ��� ����������� �� ���N�+%� �(�) =
� ∈ ���� 2#�/ �+�' !��� �+���' "� � �44�

#&'"�� ��� =� 1 �, �� ����� � �%�%��&�"%'�, )� ��)���*���� ��' � �
���'�� ��+ 1, � 
��! �(�) = ��(1) ∈ ���� �@ �+�' �� "������', � �������$
�, �� ����� �%�%��&�"%'�, )� ��)���*���� ��' � �

�(1) = 1 ∈ ���

�



7���%���, �'��� �(�) = ��(1) = �1 = � ∈ ���� �%$� �'�� 	
� =� 1 �=
���, ��� |	
�| ������� ��� 
� -�� )� ������ �|
�
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�� �′ ������� � 2 � × � 2 �=
{(0� 0)� (0� 2)� (0� 4)� (0� 6)� (0� 8)� (0� 10)� (2� 0)� (2� 2)� (2� 4)� (2� 6)� (2� 8)� (2� 10)} 
!�" #�� | � 2 � × � 2 � | = 12� 	��$%� |��4×��12| = 48� ��� ��� &�'�%(�
)*+,*-+. /0�1(� 2 $3(���!��

4′ ������� (��4 × ��12) � (� 2 � × � 2 �) ∼= ��4� � 2 � ×��12� � 2 �= ��

��5 ��'�� ���#6�5�� % !1!�"!7 �(#�� � 2 �= {0� 2}� 
��5 ��3����
���#6�5�� % !1!�"!7 �(#�� � 2 �= {0� 2� 4� 6� 8� 10}� ��� [��4 :� 2 �] = 2
!�" [��12 :� 2 �] = 2� ��� |�| = 2 · 2 = 4 !�" � ∼= ��2 × ��2�

�� � (2� 1) �= {(0� 0)� (2� 1)} !�" #�� | � (2� 1) � | = 2� 	��$%� |��4×��2| =
8� ��� ��� &�'�%(� )*+,*-+. /0�1(� 2 $3(���!��

�� {0}×��5 = {(0� 0)� (0� 1)� (0� 2)� (0� 3)� (0� 4)} #�� |{0}×��5| = 5� 	��$%� 
|��3 × ��5| = 15� ��� ��� &�'�%(� )*+,*-+. /0�1(� � $3(���!��

�� � (4� 3) �= {(4� 3)� (8� 6)� (0� 9)� (4� 12)� (8� 15)� (0� 0)} !�" #�� | � (4� 3) � | =
6� 	��$%� |��12 × ��8| = 12 · 8� ��� ��� &�'�%(� )*+,*-+. /0�1(� 16 $3�
(���!��

�� � 4 �= {0� 4� 8} #�� 5+ � 4 �= {5� 9� 1}(= 1+ � 4 �)� 8'�� /0�1(��
2(5+ � 4 �) = (5+ � 4 �) + (5+ � 4 �) = 10+ � 4 �= {10� 2� 6} �=� 4 � 
3(5+ � 4 �) = (5+ � 4 �) + (5+ � 4 �) + (5+ � 4 �) = 3+ � 4 �=
{3� 7� 11} �=� 4 �� 8/��� 4(5+ � 4 �) = 8+ � 4 �= {8� 0� 4} =�

4 �� ��� % �#9% ��1 $1(���!�1 5+ � 4 � $�%5 �(#����%��!� ��12

�4�
��5�" 2�

:���$�07; % �#9% ��1 $��"0���1 < $�%5 ��12 ��5�" ��� �����%�7$�� ��" % �#9%
��1 $1(���!�1 ��1 < ������� �%5 �#9% ��1 $��"0���1 <�=

��� � (1� 1) �= {(1� 1)� (2� 2)� (0� 3)� (1� 4)� (2� 5)� (0� 0)}� 8'�� /0�1(��
(2� 1)+ � (1� 1) �= {(0� 2)� (1� 3)� (2� 4)� (0� 5)� (1� 0)� (2� 1)}
�=� (1� 1) � �>�$�5 (2� 1) �∈� (1� 1) ��
2[(2� 1)+ � (1� 1) �] = (1� 2)+ � (1� 1) �= {(2� 3)� (0� 4)� (1� 5)� (2� 0)� (0� 1)� (1� 2)}

�



�=� (1� 1) � �>�$�5 (1� 2) �∈� (1� 1) ��
3[(2� 1)+ � (1� 1) �] = (0� 3)+ � (1� 1) �= {(1� 4)� (2� 5)� (0� 0)� (1� 1)� (2� 2)� (0� 3)}
=� (1� 1) � �>�$�5 (0� 3) ∈� (1� 1) �� ��� % �#9% ��1 $1(���!�1 ��5�" ��
:�����%�7$�� ��" ��5 0��"#$�%!� 5� >�#$�1(� $�� $��"0��� (0� 0) (�5� ��	

�
��
	�	 �	� (0� 0)�=

��� �′ ������� 	0�1(� [�� : ��] = 2� �5 	 ∈ �� �%���7 	 #��"� ����
	�� = �� = ��	� �5 	 �∈ �� �%���7 	 ���"��7 ���� 	�� = �� \�� �>�$�5
�� $3(���!� �%� �� ��5�" �3� !" �>�$�5 �� $3(���!� ("�� 1���(#��� �"�(��
��?�15 �%5 �(#��� �(�"� /0�1(� ��	 = �� \ ��� ��� $� !#@� ������A$% 
��9"# !�" ��"$���# $3(���!# ��1��?�5��" #�� �� 
 ��� :B�/�� !�" �$!%$%
�2 $��� ����=

4′ ������� � ���"!�5"$% ��
� : �� −→ {+1�−1} % ����� ���"!�5�?�" !#@�
(��#@�$% $�� ���$%(� �%� :4�� �$!%$% �2 $��� �2�= ��5�" �(�(��>"$(��
!�" ���(��
�) = �� �>�$�5 !#@� #��"� (��#@�$% :!�" (�5�5= /0�" ���$%(�
+1� ��� �� 
 ���

��� �= 	0�1(� ��" :$��� ��� �$!%$% ��= ��" % � = {� ∈ � | ���(�) � +∞}
��5�" 1���(#�� �%� �� ��� ��"�7�"� ��5�5"!��%��� ��!�� 5����� 
−1�
 ∈ �
6"� !#@� 
 ∈ � 6"� !#@� � ∈ � � �(A� % �#9% !#@� $1?16�3� �5�� $��"0���1
"$�3��" (� �%5 �#9% ��1 $��"0���1� ��� ���(
−1�
) = ���(�) #�� 
−1�
 ∈ �  
!�" #�� � !�5�5"!7�

4= C"� 5� ��5�" % ��� ���3@��% $��/D%� @� ��/��" 5� (%5 ���"/0�" $��"0���
:�%���7 $3(���!�= ������$(/5%� �#9%� �!��� ��� �� �1�/���� :�� �����
��5�" % 1���(#�� � =� 	$�A ��"��5 ���(
� ) = � 6"� !#��"� 
 �∈ � � �%���7
(
� )� = 
�� = � � �$��35�(� 
� ∈ �  #�� (
�)� = 
�� = � 6"� !#��"�5
@��"!� �!/��"� �� �1�� $%(��5�" ��" 
 ∈ �  #�����

��� 	$�A � ∈ �� 	#5 � ∈ � ���� !�" �� ∈ � �>�$�5 � ≤ �� 	$�A �'��
� �∈ �� 8��� �� �= �� � �(#����%��!� ��� ��5�" ������$(/5%� �#9%� ��
��� ��� &�'�%(� )*+,*-+. % �#9% ��1 $1(���!�1 �� /$�A � @� �"�"���
��5 �� 	��(/5A� (��)� = (��)� = � ⇐⇒ ��� = � ⇐⇒ �� ∈ ��

��� 	$�A ��
� 6"� � ∈ � ���1 � (�� �"!�6/5�"� ��"!�'5 !�" /$�A � ∈ ∩����
�$��35�(� � ∈ ��∀� ∈ �� 	>�$�5 �� 
 � ��� ��"�7�"� ��5�5"!��%��� @�
��5�" 
−1�
 ∈ �� 6"� !#@� 
 ∈ � !�" 6"� !#@� � ∈ �� ��� 
−1�
 ∈ ∩��� !�"
#�� �#�" ��� ��"�7�"� ��5�5"!��%��� ∩��� 
 ��

�



��� 	$�A ��� ≤ � !�" � 
 �� &����� � ∩ � 
 �� 	$�A � ∈ � ∩ � !�"
� ∈ �� 	>�$�5 � 
 � @� ��5�" ��� ��"�7�"� ��5�5"!��%��� �−1�� ∈ � �
	��$%� �−1�� ∈ �� ��� �−1�� ∈ � ∩ � 6"� !#@� � ∈ � ∩ �  6"� !#@�
� ∈ �� ��� ��� ��"�7�"� ��5�5"!��%��� � ∩� 
 ��

�(A� % � ∩� (����� 5� (%5 ��5�" !�5�5"!7 $�%5 ��

��0��= 	$�A � ≤ � �0" !�5�5"!7 !�" /$�A � = �� 8��� � ∩ � = � �0"
!�5�5"!7 1���(#�� �%� ��
��0��= 	$�A � = �4 � = �4 � = {�� (123)� (132)}� 8��� � ∩� = � �0"
!�5�5"!7 1���(#�� �%� �4 �>�$�5 (34)−1(123)(34) = (124) �∈ ��

����� �$!7$�"��

�� 	0�1(� ��" :E1��#�"� §���= ��" % ���"!�5"$% � : (���+) −→ (����+) (�
�(�) = � := �mod� ��5�" ��"(��>"$(�� �(#�A5 (� ���� = {�� | � ∈ ��} =
��� !�" /0�1(� ������∼= ����

�� 
�� ���#��"6(� � $��� ��� (����7@%!� % �(#�� �A5 $1(���!A5 �%�
1���(#��� � =� 3 � �%� ��6� ��� |��6� � 3 � | = 2 =⇒ ��6� � 3 �∼=
��2� 	5�� �(�(��>"$(�� � ��1 5� /0�" �%5 � 3 � 6"� �1�75� ��5�" � � :
(��6�+) −→ (��2�+) (� �( ) = �� 1����"�� �%� �"����$%� ��1  �"� 2�

�� 	0�1(� ��" :E1��#�"� §���= ��" % ���"!�5"$% ��! : (�"�(�#)� ·) −→ (�#∗� ·)
��5�" ��"(��>"$(�� �(#�A5 (� ���(��!) = �$�(�#) := {� ∈ �"�(�#) |
��!� = 1}� ��� �$�(�#) 
 �"�(�#)�

�� ���9�� ��" �"�(�#)��$�(�#) ∼= (�#∗� ·)�

� 
�(�����3��1
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 ��
��� � ���
��� � ������� ��� � ���

��� ���� � � = {� ∈ �� | |�| = 1} !"# �� =� �� = ���(2�
�

) + 	 �	
(2�
�

) �=
{��� | � ∈ {0
 1
 � � � 
 
− 1}}� �$�%"&'� �� � � � (" )* +��!" ,-� ���� ��&"#
,-�  �$%.��

��� = {���� | � ∈ {0
 1
 � � � 
 
− 1}}
/#" � ∈ � � � 0� � = ���1 2+�� 0 ≤ � � 2�� 
& � ≥ 2�

�
1 ,2,� �+3$��#

� ∈ {1
 � � � 
 
 − 1}1 ,4,�#� '),� � = ��� �
��1 /#" 0 ≤ � � 2�

�
� 
$" ��� =

����
���� = ������ 
$"1 4&" )*&��� �!+$�)'+0& ,0& )� +�2!0& ��&"# ,� � =

{��� | 0 ≤ � � 2�
�
}� 	�0 �,$#!31 ,� )* +��!� ,�� ),�#����� ��� "+�,����,"#

"+2 
 )- ��" ),�& ,$#/0&� �,$#!2 !*!��1 !�$�%4� !"&�&#!�* 
�/'&��1 ,"
�+��" ��&"#  �,"%�$4� ,0& )- ��0& ,-� �� !",3 /0&�" ��

��� �),0 � : � −→ �′ � � �$%#) 2� !"# 4),0 � � �� 5���2� - �(�) ��&"#
!"&�&#!. �+�� 3�" ,-� �#!2&"� �(�)� �$3/ ",#1 4),0 � ∈ � !"# � ∈ � �

(2,� �(�) ∈ �(�) !"# �(�) ∈ �(�)1 !"# 4��� �� �(�)−1�(�)�(�)
�����	

=

�(�−1)�(�)�(�)
� ����	

= � (�−1��) ∈ �(�)1 �#2,# �−1�� ∈ � 6�%2)�& � ∈ � �
�7� 
$"1 "+2 �$#,.$#� �"&�&#!2,-,"�1 �(�) � �(�)�

�$�)��.8 � �(�) ��& 4+�,"# 2,# ��&"# !"&�&#!. �+�� 3�" !"# ��2!�-$-� ,-�
�′�

��� �),0 � : � −→ �′ � � �$%#) 2� !"# 4),0 � ′ ��′� 5���2� - "&,�),$�%-
�#!2&" �−1(� ′) ��&"# !"&�&#!. �+�� 3�" ,-� �� �$3/ ",#1 4),0 � ∈ � !"#
� ∈ �−1(� ′) ⇐⇒ �(�) ∈ � ′�

(2,� 4��� �� �(�−1��)
�����	

= �(�−1)�(�)�(�)
� ����	

= �(�)−1�(�)�(�) ∈ � ′1
�%2)�& �(�) ∈ � ′ � �′� 
$"1 "+2 �$#,.$#� �"&�&#!2,-,"�1 �−1(� ′) � ��

�� �" +$�+�*���
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