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1. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι μετρήσιμη, να αποδειχθεί ότι για κάθε σύνολο Borel B ⊆ R το f−1 (B)
είναι μετρήσιμο σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω

M =
{
A ⊆ R : f−1 (A) ∈M

}
,

όπουM είναι η σ-άλγεβρα των Lebesgue μετρήσιμων υποσυνόλων του R. Θα αποδείξουμε ότι ηM είναι μια

σ- άλγεβρα στο R η οποία περιέχει τα σύνολα Borel. Πράγματι, επειδή f−1 (R) = R, το R ∈ M. Αν A ∈ M,
τότε f−1 (A) ∈M οπότε και το

(
f−1 (A)

)c = f−1 (Ac) ∈M. Επομένως Ac ∈ M (Ac
είναι το συμπλήρωμα

του A στο R). Αν An ∈ M, n ∈ N, τότε f−1 (An) ∈ M οπότε και
⋃∞

n=1 f−1 (An) = f−1 (
⋃∞

n=1 An) ∈ M.
΄Αρα,

⋃∞
n=1 An ∈ M.

Επειδή η f είναι μετρήσιμη συνάρτηση, τα ανοικτά σύνολα ανήκουν στη σ- άλγεβρα M. ΄Ομως η Borel σ-
άλγεβρα B είναι η μικρότερη σ- άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά σύνολα του R και επομένως B ⊂ M.

2. Υποθέτουμε ότι η f : E → [−∞,∞] είναι μετρήσιμη συνάρτηση, E ∈M. Αν α, p > 0, τότε

m ({x ∈ E : |f (x)| > α}) ≤ 1
αp

∫
E

|f (x)|p dm(x) .

Λύση. Αν Eα := {x ∈ E : |f (x)| > α}, το Eα είναι μετρήσιμο υποσύνολο του E και επομένως∫
E

|f (x)|p dm(x) ≥
∫

Eα

|f (x)|p dm(x) ≥
∫

Eα

αp dm(x) = αpm (Eα) .

3. ΄Εστω

fn :=
1
n2

χ[0,n2] , για κάθεn ∈ N .

Να αποδειχθεί ότι limn→∞ fn = 0 ομοιόμορφα στο R και ότι
∫

R fn dm = 1, για κάθε n ∈ N. Γιατί δεν
εφαρμόζεται το θεώρημα της κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue, το θεώρημα της φραγμένης σύγκλισης
και το θεώρημα της ομοιόμορφης σύγκλισης;

Λύση. Επειδή

sup
x∈R

|fn (x)| = sup
x∈R

∣∣∣∣ 1
n2

χ[0,n2] (x)
∣∣∣∣ =

1
n2
−−−−→
n→∞

0 ,

limn→∞ fn = 0 ομοιόμορφα στο R. Επίσης,∫
R

fn dm =
∫

R

1
n2

χ[0,n2] dm =
∫

[0,n2]

1
n2

dm = 1 , για κάθεn ∈ N .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫
R

fn dm = 1 6= 0 =
∫

R
lim

n→∞
fn dm .

Το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue δεν εφαρμόζεται γιατί δεν υπάρχει συνάρτηση g ∈
L1 (R) τέτοια ώστε |fn (x) | ≤ g (x), σχεδόν παντού στο R. Παρότι για κάθε x ∈ R είναι |fn (x)| ≤ 1, n ∈ N,
το θεώρημα της φραγμένης σύγκλισης δεν εφαρμόζεται γιατί m (R) = ∞. Για τον ίδιο λόγο δεν εφαρμόζεται
και το θεώρημα της ομοιόμορφης σύγκλισης.
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4. Αν f ∈ L1 (R), να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
[−n,n]

(
1− |x|

n

)
f (x) dm(x) =

∫
R

f (x) dm(x) .

Λύση. Είναι ∫
[−n,n]

(
1− |x|

n

)
f (x) dm(x) =

∫
R

(
1− |x|

n

)
f (x) χ[−n,n] (x) dm(x) .

Αν

fn (x) :=
(

1− |x|
n

)
f (x)χ[−n,n] (x) ,

η (fn) είναι ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων με limn→∞ fn (x) = f (x) και |fn (x)| ≤ |f (x)|, για κάθε
x ∈ R. Επειδή f ∈ L1 (R), από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
[−n,n]

(
1− |x|

n

)
f (x) dm(x) = lim

n→∞

∫
R

fn (x) dm(x) =
∫

R
f (x) dm(x) .

5. ΄Εστω f ∈ L1 [0, 1] και A = {x ∈ [0, 1] : f (x) ∈ Z}. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο A είναι Lebesgue μετρήσιμο
και ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

|cos (πf (x))|n dx = m (A) .

Λύση. Επειδή το Z, καθώς επίσης και κάθε υποσύνολο του Z είναι ένα σύνολο Borel, από την άσκηση 1
το A ∈M. Παρατηρούμε ότι |cos (πf (x))| = 1 αν και μόνο αν x ∈ A. Επομένως,∫ 1

0

|cos (πf (x))|n dx =
∫

A

|cos (πf (x))|n dx+
∫

[0,1]\A
|cos (πf (x))|n dx = m (A)+

∫
[0,1]\A

|cos (πf (x))|n dx .

΄Ομως limn→∞ |cos (πf (x))|n = 0, για κάθε x ∈ [0, 1] \ A και |cos (πf (x))|n ≤ 1. Κατά συνέπεια, από το
θεώρημα φραγμένης σύγκλισης έχουμε

lim
n→∞

∫
[0,1]\A

|cos (πf (x))|n dx = 0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1

0

|cos (πf (x))|n dx = m (A) + lim
n→∞

∫
[0,1]\A

|cos (πf (x))|n dx = m (A) .

6. ΄Εστω E ∈M.

(αʹ) Υποθέτουμε ότι (fn) είναι μια μονότονη ακολουθία, fn ∈ L1 (E) και ότι η ακολουθία
(∫

E
fn dm

)
είναι

φραγμένη, δηλαδή ∣∣∣∣∫
E

fn dm

∣∣∣∣ ≤ C , για κάθεn ∈ N .

Να αποδειχθεί ότι η (fn) συγκλίνει σχεδόν παντού σε μια συνάρτηση f ∈ L1 (E) και ότι

lim
n→∞

∫
E

fn dm =
∫

E

f dm .
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(βʹ) ΄Εστω g ∈ L1 (E). Αν
∫

E
|g| dm = 0, χρησιμοποιώντας το (α΄) να αποδειχθεί ότι g = 0 σχεδόν παντού

στο E.

Υπόδειξη. (α΄) Αν (fn) ↗, εφαρμογή του θεωρήματος Beppo Levi με gk := fk − fk−1 για κάθε k ≥ 2 και
g1 := f1 , (β΄) fn := n |g|.
Λύση.

(αʹ) Υποθέτουμε ότι η ακολουθία (fn) είναι αύξουσα (αν είναι φθίνουσα, τότε θεωρούμε την ακολουθία
(−fn) ). ΄Εστω η ακολουθία (gk), με gk := fk − fk−1, για κάθε k ≥ 2 και g1 := f1. Επειδή

n∑
k=2

|gk| =
n∑

k=2

(fk − fk−1) = fn − f1 , n ≥ 2 ,

από την υπόθεση έχουμε

n∑
k=1

∫
E

|gk| dm =
∫

E

|g1| dm +
∫

E

n∑
k=2

|gk| dm

=
∫

E

|f1| dm +
∫

E

(fn − f1) dm

=
∫

E

|f1| dm +
∫

E

fn dm−
∫

E

f1 dm ≤
∫

E

|f1| dm + 2C .

Επομένως,
∞∑

k=1

∫
E

|gk| dm < ∞

και από το θεώρημα Beppo Levi η σειρά
∑∞

k=1 gk (x) συγκλίνει σχεδόν παντού στο E. Αν f (x) =∑∞
k=1 gk (x), τότε f ∈ L1 (E) και ∫

E

f dm =
∞∑

k=1

∫
E

gk dm .

΄Ομως fn (x) =
∑n

k=1 gk (x), οπότε limn→∞ fn (x) =
∑∞

k=1 gk (x) = f (x) σχεδόν παντού στο E και∫
E

f dm =
∞∑

k=1

∫
E

gk dm = lim
n→∞

n∑
k=1

∫
E

gk dm = lim
n→∞

∫
E

n∑
k=1

gk dm = lim
n→∞

∫
E

fn dm .

(βʹ) Αν fn := n |g|, από την υπόθεση
∫

E
fn dm = 0. Επομένως, η ακολουθία (fn) είναι αύξουσα με

fn ∈ L1 (E). Από το (α΄) η (fn) θα πρέπει να συγκλίνει σχεδόν παντού σε μια συνάρτηση f ∈ L1 (E).
΄Ομως η fn (x) = n |g (x)| δεν συγκλίνει εκτός αν g (x) = 0. ΄Αρα, g (x) = 0 σχεδόν παντού στο E.

7. Αν a ∈ R, να αποδειχθεί πρώτα ότι για κάθε x > 0

sin ax

ex − 1
=

∞∑
n=1

e−nx sin ax ,

και στη συνέχεια ότι ∫ ∞

0

sin ax

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

a

a2 + n2
.
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Υπόδειξη. Εφαρμογή του θεωρήματος Beppo Levi.

Λύση. Ως γνωστόν t/ (1− t) =
∑∞

n=1 tn, |t| < 1 (γεωμετρική σειρά). Επειδή για x > 0 είναι 0 < e−x < 1,
από τη γεωμετρική σειρά για t = e−x

έχουμε

sin ax

ex − 1
=

e−x

1− e−x
sin ax =

∞∑
n=1

e−nx sin ax .

Είναι

∞∑
n=1

∫ ∞

0

∣∣e−nx sin ax
∣∣ dx ≤

∞∑
n=1

∫ ∞

0

|a|xe−nx dx (|sin ax| ≤ |ax|)

= |a|
∞∑

n=1

∫ ∞

0

xe−nx dx

= |a|
∞∑

n=1

[
− 1

n
lim

x→∞
xe−nx +

1
n

∫ ∞

0

e−nx dx

]
(παραγοντική ολοκλήρωση)

= |a|
∞∑

n=1

1
n2

.

΄Ομως η σειρά
∑∞

n=1 1/n2
συγκλίνει οπότε και

∑∞
n=1

∫∞
0
|e−nx sin ax| dx < ∞. Επομένως, από το θεώρημα

Beppo Levi∫ ∞

0

sin ax

ex − 1
dx =

∫ ∞

0

∞∑
n=1

e−nx sin ax dx

=
∞∑

n=1

∫ ∞

0

e−nx sin ax dx (θεώρημα Beppo Levi)

=
∞∑

n=1

lim
R→∞

[
− e−nx

a2 + n2
(n sin ax + a cos ax)

]∣∣∣∣x=R

x=0

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
∞∑

n=1

a

a2 + n2
.

Παράδοση των ασκήσεων έως 19/2/2008
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