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Στοιχεία Θεωρίας Αναµονής
(queueing theory)
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Θεωρία Αναµονής

• Βασικό µαθηµατικό εργαλείο για την ανάλυση
της επίδοσης και το σχεδιασµό δικτύων, 
αφού η ζήτηση (κοινόχρηστων) δικτυακών
υπηρεσιών και πόρων είναι διαδικασία
στοχαστική και δηµιουργεί ουρές αναµονής

• Η θεµελίωση και ανάπτυξη της θεωρίας
αναµονής οφείλεται εν πολλοίς στις ανάγκες
ανάλυσης και σχεδιασµού τηλεπικοινωνιακών
δικτύων
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Αναµονητικά συστήµατα

εξυπηρετητής

Χώρος
αναµονής

Αναχωρήσεις
πελατών

Αφίξεις
πελατών

Παραδείγµατα
1.    Γκισέ ταχυδροµείου
2. Κόµβος µεταγωγής τηλεφωνικών κλήσεων
3. Κόµβος µεταγωγής πακέτων στο ∆ιαδίκτυο
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Ένα απλό αναµονητικό σύστηµα:
γραµµή αποστολής πακέτων

Αφίξεις πακέτων Αναχωρήσεις πακέτων

λρυθµός αφίξεων,   µρυθµός εξυπηρέτησης,      
(service rate, packets/sec)(arrival rate, packets/sec)

:1
λ

:1
µ

mean service time

.  .  .t

arrival process service-time distribution

(link utilization or traffic intensity) µ
λρ =

[ π.χ. πακέτα των 2000 bits σε γραµµή 2400 bps
==>  µ = 1.2 packets/sec  ]

Χρησιµοποίηση γραµµής:

mean interarrival distance

Για ευσταθές σύστηµα πρέπει:  ρ<1, ή
πεπερασµένος χώρος αναµονής & φραγή
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Παράµετροι απλού αναµονητικού
συστήµατος

• Παράµετροι διαδικασίας αφίξεων πελατών
• Κατανοµή ενδοδιαστηµάτων αφίξεων
• Συσχέτιση »

• Παράµετροι χρόνου εξυπηρέτησης πελατών
• Τρόπος εξυπηρέτησης (service discipline)

• FIFO  (First In First Out)
• LIFO  (Last In First Out)
• Προτεραιότητες
• ...
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Συµβολισµοί
• χρόνος άφιξης nοστού πελάτη (Cn:  πακέτο, κλήση κλπ)
• ενδοδιάστηµα µεταξύ αφίξεων πελατών Cn και Cn-1

• χρόνος εξυπηρέτησης πελάτη Cn

• ενδοδιάστηµα µεταξύ αφίξεων (τ. µεταβλητή)
• χρόνος εξυπηρέτησης (τ. µεταβλητή)

• αθροιστική συνάρτηση κατανοµής πιθ. ενδοδιαστηµάτων αφ.
• αθροιστική συνάρτηση κατανοµής πιθ. χρόνου εξυπηρέτησης
• συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ενδοδιαστηµάτων αφ.
• συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας χρόνου εξυπηρέτησης

•

• αριθµός πελατών στο σύστηµα τη χρονική στιγµή t
• χρόνος αναµονής (στην ουρά) του Cn χρόνος στο σύστηµα

(αναµονής + εξυπηρέτησης)

.  .  .

1−nτ nτ 1+nτ

nt
nx

=nτ
=−= −1nnnt ττ

=t~
=nx

=x~

}~Pr{)( tttA ≤=
}~Pr{)( xxxB ≤=

dttdAta /)()( =
dxxdBxb /)()( =

λ/1}~{ == ttE µ/1}~{ == xxE

=)(tN
=nw =ns



∆ίκτυα Επικοινωνιών:  Στοιχεία Θεωρίας Αναµονής -- N. Μήτρου

Συµβολισµοί (II)

Kendal’s notation: A / B / m     
κατανοµή ενδοδιαστηµάτων

κατανοµή χρόνου εξυπηρ.
αριθµός εξυπηρετητών

όπου A,B ένα από:
M = exponential  (i.e. Markovian) 
E r=r-stage Erlangian
Hr =r-stage Hyperexponential
D =Deterministic
G =General

π.χ. M/M/1:  αφίξεις Poisson, εκθετικοί χρόνοι εξυπ., 1 εξυπηρετητής
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∆ιαδικασία αφίξεων Poisson

• Pr{one arrival ∈ ∆t}
• Pr{no arrivals ∈ ∆t}
• Arrivals are memoryless
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∆ιαδικασία αφίξεων Poisson (II)

• Η υπέρθεση ροών Poisson είναι επίσης Poisson µε
ρυθµό λ ίσο µε το άθροισµα των ρυθµών των
επιµέρους ροών
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Γενικές σχέσεις (G/G/1)

µλλρ /== x χρησιµοποίηση (utilization)

10 <≤ ρ για ευσταθές σύστηµα

µέσος χρόνος παραµονής στο σύστηµα
(average time in the system)WxT +=

µέσος αριθµός πελατών στο σύστηµα
(average number of customers in the system)
(Little’s formula)

TN λ=
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M/M/1 queue

Αφίξεις Poisson, λ εκθετική εξυπηρέτηση,  µ

1 20 n n+1n-1. . . . . .

λ λ λ λ λ λ

 µ  µ  µ  µ  µ  µ
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M/M/1 queue (II)

Λύση (γεωµετρική κατανοµή)
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Παράδειγµα M/M/1

ταχύτητα γραµµής = 2400 bps
µέσο µήκος πακέτων = 1000 bits 

4.2=µ packets/sec

a) 1=λ packet/sec

sec72.0/,72.0)1/(,42.04.2/1 ===−=== λρρρ NTN

b) 2=λ packets/sec

sec5.2/,5)1/(,833.04.2/2 ===−=== λρρρ NTN

c) 3.2=λ packets/sec

sec10/,98.22)1/(,958.04.2/3.2 ===−=== λρρρ NTN
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M/M/1/N queue
(Μ/Μ/1 queue with a finite buffer space – N places)
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Birth-Death processes

1 20 n n+1n-1. . . . . .State diagram
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State-dependent queues
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The M/M/m queueing system

Αφίξεις Poisson, λ
m εκθετικοί εξυπηρ., µ.

buffer size = infinite

(Erlang-C   formula)
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The M/M/m/m queueing system

.
αφίξεις Poisson, λ

m εκθετικοί εξυπηρ.,  µ

(no buffer)
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1: πιθανότητα φραγής κλήσης
Τηλεφωνικό κέντρο διαθέτει 8 γραµµές εξόδου προς ένα
συγκεκριµένο προορισµό. Να βρεθεί η πιθανότητα φραγής
κλήσης για ρυθµό αφίξεων λ= 1 κλήση/λεπτό προς το
συγκεκριµένο προορισµό και µέση διάρκεια κλήσης 3 λεπτά.
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Παραδείγµατα (συνέχεια)

Παράδειγµα 2: διαστασιοδότηση

Σε τηλεφωνικό κέντρο να βρεθεί ο αριθµός των γραµµών
εξόδου έτσι ώστε η πιθανότητα φραγής κλήσης να είναι
µικρότερη του 10-3 για ρυθµό αφίξεων κλήσεων λ= 2 
κλήσεις/λεπτό και µέση διάρκεια κλήσης 3 λεπτά.



∆ίκτυα Επικοινωνιών:  Στοιχεία Θεωρίας Αναµονής -- N. Μήτρου

Παραδείγµατα (συνέχεια)
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function erlang_loss_plot(lamda,mu,m)
% m is now a vector of number of servers 
% in the M/M/m/m system
m=[]; p=[];
for i=1:15
m=[m i];
p=[p erlang_loss(2,1/3,i)];
end
semilogy(m,p);
title(['Erlang-loss-probability curve --

lamda=',num2str(lamda), ', 
mu=',num2str(mu)]);

xlabel('number of servers, m');
ylabel('P-loss');
end erlang_loss_plot(2,1/3,[1:15])
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Το αναµονητικό σύστηµα M/G/1

Pollaczek-Khinchine formulas:
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λ:  (µέσος) ρυθµός αφίξεων,   µ: (µέσος) ρυθµός εξυπηρέτησης
ρ=λ/µ ,     σ :  τυπική απόκλιση χρόνου εξυπηρέτησης
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Το αναµονητικό σύστηµα M/G/1 (συν.)
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