
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναπτύξουµε τη θεωρία των δεσµευµένων κατανοµών. Επιπλέον, θα µελετήσουµε τις 

διατεταγµένες στατιστικές και θα ασχοληθούµε µε την εύρεση της κατανοµής συναρτήσεων τυχαίων 

µεταβλητών. 

 

5.1 ∆εσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας και δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας  

Έστω  µία διδιάστατη διακριτή διανυσµατική τυχαία µεταβλητή και  η από κοινού συνάρτηση 

πιθανότητάς της. Για κάθε δυνατή τιµή 

),( YX ),( yxp

y  της  τέτοια ώστε Y ,0)()( ≠== yYPypY  η δεσµευµένη 

συνάρτηση πιθανότητας (δ.σ.π.) (conditional probability function) της X  δοθέντος ότι ,yY =  ορίζεται ως 

εξής: 

,
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όπου  είναι η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής  )(ypY .Y

Παρατηρούµε ότι, αν οι τυχαίες µεταβλητές  είναι ανεξάρτητες, τότε η δ.σ.π. της YX , X  δοθέντος ότι yY =  

συµπίπτει µε τη (µη δεσµευµένη) συνάρτηση πιθανότητας  της  διότι )(xpX ,X
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Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων µεταβλητών X  και   .Y

Για κάθε συγκεκριµένη τιµή  όπου  είναι ο φορέας της  ορίζεται µία συνάρτηση πιθανότητας 

 στην οποία αντιστοιχεί µία αθροιστική συνάρτηση κατανοµής   

,YSy∈ YS ,Y

)|()( | yxpxg YX= ∑
≤

=
xt

tgxG ).()(

Η συνάρτηση  καλείται δεσµευµένη αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (conditional distribution 

function) της 

)(xG

X  δοθέντος ότι   .yY =

Μπορούµε να γράψουµε ∑
≤

==≤==
xt

YXYX ytpyYxXPyxPxG ).|()|()|()( ||   

Έστω  µία διδιάστατη συνεχής διανυσµατική τυχαία µεταβλητή και  η από κοινού συνάρτηση 

πυκνότητάς της. Για µία συγκεκριµένη τιµή 

),( YX ),( yxf

y  τέτοια ώστε ,0)( ≠yfY  η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας 

(δ.σ.π.) (conditional density function) της X  δοθέντος ότι ,yY =  ορίζεται ως εξής: ,
)(
),(:)|(| yf

yxfyxf
Y

YX =  

όπου  είναι η συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής  )(yfY .Y
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Παρατηρούµε ότι, αν οι τυχαίες µεταβλητές  είναι ανεξάρτητες, τότε η δ.σ.π. της YX , X  δοθέντος ότι yY =  

συµπίπτει µε τη (µη δεσµευµένη) συνάρτηση πυκνότητας  της  διότι )(xf X ,X

).(
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Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων µεταβλητών X  και   .Y

Για κάθε συγκεκριµένη τιµή  τέτοια ώστε YSy∈ 0)( ≠yfY  ορίζεται µία συνάρτηση πυκνότητας 

 στην οποία αντιστοιχεί µία αθροιστική συνάρτηση κατανοµής   )|()( | yxfxg YX= .)()( ∫
∞−

=
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Η συνάρτηση  καλείται δεσµευµένη αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της )(xG X  δοθέντος ότι .yY =  

Μπορούµε να γράψουµε   ∫
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YXYX dtytfyYxXPyxFxG .)|()|()|()( ||

 

Παράδειγµα 5.1 Υποθέτουµε ότι η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης διακριτής δ.τ.µ. 

 δίνεται από τις σχέσεις: ),( YX ,4.0)0,0( =p  ,2.0)1,0( =p  ,1.0)0,1( =p   Υπολογίστε τη 

δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας της  δοθέντος ότι 
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Παράδειγµα 5.2 Έστω ότι ~X Poisson )( 1λ  και Poisson~Y ).( 2λ  Υποθέτουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές  

 είναι ανεξάρτητες. Αν  δείξτε ότι η δεσµευµένη κατανοµή της YX , ,: YXZ += X  δοθέντος ότι 

zYXZ =+=  είναι διωνυµική µε παραµέτρους  και z ,:
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Λύση. Από το Παράδειγµα 4.13 έχουµε ότι ~YXZ += Poisson ).( 21 λλ +  Ισχύει ότι 
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Η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων µεταβλητών X  και  .Y

 

Παράδειγµα 5.3 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς δ.τ.µ.  δίνεται από τον 

τύπο 

),( YX

),2(
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12),( yxxyxf −−=  αν 1,0 << yx  και ,0),( =yxf  διαφορετικά. Υπολογίστε τη δεσµευµένη 

συνάρτηση πυκνότητας της X  δοθέντος ότι ,yY =  όπου .10 << y  

Λύση. Για   έχουµε  ,10 << x ,10 << y
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5.2 ∆εσµευµένη µέση τιµή  

Αν X  και  είναι δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές, τότε για κάθε δυνατή τιµή  της  τέτοια ώστε 

 η δεσµευµένη µέση τιµή (conditional expectation) της  δοθέντος ότι 

Y y ,Y

,0)()( ≠== yYPypY ,X ,yY =  

ορίζεται ως εξής: 

∑ ∑
∈ ∈

=====
X XSx Sx

YX yxxpyYxXxPyYXE ),|(]|[]|[ |  

όπου  είναι το σύνολο των δυνατών τιµών (φορέας) της XS X  και  είναι η δεσµευµένη συνάρτηση 

πιθανότητας της  δοθέντος ότι   

)|(| yxp YX

,X .yY =

Αν X  και  είναι δύο συνεχείς τυχαίες µεταβλητές, τότε για κάθε δυνατή τιµή  της  τέτοια ώστε 

 η δεσµευµένη µέση τιµή της  δοθέντος ότι 

Y y ,Y

,0)( ≠yfY ,X ,yY =  ορίζεται ως εξής: 
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όπου  είναι η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας της )|(| yxf YX X  δοθέντος ότι  .yY =

 

Παράδειγµα 5.4 Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας µιας διδιάστατης διακριτής διανυσµατικής τυχαίας 

µεταβλητής  δίνεται από τον τύπο ),( YX ),(
15
1),( yxyxp +=  2,1,0=x  και  Να υπολογιστούν οι 

δεσµευµένες µέσες τιµές  

.2,1=y

],1|[ =YXE ]1|[ =XYE  και να συγκριθούν µεταξύ τους. 
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Λύση. Είναι  Όµως, .)1|(]1|[
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Παράδειγµα 5.5 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς δ.τ.µ.  δίνεται από τον 

τύπο 
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Παράδειγµα 5.6 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς διανυσµατικής τυχαίας 

µεταβλητής  δίνεται από τον τύπο ),( YX ,4),( xyyxf =  1,0 << yx  και ,0),( =yxf  αλλού.  

(α) Να υπολογιστούν οι συναρτήσεις    και   ),(xf X ),(yfY )|(| yxf YX ).|(| xyf XY
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Για την εύρεση της δεσµευµένης µέσης τιµής µιας συνάρτησης  της τυχαίας µεταβλητής  δοθέντος ότι 

 ισχύουν οι εξής τύποι: 

)(Xg ,X

,yY = ∑==
x

YX yxpxgyYXgE ),|()(]|)([ |  αν οι X  και  είναι διακριτές τυχαίες 

µεταβλητές και  αν οι 

Y

∫
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== ,)|()(]|)([ | dxyxfxgyYXgE YX X  και Y  είναι συνεχείς τυχαίες µεταβλητές. 

Αν θέσουµε µ=][XE  και θεωρήσουµε τη συνάρτηση ,  )()( 2µ−= xxh ∈x ℜ, τότε, από τους παραπάνω 

τύπους, η δεσµευµένη διακύµανση (conditional variance) της X  δοθέντος ότι  είναι  ,yY =

]|)([]|[ yYXhEyYXVar ===  και δίνεται από τον τύπο  .])|[(]|[]|[ 22 yYXEyYXEyYXVar =−===

 

Συµβολίζουµε µε  τη συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής  της οποίας η τιµή όταν ]|[ YXE ,Y yY =  είναι 

 Παρατηρούµε ότι η ποσότητα  είναι επίσης µία τυχαία µεταβλητή. Για τη συνάρτηση 

 ισχύει η σχέση .  Η παρακάτω πρόταση είναι σηµαντικότατη 

και έχει πολλές εφαρµογές. 

].|[ yYXE = ]|[ YXE

)|( YXVar ))|(()|()|( 22 YXEYXEYXVar −=

 

Πρόταση 5.1 Έστω δύο τυχαίες µεταβλητές  Ισχύει ότι .,YX ]].|[[][ YXEEXE =    (5.1) 

(α) Αν η Y  είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή τότε η σχέση (5.1) γράφεται ως εξής: 
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(β) Αν η  είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας  τότε η σχέση (5.1) γράφεται ως 

εξής:   
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Στη συνέχεια θα αποδείξουµε την Πρόταση 5.1 για την περίπτωση κατά την οποία και οι δύο τυχαίες 

µεταβλητές  είναι διακριτές.  YX ,

Απόδειξη. ∆ιαδοχικά, έχουµε 
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Η Πρόταση 5.1 ισχύει και όταν µία από τις τυχαίες µεταβλητές  είναι διακριτή και η άλλη είναι συνεχής.  YX ,

 

Παράδειγµα 5.7 Αν A  είναι ένα ενδεχόµενο και Y  είναι µία τυχαία µεταβλητή, τότε 

∑ ===
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Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  τέτοια ώστε ,1=X  αν το ενδεχόµενο A  συµβαίνει και ,0=X  αν το 

ενδεχόµενο A  δεν συµβαίνει. Ισχύει ότι ][)( XEAP =  και ].|[)|( yYXEyYAP ===  Εφαρµόζοντας την 

Πρόταση 5.1 έχουµε 
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Το άνω σκέλος των τελευταίων δύο ισοτήτων αντιστοιχεί στην περίπτωση που η Y  είναι διακριτή και το κάτω 

σκέλος αντιστοιχεί στην περίπτωση που η Y  είναι συνεχής µε σ.π.  .Yf

 

Παράδειγµα 5.8 Οι τυχαίες µεταβλητές  ακολουθούν τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους  

 και η τυχαία µεταβλητή  είναι ανεξάρτητη των  και ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε 
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.Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων µεταβλητών  και N ,,1, niX i K=  Άρα, 
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Παράδειγµα 5.9 Υποθέτουµε ότι ο αριθµός των ταξιδιωτών που φθάνουν σε ένα σιδηροδροµικό σταθµό µέχρι 

τη χρονική στιγµή  ακολουθεί την κατανοµή Poisson,t ),( tλ  όπου λ  είναι ο ρυθµός µε τον οποίον οι ταξιδιώτες 

φθάνουν στο σιδηροδροµικό σταθµό. Αν η χρονική στιγµή άφιξης του τρένου στο σταθµό ακολουθεί την 

Οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα  και είναι ανεξάρτητη των αφίξεων των ταξιδιωτών στο σταθµό, 

ποια είναι η µέση τιµή του αριθµού των ταξιδιωτών που επιβιβάζονται στο τρένο; 

),0( T

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή  που αναπαριστά τον αριθµό των αφίξεων των ταξιδιωτών στο σταθµό 

µέχρι τη χρονική στιγµή   Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή  αναπαριστά τη χρονική στιγµή άφιξης του 

τρένου στο σταθµό. Ισχύει ότι Poisson

)(tN

,t .0≥t Y

~)(tN )( tλ  και Οµοιόµορφη  Ζητάµε τη µέση τιµή  ~Y ).,0( T )].([ YNE

Ισχύει ότι [ ] [ ] .)]([|)(|)( ttNEtYtNEtYYNE λ=====  Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας 

των τυχαίων µεταβλητών Y  και  Η τελευταία ισότητα προκύπτει διότι Poisson).(tN ~)(tN ).( tλ   

Άρα, .]|)([ YYYNE λ=  Συνεπώς, [ ] .
2

)()(]|)([)]([ TYEYEYYNEEYNE λλλ ====  

Η τελευταία ισότητα προκύπτει διότι Οµοιόµορφη  ~Y ).,0( T

 

Παράδειγµα 5.10 Αν  όπου η πιθανότητας επιτυχίας ),,(~ XnBinN X  είναι µία τυχαία µεταβλητή που 

ακολουθεί την Οµοιόµορφη κατανοµή στο  δείξτε ότι ),1,0( ,
1

1)(
+

==
n

kNP   .0 nk ≤≤

Λύση. Για  διαδοχικά έχουµε  ,0 nk ≤≤
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Η δεύτερη ισότητα προκύπτει διότι ,1)( =xf X  ).1,0(∈x   και ),( baB )(aΓ  είναι οι συναρτήσεις Βήτα και 

Γάµα, αντίστοιχα. 

 



Παράδειγµα 5.11  Ένας µεταλλωρύχος είναι παγιδευµένος σε ένα ορυχείο το οποίο έχει τρεις πόρτες. Η πρώτη 

πόρτα οδηγεί σε ένα τούνελ το οποίο τον απελευθερώνει µετά από πορεία τριών ωρών. Η δεύτερη πόρτα οδηγεί 

σε ένα τούνελ το οποίο τον ξαναφέρνει στο ορυχείο µετά από πορεία πέντε ωρών. Η τρίτη πόρτα οδηγεί σε ένα 

τούνελ το οποίο τον ξαναφέρνει στο ορυχείο µετά από πορεία επτά ωρών. Αν υποθέσουµε ότι πάντοτε ο 

µεταλλωρύχος διαλέγει κάποια από τις τρεις πόρτες µε την ίδια πιθανότητα, ποιος είναι ο αναµενόµενος χρόνος 

µέχρι την απελευθέρωσή του; 

Λύση. Έστω  η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά το χρόνο µέχρι την απελευθέρωση και Y X  η τυχαία 

µεταβλητή που αναπαριστά την πόρτα που διαλέγει αρχικά ο µεταλλωρύχος. Ζητάµε τη µέση τιµή  Ισχύει 

ότι 

].[YE

]3[]3|[]2[]2|[]1[]1|[][ ==+==+=== XPXYEXPXYEXPXYEYE  

]).3|[]2|[]1|[(
3
1

=+=+== XYEXYEXYE   

Όµως, εξ υποθέσεως, ισχύει ότι ,3]1|[ ==XYE ],[5]2|[ YEXYE +==   ].[7]3|[ YEXYE +==

Άρα, .15][])[7][53(
3
1][ =⇒++++= YEYEYEYE  

 

5.3 ∆ιατεταγµένες στατιστικές  

Έστω  ανεξάρτητες συνεχείς τυχαίες µεταβλητές µε κοινή σ.π.  και συνάρτηση κατανοµής  

Ορίζουµε: 

nXX ,,1 K f .F

=)1(X  η µικρότερη των  nXX ,,1 K

=)2(X  η δεύτερη στη σειρά µικρότερη των  nXX ,,1 K

M  

=)( jX  η −j οστή µικρότερη των  nXX ,,1 K

M   

=)(nX η µεγαλύτερη των  nXX ,,1 K

δηλαδή ισχύει ότι  Οι τυχαίες µεταβλητές  είναι γνωστές ως διατεταγµένες .)()2()1( nXXX ≤≤≤ L )()1( ,, nXX K

στατιστικές (order statistics) που αντιστοιχούν στις τυχαίες µεταβλητές   .

,

,,1 nXX K

Για παράδειγµα, σε έναν αγώνα δρόµου εκατό µέτρων συµµετέχουν πέντε δροµείς. Αν υποθέσουµε ότι οι 

χρόνοι που επιτυγχάνουν οι δροµείς περιγράφονται από τις ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές  οι 

οποίες επιπλέον ακολουθούν την ίδια κατανοµή, τότε η τυχαία µεταβλητή  αντιστοιχεί 

στον καλύτερο χρόνο που επιτεύχθηκε στη κούρσα, η τυχαία µεταβλητή 

,, 51 XX K

),,min( 51)1( XXX K=

),,max( 51)5( XXX K=  αντιστοιχεί 

στον χειρότερο χρόνο που επιτεύχθηκε στην κούρσα, οι τυχαίες µεταβλητές  αντιστοιχούν στους )3()2( , XX
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χρόνους των αθλητών που πήραν το ασηµένιο και το χάλκινο µετάλλιο, αντίστοιχα και η τυχαία µεταβλητή 

 εκφράζει τη διαφορά στους χρόνους άφιξης των δύο πρώτων αθλητών στο τέρµα της κούρσας. Αν 

οι χρόνοι (σε δευτερόλεπτα) που πέτυχαν οι πέντε αθλητές σε µία συγκεκριµένη κούρσα ήταν: 

)1()2( XX −

,9.91 =X  

   και ,  οι αντίστοιχες τιµές των τυχαίων µεταβλητών  θα 

είναι:    

,5.102 =X ,5.93 =X 114 =X 3.105 =X )5()1( ,, XX K

,5.9)1( =X ,9.9)2( =X ,3.10)3( =X 5.10)4( =X  και .11)5( =X  

Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της −n διάστατης συνεχούς δ.τ.µ.  δίνεται από τον τύπο: ),,( )()1( nXX K

),()(!),,( 11),,( )()1( nnXX xfxfnxxf
n

LKK =  .21 nxxx <<< L        (5.2) 

Η σχέση (5.2) µπορεί να εξηγηθεί ως εξής: Για να είναι ίση η δ.τ.µ.  µε )  πρέπει και 

αρκεί η δ.τ.µ.  να είναι ίση µε κάποια από τις  µεταθέσεις της άδας των τιµών  

∆εδοµένου ότι η από κοινού σ.π. της δ.τ.µ.  είναι ίση µε  για οποιαδήποτε µετάθεση 

 των τιµών ,  η σχέση (5.2) προκύπτει άµεσα. 

),,( )()1( nXX K ,,( 1 nxx K

),,( 1 nXX K !n −n ).,,( 1 nxx K

),,( 1 nXX K )()(
1 nii xfxf L

nii xx ,,
1
K ,,1 nxx K

 

Παράδειγµα 5.12 Σε ένα δρόµο µήκους ενός χιλιοµέτρου, τρεις άνθρωποι βρίσκονται σε τρία τυχαία σηµεία 

του. Βρείτε την πιθανότητα να µην υπάρχουν δύο άνθρωποι, η απόσταση των οποίων να είναι µικρότερη από  

χιλιόµετρα, όπου 

d

.2
1≤d    

Λύση. Έστω οι τυχαίες µεταβλητές  ,iX 3,2,1=i

3,2,1

 που αναπαριστούν τη θέση του οστού ανθρώπου στο 

δρόµο. Το γεγονός ότι η θέση του κάθε ανθρώπου στο δρόµο είναι εντελώς τυχαία µας επιτρέπει να 

θεωρήσουµε τις τυχαίες µεταβλητές  

−i

,iX =i  ως ανεξάρτητες. Επιπλέον µπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι  

  είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες στο διάστηµα  (δηλαδή κατά µήκος του δρόµου ενός 

χιλιοµέτρου). Η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε 

,iX 3,2,1=i )1,0(

},3,2,{ )1()( =+> − idXXP ii  όπου 3,2,1,)( =iX i  είναι οι 

διατεταγµένες στατιστικές που αντιστοιχούν στις τυχαίες µεταβλητές  ,iX .3,2,1=i  Από τη σχέση (5.2) 

προκύπτει ότι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των διατεταγµένων στατιστικών  ,)(iX 3,2,1=i  είναι 

 ,!3),,( 321),,( )3()2()1(
=xxxf XXX .10 321 <<<< xxx ∆ιαδοχικά έχουµε 

∫ ∫ ∫∫∫∫
− −

+ +
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− ===+>
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d d

dx dx
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XXXii dxdxdxdxdxdxxxxfidXXP

ii

21

0

1 1

123

3,2
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Στην τέταρτη ισότητα κάναµε την αντικατάσταση 22 1 xdy −−=  και στην έκτη ισότητα κάναµε την 

αντικατάσταση  Συνεπώς η πιθανότητα να µην υπάρχουν δύο άνθρωποι, η απόσταση των 

οποίων να είναι µικρότερη από  χιλιόµετρα, όπου 

.21 11 xdy −−=

d ,2
1≤d  όταν υπάρχουν τρεις άνθρωποι σε ένα δρόµο ενός 

χιλιοµέτρου οι θέσεις των οποίων είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές οµοιόµορφα κατανεµηµένες στο 

διάστηµα  είναι ίση µε .  Αν το πλήθος των ανθρώπων είναι ίσο µε  τότε η ζητούµενη 

πιθανότητα είναι ίση µε  όπου 

),1,0( )21( 3d− ,n

,])1(1[ ndn −− .
1

1
−

≤
n

d  

 

Η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της −j οστής διατεταγµένης στατιστικής  προκύπτει, αν 

ολοκληρώσουµε την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας  ως προς  

Ένας άµεσος συλλογισµός που µας οδηγεί στην περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της διατεταγµένης 

στατιστικής  είναι ο εξής. Για να είναι ίση µε  η τυχαία µεταβλητή  θα πρέπει  από τις  τιµές 

των τυχαίων µεταβλητών  να είναι µικρότερες από 

)( jX

),,( 1),,( )()1( nXX xxf
n

KK .,,,,, 111 njj xxxx KK +−

)( jX x )( jX 1−j n

nXX ,,1 K ,x  jn −  τιµές να είναι µεγαλύτερες από  και 

ακριβώς µία τιµή να είναι ίση µε  Η συνάρτηση πυκνότητας οποιουδήποτε συνόλου τιµών των τυχαίων 

µεταβλητών  τέτοιου ώστε  τιµές να είναι όλες µικρότερες από 

x

.x

nXX ,,1 K 1−j ,x  jn −  τιµές να είναι όλες 

µεγαλύτερες από  και ακριβώς µία τιµή να είναι ίση µε x ,x  είναι   ).()](1[)]([ 1 xfxFxF jnj −− −

Επειδή υπάρχουν 
)!1()!(

!
!1)!1()!(

!
1,,1 −−

=
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− jjn

n
jjn

n
jnj

n
 διαφορετικοί τρόποι έτσι ώστε ένα σύνολο 

 τιµών των τυχαίων µεταβλητών  να είναι τέτοιο ώστε n nXX ,,1 K 1−j  τιµές του να είναι όλες µικρότερες από 

,x  jn −  τιµές του να είναι όλες µεγαλύτερες από  και ακριβώς µία τιµή του να είναι ίση µε x ,x  καταλήγουµε 

ότι η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής  είναι  )( jX

)()](1[)]([
)!1()!(

!)( 1
)(

xfxFxF
jjn

nxf jnj
X j

−− −
−−

=         (5.3) 

 

Παράδειγµα 5.13 Έστω ότι παρατηρούµε ένα δείγµα µεγέθους ,12 +n  δηλαδή έστω ότι παρατηρούµε 12 +n  

ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές οι οποίες ακολουθούν την ίδια κατανοµή. Η διάµεσος (median) του δείγµατος 

είναι η οστή µικρότερη από αυτές τις τυχαίες µεταβλητές. Αν ένα δείγµα µεγέθους τρία από την 

Οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα  παρατηρείται, υπολογίστε την πιθανότητα η διάµεσος του 

δείγµατος να βρίσκεται ανάµεσα στους αριθµούς 

−+ )1(n

)1,0(

4
1  και .4

3    
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Λύση. Από τη σχέση (5.3) η συνάρτηση πυκνότητας της διατεταγµένης στατιστικής  που αντιστοιχεί στο 

δείγµα  δίνεται από τον τύπο 

)2(X

321 ,, XXX

),1(
!1!1
!3)(

)2(
xxxf X −=   Άρα, .10 << x .

16
11

32
6)1(6

4
3

4
1 4

3

4
1

324
3

4
1

)2( =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ << ∫

xxdxxxXP  

 

Η συνάρτηση κατανοµής της −j οστής διατεταγµένης στατιστικής  µπορεί να εξαχθεί ολοκληρώνοντας 

την εξίσωση (5.3). Ισχύει ότι 

)( jX

∫
∞−

−− −
−−

=
y

jnj
X dxxfxFxF

jjn
nyF

j
)()](1[)]([

)!1()!(
!)( 1

)(
         (5.4) 

Ένας εναλλακτικός τρόπος για να εξαχθεί άµεσα η συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής  είναι ο 

εξής. Η τιµή της 

)( jX

−j οστής διατεταγµένης στατιστικής  είναι µικρότερη ή ίση µε  αν και µόνο αν 

υπάρχουν 

)( jX y

j  ή περισσότερες των τυχαίων µεταβλητών  οι οποίες είναι µικρότερες ή ίσες µε nXX ,,1 K .y  

Επειδή ο αριθµός των τυχαίων µεταβλητών  που είναι µικρότερες ή ίσες του nXX ,,1 K y  είναι µία τυχαία 

µεταβλητή που ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους  και n ),(yFp =  έπεται ότι 

jPyXPyF jX j
[][)( )()(

=≤=  ή περισσότερες των    (5.5) ∑
=

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≤
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jk

knk
n yFyF
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yXX )](1[)]([],,1 K

Αν στις σχέσεις (5.4) και (5.5) θεωρήσουµε ως  τη συνάρτηση κατανοµής της Οµοιόµορφης κατανοµής στο 

διάστηµα  δηλαδή θεωρήσουµε ότι 

F

),1,0( ,)( xxF =  ,10 << x  προκύπτει η ακόλουθη ενδιαφέρουσα ταυτότητα 

∑ ∫
=

−−− −
−−

=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

jk

y
jnjknk dxxx

jjn
nyy

k
n

0

1 ,)1(
)!1()!(

!)1(  .10 ≤≤ y       (5.6) 

Χρησιµοποιώντας παρόµοιους συλλογισµούς µε αυτούς µε τους οποίους καταλήξαµε στη σχέση (5.3), 

προκύπτει ότι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης δ.τ.µ.  µε ,),( )()( ji XX ji <  δίνεται από τον 

τύπο 

)()()](1[)]()([)]([
)!()!1()!1(

!),( 11
),( )()( ji

jn
j

ij
ij

i
ijiXX xfxfxFxFxFxF

jniji
nxxf

ji

−−−− −−
−−−−

=   (5.7) 

για όλα τα  .ji xx <

 

Παράδειγµα 5.14 (Κατανοµή του εύρους ενός τυχαίου δείγµατος). Υποθέτουµε ότι παρατηρούµε  

ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές  οι οποίες ακολουθούν την ίδια κατανοµή. Η τυχαία µεταβλητή 

 καλείται εύρος (range) των παρατηρούµενων τυχαίων µεταβλητών. Αν οι τυχαίες µεταβλητές 

n

nXX ,,1 K

)1()(: XXR n −=
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nXX ,,1 K  έχουν κοινή συνάρτηση κατανοµής  και κοινή συνάρτηση πυκνότητας  τότε η συνάρτηση 

κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής 

F ,f

R  µπορεί να εξαχθεί χρησιµοποιώντας τη σχέση (5.7) ως εξής: 

Για  διαδοχικά έχουµε ,0≥a
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ax
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axx
nnXXn dxdxxfxfxFxF
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ndxdxxxfaXXPaRP
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)()1( 11
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!),(}{}{

 

Κάνουµε την αντικατάσταση  ),()( 1xFxFy n −= nn dxxfdy )(=  και έχουµε 

∫∫
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−−
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− −+
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==−
)()(
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11
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1

111

1

.)]()([
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1)()]()([
xFaxF
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n xFaxF

n
dyydxxfxFxF  

Συνεπώς,         (5.8) .)()]()([}{ 11
1

11∫
∞

∞−

−−+=≤ dxxfxFaxFnaRP n

Στην ειδική περίπτωση κατά την οποία οι τυχαίες µεταβλητές  είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες στο 

διάστηµα  για  από τη σχέση (5.8), προκύπτει ότι  

nXX ,,1 K

),1,0( ,10 << a

.)1()1()()]()([}{ 1
1

1
1

1
1

1

0

1

0
1

1
11

1
11

nn

a

n
a

nn aaandxxndxandxxfxFaxFnaRP +−=−+=−+=≤ −

−

−
−

−− ∫∫ ∫  

Αν παραγωγίσουµε ως προς  παίρνουµε τη συνάρτηση πυκνότητας του εύρους ως εξής: ,a

),1()1()( 2 aannaf n
R −−= −  10 ≤≤ a  και ,0)( =af R  διαφορετικά. 

 

5.4 Εύρεση της κατανοµής συναρτήσεων τυχαίων µεταβλητών 

Έστω  µία διδιάστατη συνεχής δ.τ.µ. µε από κοινού συνάρτηση πυκνότητας  Έστω 

τυχαίες µεταβλητές  τέτοιες ώστε  και 

),( 21 XX ).,( 21),( 21
xxf XX

21,YY ),( 2111 XXgY = ),,( 2122 XXgY =  για κάποιες συναρτήσεις  

που ικανοποιούν τις εξής δύο συνθήκες. 

21, gg

Συνθήκη 1. Οι εξισώσεις ),( 2111 xxgy =  και ),( 2122 xxgy =  µπορούν κατά µοναδικό τρόπο να λυθούν ως 

προς  και  συναρτήσει των  και  µε λύση: 1x 2x 1y ,2y ),,( 2111 yyhx =  ),,( 2122 yyhx =  για κάποιες συναρτήσεις 

 και  1h .2h

Συνθήκη 2. Οι συναρτήσεις  έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους σε όλα τα σηµεία  και είναι 

τέτοιες ώστε η παρακάτω  ορίζουσα να είναι διάφορη του µηδενός σε όλα τα σηµεία  

21, gg ),( 21 xx
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ϑ
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ϑ
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Αν ισχύουν οι παραπάνω δύο συνθήκες, αποδεικνύεται ότι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της 

διδιάστατης δ.τ.µ.  δίνεται από τον τύπο  ),( 21 YY

=),( 21),( 21
yyf YY ,|),(|),( 1

2121),( 21

−⋅ xxJxxf XX  

όπου  και  για κάποιες συναρτήσεις  και  ),( 2111 yyhx = ),,( 2122 yyhx = 1h .2h

 

Παράδειγµα 5.15 Έστω  διδιάστατη συνεχής δ.τ.µ. µε από κοινού συνάρτηση πυκνότητας 

 Έστω τυχαίες µεταβλητές 

),( 21 XX

).,( 21),( 21
xxf XX 211 XXY +=  και .212 XXY −=  Υπολογίστε την από κοινού 

συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς δ.τ.µ.  συναρτήσει της  ),( 21 YY .),( 21 XXf

Λύση. Έστω  και 21211 ),( xxxxg += .),( 21212 xxxxg −=  Τότε .02),( 21 ≠−=xxJ  Οι εξισώσεις 211 xxy +=  

και  έχουν ως λύση 212 xxy −=
2

)( 21
1

yyx +
=  και .

2
)( 21

2
yyx −

=   

Εποµένως, =),( 21),( 21
yyf YY .

2
,

22
1 2121

),( 21
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ yyyyf XX  

Αν, για παράδειγµα, οι τυχαίες µεταβλητές  ακολουθούν την Oµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα  

και είναι ανεξάρτητες, τότε: 

21, XX )1,0(

,
2
1),( 21),( 21

=yyf YY  αν ,20 21 ≤+≤ yy  20 21 ≤−≤ yy  και ,0),( 21),( 21
=yyf YY  

διαφορετικά. 

Αν, για παράδειγµα, η  ακολουθεί την Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1X 1λ  και η  ακολουθεί την 

Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 

2X

2λ  και είναι ανεξάρτητες, τότε:  
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διαφορετικά. 

Αν, για παράδειγµα, οι τυχαίες µεταβλητές  ακολουθούν την τυπική κανονική κατανοµή, δηλαδή 

 και είναι ανεξάρτητες, τότε:    

21, XX

)1,0(~, 21 NXX

,
4
1

4
)(

exp
4
1

8
)(

8
)(

exp
4
1),( 44

2
2

2
1

2
21

2
21

21),(

2
2

2
1

21

yy

YY ee
yyyyyy

yyf
−−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +
−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=

πππ
 ∈21 , yy ℜ. 

Στην τελευταία περίπτωση προκύπτει επιπλέον το ενδιαφέρον αποτέλεσµα ότι οι τυχαίες µεταβλητές 

 και  είναι (επίσης) ανεξάρτητες. 211 XXY += ,212 XXY −=
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Παράδειγµα 5.16 Αν ~X Γάµα ),,( λα  Γάµα~Y ),( λβ  και  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, 

υπολογίστε την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς δ.τ.µ.  όπου 

YX ,

),,( VU YXU +=  

και .)( YX
XV +=  

Λύση. Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς δ.τ.µ.  δίνεται από τον τύπο: ),( YX

.
)()()()(

),( 11)(
11

),(
−−+−

+−−−−

ΓΓ
=

Γ
⋅

Γ
= βαλ

βαλββλαα

βα
λ

β
λ

α
λ yxeeyexyxf yx

yx

YX  

Έστω  ,),(1 yxyxg += .)(),(2 yx
xyxg +=  Τότε ,111 ==

y
g

x
g

ϑ
ϑ

ϑ
ϑ  ,

)( 2
2

yx
y

x
g

+
=

ϑ
ϑ

 .
)( 2

2

yx
x

y
g

+
−=

ϑ
ϑ

  

Άρα, .
)(

1),(
yx

yxJ
+
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Συνεπώς, οι τυχαίες µεταβλητές  και YXU += )( YX
XV +=  είναι (επίσης) ανεξάρτητες.  

Επιπλέον ισχύει ότι ~YX +  Γάµα ),( λβα +  και ~)( YX
X

+ Βήτα ).,( βα  

 

Παράδειγµα 5.17 Αν   και  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, δείξτε ότι ),1,0(~ NX 2~ nXY YX ,

.~: nt

n
Y

XZ =  

Λύση. Έστω η βοηθητική τυχαία µεταβλητή .:
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= φ  όπου φ  είναι η συνάρτηση πυκνότητας της τυπικής 

κανονικής κατανοµής και  είναι η συνάρτηση Γάµα.  )(nΓ
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Έχουµε ότι ,)(
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Παράδειγµα 5.18 Έστω  οι συντεταγµένες ενός τυχαίου σηµείου στο επίπεδο. Υποθέτουµε ότι 

 και ότι  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. Έστω 

),( YX

)1,0(~, NYX YX , ),( ΘR  οι πολικές συντεταγµένες του 

σηµείου. Υπολογίστε την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς δ.τ.µ. ).,( ΘR   
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Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης δ.τ.µ.  είναι  ),( YX
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Εποµένως, η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής 
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Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής R  καλείται κατανοµή Rayleigh και η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής 

 είναι η Οµοιόµορφη στο διάστηµα Θ ).2,0( π  Παρατηρούµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές R  και Θ  είναι (επίσης) 

ανεξάρτητες.  

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

Ο ΙΣΧΥΡΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΜΕΓΑΛΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΚΑΙ ΤΟ ΚΕΝΤΡΙΚΟ 

ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 
 

Τα πιο σηµαντικά θεωρητικά αποτελέσµατα της Θεωρίας Πιθανοτήτων είναι τα Οριακά Θεωρήµατα τα οποία 

ταξινοµούνται σε δύο κατηγορίες. Στη πρώτη κατηγορία συµπεριλαµβάνονται οι Νόµοι των Μεγάλων Αριθµών 

οι οποίοι δίνουν τη θεωρητική βάση της διαισθητικής και πειραµατικής διαπίστωσης των Μαθηµατικών του 

18ου-19ου αιώνα σύµφωνα µε την οποία, αν επαναλάβουµε ένα πείραµα τύχης πολλές φορές τότε ο στατιστικός 

ορισµός της πιθανότητας που αποδίδεται στον Von Mises είναι αληθής. Επιπλέον οι Νόµοι των Μεγάλων 

Αριθµών συνιστούν ένα ισχυρό εργαλείο για τη µελέτη διάφορων θεωρητικών και εφαρµοσµένων 

προβληµάτων Πιθανοτήτων και Στατιστικής. Στη δεύτερη κατηγορία συµπεριλαµβάνονται τα Κεντρικά Οριακά 

Θεωρήµατα σύµφωνα µε τα οποία, κάτω από αρκετά γενικές συνθήκες, η κατανοµή του αθροίσµατος ενός 

µεγάλου αριθµού τυχαίων µεταβλητών µπορεί να προσεγγιστεί ικανοποιητικά από µία κανονική κατανοµή. Σε 

αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε τον Ισχυρό Νόµο των Μεγάλων Αριθµών και το Κεντρικό Οριακό 

Θεώρηµα. 

   
6.1 Όρια ακολουθιών τυχαίων µεταβλητών 

Στο παρόν εδάφιο παραθέτουµε κάποιους ορισµούς που θα µας βοηθήσουν να παρουσιάσουµε τον Ισχυρό 

Νόµο των Μεγάλων Αριθµών και το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα.  

Θεωρούµε µία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών  ,nX K,2,1=n  που ορίζονται στον ίδιο πιθανοθεωρητικό χώρο 

ℑ,  ∆ίνουµε τους ακόλουθους ορισµούς.  ,(Ω ).P

 

Ορισµός 6.1 Λέµε ότι έχουµε µία ακολουθία ανεξάρτητων (independent) τυχαίων µεταβλητών  ,nX K,2,1=n  

αν ισχύει ότι ),()(),,( 1111 nnnn BXPBXPBXBXP ∈∈=∈∈ LK  όπου  είναι οποιαδήποτε 

υποσύνολα του ℜ.  

niBi ,,1, K=
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,

K,2,1

Ορισµός 6.2 Λέµε ότι έχουµε µία ακολουθία ισόνοµων (identically distributed) τυχαίων µεταβλητών  

 αν όλες οι τυχαίες µεταβλητές ακολουθούν την ίδια κατανοµή.  

nX

K,2,1=n

 

Στη συνέχεια παραθέτουµε δύο έννοιες συγκλίσεως µιας ακολουθίας τυχαίων µεταβλητών  ,nX . =n

K,2,1

 

Ορισµός 6.3 (α) Λέµε ότι η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών  ,nX =n  συγκλίνει µε πιθανότητα 1 (ή 

σχεδόν βεβαίως ή σχεδόν παντού) (converges with probability 1) στην τυχαία µεταβλητή X  αν και µόνο αν 

.1)}()(|{ =→Ω∈
∞→

ωωω XXP
nn  

Ισοδύναµα, ε>−
∞→

|(|lim XXP nn
 για ένα τουλάχιστον r  µε ,0) =≥ nr  για κάθε .0>ε  

(β) Λέµε ότι η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών  ,nX K,2,1=n  συγκλίνει κατά κατανοµή (converges in 

distribution) στην τυχαία µεταβλητή X  αν και µόνο αν ),()(lim xFxF XXn n
=

∞→
 για κάθε σηµείο συνέχειας της 

συνάρτησης κατανοµής  της  όπου  είναι η συνάρτηση κατανοµής της ακολουθίας  XF ,X
nXF ,nX . K,2,1=n

 

Η σχεδόν βέβαια σύγκλιση συνεπάγεται ότι, σε ένα σύνολο του οποίου η πιθανότητα εµφάνισης είναι ίση µε 1, 

για κάθε δειγµατικό σηµείο ω  η διαφορά )()( ωω XX n −  γίνεται αυθαίρετα µικρή όταν το  αυξάνεται 

απεριόριστα. Αποδεικνύεται ότι, αν η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών   συγκλίνει σχεδόν 

παντού στην τυχαία µεταβλητή  τότε συγκλίνει και κατά κατανοµή στην τυχαία µεταβλητή  

n

,nX K,2,1=n

,X .X

 

Παράδειγµα 6.1 Έστω  ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν την 

Οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα  Έστω 

K,, 21 XX

).1,0( ).,,max(: 1 nn XXY K=  ∆είξτε ότι )1(: nn YnZ −=  συγκλίνει, 

καθώς  κατά κατανοµή σε µία τυχαία µεταβλητή ,∞→n Z  η οποία ακολουθεί την Εκθετική κατανοµή µε 

παράµετρο τη µονάδα. 
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 Η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των 

τυχαίων µεταβλητών .  Ισχύει ότι  όπου ,,1 nXX K ),(1)( zFezF Z
z

Zn
=−→ − ~Z Εκθετική(1), δηλαδή η τυχαία 

µεταβλητή  συγκλίνει, καθώς  κατά κατανοµή στην τυχαία µεταβλητή  nZ ,∞→n .Z

 

6.2 Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 



Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών (The Strong Law of Large Numbers) είναι ένα από τα πιο γνωστά 

αποτελέσµατα της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Σύµφωνα µε το παρακάτω θεώρηµα, το οποίο παρατίθεται χωρίς 

απόδειξη, κάτω από κατάλληλες υποθέσεις, ο δειγµατικός µέσος µιας ακολουθίας ανεξάρτητων τυχαίων 

µεταβλητών που ακολουθούν µία κοινή κατανοµή συγκλίνει σχεδόν βεβαίως προς τον θεωρητικό µέσο (τη 

µέση τιµή) της κατανοµής.   
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K,2,1=n

Θεώρηµα 6.1 (Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών, Ι.Ν.Μ.Α.). Έστω µία ακολουθία ανεξάρτητων και 

ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών   τέτοιων ώστε να υπάρχει η µέση τιµή και η διακύµανση της 

τυχαίας µεταβλητής  (δηλαδή να ισχύει ότι 

,nX

1X ∞<= 1EXµ  και  Τότε η τυχαία µεταβλητή ).)( 1
2 ∞<= XVarσ

n

X
X

n

i
i

n

∑
== 1  (δηλαδή η ακολουθία των δειγµατικών µέσων) συγκλίνει µε πιθανότητα 1 (ή σχεδόν βεβαίως ή 

σχεδόν παντού) στη θεωρητική µέση τιµή ,µ  καθώς ,∞→n  δηλαδή .1)lim( ==
∞→

µnn
XP    

 

Ο Ι.Ν.Μ.Α. αρχικά αποδείχθηκε από τον Γάλλο Μαθηµατικό Borel στην ειδική περίπτωση κατά την οποία η 

ακολουθία   είναι µία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών Bernoulli. Η γενική µορφή του Ι.Ν.Μ.Α., 

όπως παρουσιάζεται στο Θεώρηµα 6.1, αποδείχθηκε από τον Ρώσο Μαθηµατικό Kolmogorov.    

,nX K,2,1=n

 

Παράδειγµα 6.2 Θεωρούµε µία ακολουθία ανεξάρτητων δοκιµών ενός τυχαίου πειράµατος. Έστω A  ένα 

συγκεκριµένο ενδεχόµενο του πειράµατος και  η πιθανότητα να συµβεί το ενδεχόµενο )(AP A  σε µία 

οποιαδήποτε δοκιµή. Έστω η τυχαία µεταβλητή  τέτοια ώστε ,iX 1=iX  αν το ενδεχόµενο A  συµβαίνει κατά 

την οστή δοκιµή και ,  αν το ενδεχόµενο −i 0=iX A  δεν συµβαίνει κατά την οστή δοκιµή. Ισχύει ότι 

 Από τον Ι.Ν.Μ.Α, η τυχαία µεταβλητή 

−i

).()0(0)1(1 APXPXPEX iii ==+==
n

XX
X n

n
++

=
L1  συγκλίνει 

σχεδόν παντού στη  Το αποτέλεσµα του παραδείγµατος µπορεί να ερµηνευτεί ως εξής. Αφού η 

τυχαία µεταβλητή  αναπαριστά τον αριθµό των φορών κατά τις οποίες το ενδεχόµενο 

).(1 APEX =

nXX ++L1 A  

συµβαίνει στις πρώτες  δοκιµές του πειράµατος, η πιθανότητα  είναι το οριακό ποσοστό των φορών 

κατά τις οποίες συµβαίνει το ενδεχόµενο  

n )(AP

.A
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,20 ≤≤ x

Παράδειγµα 6.3 Έστω  µία ακολουθία ανεξάρτητων συνεχών τυχαίων µεταβλητών µε συνάρτηση 

πυκνότητας   όπου  κατάλληλη πραγµατική σταθερά. Να βρεθεί το όριο της 

ακολουθίας των δειγµατικών µέσων 

K,, 21 XX

,)2()( 22 xcxxf −= c

K,2,1, =nX n  µε την έννοια της σχεδόν βεβαίας σύγκλισης. 

Λύση. Από την ισότητα ∫ ∫
∞

∞−

=+−==
2

0

22

15
16)44()(1 cdxxxxcdxxf  βρίσκουµε .

16
15

=c  Σύµφωνα µε τον Ισχυρό 

Νόµο των Μεγάλων Αριθµών, αν η µέση τιµή µ  και η διακύµανση  της ακολουθίας  είναι 

πεπερασµένες, η ακολουθία των δειγµατικών µέσων 

2σ K,, 21 XX

K,2,1, =nX n  θα συγκλίνει µε πιθανότητα 1 (σχεδόν 

βεβαίως) στη µέση τιµή .µ  Είναι ∫ ∞<=+−==
2

0

23
1 .1)44(

16
15][ dxxxxXEµ   

Επιπλέον, .
7
8)44(

16
15][

2

0

242
1 =+−= ∫ dxxxxXE  Άρα, .

7
1])[(][][ 2

111 ∞<=−= XEXEXVar   

Συνεπώς, .1)1lim( ==
∞→ nn

XP         

 

6.3 Το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 

Το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (The Central Limit Theorem) είναι ένα από τα πιο αξιοσηµείωτα αποτελέσµατα 

της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Σύµφωνα µε το παρακάτω θεώρηµα, το άθροισµα ενός µεγάλου αριθµού 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών ακολουθεί µία κατανοµή η οποία προσεγγίζει την κανονική κατανοµή. Όπως 

θα δούµε στα Παραδείγµατα 6.4 και 6.5, το ακόλουθο θεώρηµα παρέχει, επιπλέον, µία απλή µέθοδο για να 

υπολογίζουµε, κατά προσέγγιση, πιθανότητες αθροισµάτων ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών. 

   

Θεώρηµα 6.2 (Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, Κ.Ο.Θ.). Έστω µία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων 

τυχαίων µεταβλητών  n   τέτοιων ώστε ,nX K,2,1= 1EX=µ  και   .)( 1
2 ∞<= XVarσ

Τότε, η τυχαία µεταβλητή 
n

nXXX
Z n

n σ
µ−+++

=
)( 21 L  συγκλίνει κατά κατανοµή, καθώς ,∞→n  στη 

συνάρτηση κατανοµής της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής ,Φ   

δηλαδή ισχύει ότι ( ) ,
2
1)(lim 2

2

∫
∞−

−

∞→
=Φ=≤

x t

nn
dtexxZP

π
 για κάθε ∈x ℜ.  

Εναλλακτικά, η τυχαία µεταβλητή  µπορεί να γραφεί στη µορφή: nZ
( )

,
σ

µ−
= n

n
Xn

Z  όπου .: 1

n

X
X

n

i
i

n

∑
==  Η 

τυχαία µεταβλητή  είναι ο γενικός όρος της ακολουθίας των τυποποιηµένων δειγµατικών µέσων. nZ
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Η πρώτη µορφή του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος αποδείχθηκε από τον DeMoivre γύρω στα 1733 µ.Χ. για 

την ειδική περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές  ,iX =  είναι δίτιµες και ακολουθούν την κατανοµή 

Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας .2
1=p  Η απόδειξη του DeMoivre γενικεύτηκε από τον Laplace για 

οποιαδήποτε τιµή της πιθανότητας  Μία αυστηρή απόδειξη του Κ.Ο.Θ., όπως αυτό διατυπώνεται στο 

Θεώρηµα 6.2, δόθηκε από τον Ρώσο Μαθηµατικό Lyapunov, µαθητή του Chebyshev, την περίοδο 1901-1902. 

Στη συνέχεια παραθέτουµε κάποιες εφαρµογές του Κ.Ο.Θ. Για την απόδειξη του Κ.Ο.Θ., παραπέµπουµε στο 

βιβλίο του Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Μέρος ΙΙ, σελ. 335-337. 

.p

 

Το Κ.Ο.Θ. µας επιτρέπει να κατανοήσουµε το λόγο για τον οποίον η κανονική κατανοµή κατέχει εξέχουσα 

θέση στη Θεωρία Πιθανοτήτων και στη Στατιστική. Τα χαρακτηριστικά (π.χ. βάρος, ύψος) των ατόµων ενός 

υπό εξέταση πληθυσµού περιγράφονται από κατάλληλες τυχαίες µεταβλητές που µπορούν να θεωρηθούν ως 

αποτέλεσµα άθροισης πολλών µικρών τυχαίων παραγόντων. Η συσσώρευση πολλών τέτοιων µικρών τυχαίων 

παραγόντων οδηγεί σε µία (µη αµελητέα) τυχαία ποσότητα, η οποία σύµφωνα µε το Κ.Ο.Θ., θα ακολουθεί κατά 

προσέγγιση την κανονική κατανοµή.     

 

Παράδειγµα 6.4 Οι καθηµερινές διακυµάνσεις µιας µετοχής στο Χρηµατιστήριο Αθηνών ακολουθούν, αυτό το 

χρονικό διάστηµα, κάποια άγνωστη κατανοµή µε γνωστή µέση τιµή 5−=µ  και διασπορά  Αν η τιµή 

µιας µετοχής σήµερα είναι 3000 ευρώ ποια είναι η πιθανότητα σε ένα µήνα (τριάντα ηµέρες) από σήµερα η τιµή 

της µετοχής να βρίσκεται κάπου ανάµεσα στα 2700 και 3050 ευρώ; 

.2252 =σ

Λύση. Έστω  ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές που αναπαριστούν τις καθηµερινές 

διακυµάνσεις της µετοχής. Ζητάµε την πιθανότητα  
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Από το Κ.Ο.Θ. η τυχαία µεταβλητή 
15

)5(30: 30 +=
XZ  συγκλίνει κατά κατανοµή στη συνάρτηση κατανοµής 

 της τυπικής κανονικής κατανοµής.  Φ
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Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της Πρότασης 2.2. 



 

 97

.

Παράδειγµα 6.5 Έστω  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές οι οποίες είναι οµοιόµορφα 

κατανεµηµένες στο διάστηµα  Υπολογίστε, κατά προσέγγιση, την πιθανότητα  

10,,1, K=iX i
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Παράδειγµα 6.6 Έστω ότι ρίχνουµε ένα αµερόληπτο ζάρι δέκα φορές. Υποθέτουµε ότι οι ρίψεις είναι 

ανεξάρτητες. Βρείτε κατά προσέγγιση την πιθανότητα να είναι το άθροισµα των εµφανιζόµενων αριθµών 

µεγαλύτερο του 30 και µικρότερο ή ίσο του 40. 

Λύση. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή  αναπαριστά το αποτέλεσµα του iX −i οστού ζαριού, .10,,1K=i  Ισχύει 

ότι 
2
7)( =iXE  και .

12
35)( =iXVar  Από το Κ.Ο.Θ. έχουµε 
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Παράδειγµα 6.7 ∆είξτε ότι ∑
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!
 

Λύση. Έστω  µία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν 

την κατανοµή Poisson µε παράµετρο ίση µε τη µονάδα. Από το Παράδειγµα 4.13 έπεται ότι 

K,2,1, =nX n
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όπου  είναι η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονικής κατανοµής. Φ

  



Παράδειγµα 6.8 Ο αριθµός των φοιτητών που διαλέγουν το µάθηµα της Ψυχολογίας είναι µία τυχαία 

µεταβλητή που ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο ίση µε 100. Ο καθηγητής έχει αποφασίσει ότι, 

αν ο αριθµός αυτός είναι µεγαλύτερος ή ίσος του 120, θα διαιρέσει τους φοιτητές σε δύο τµήµατα, ενώ αν είναι 

µικρότερος του 120, θα διδάξει το µάθηµα σε ένα τµήµα αποτελούµενο από όλους τους φοιτητές. 

Χρησιµοποιώντας το Κ.Ο.Θ. υπολογίστε, κατά προσέγγιση, την πιθανότητα να διαιρέσει ο καθηγητής τους 

φοιτητές σε δύο τµήµατα. 

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό των φοιτητών που διαλέγουν το µάθηµα της 

Ψυχολογίας. Ισχύει ότι ~X Poisson  Η τυχαία µεταβλητή ).100( X  µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 όπου   είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές που 

ακολουθούν την κατανοµή Poisson µε παράµετρο ίση µε τη µονάδα.  

,1001 XXX ++= L ,iX 100,,1K=i

Από το Κ.Ο.Θ. έχουµε      
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όπου  είναι η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονικής κατανοµής. Φ

 

Παράδειγµα 6.9 ∆ύο παίκτες Α και Β παίζουν το εξής παιχνίδι. Ρίχνουν διαδοχικά ένα ζάρι και αν η ένδειξη 

είναι 1, 3 ή 5, ο παίκτης Α δίνει στον παίκτη Β ποσό 1, 2 ή 3 ευρώ, αντίστοιχα. Αν η ένδειξη είναι 2, 4 ή 6, ο 

παίκτης Β δίνει στον παίκτη Α ποσό 3, 2 ή 1 ευρώ, αντίστοιχα. Να υπολογισθεί η πιθανότητα σε 60 ρίψεις 

(α) ο παίκτης Α να κερδίσει τουλάχιστον 17 ευρώ. 

(β) ο παίκτης Α να κερδίσει το πολύ 19 ευρώ. 

Λύση. Έστω  το κέρδος του παίκτη Α κατά την iX −i οστή ρίψη του ζαριού, .60,,1K=i  

Έχουµε ,
6
1)( == jXP i   Το συνολικό κέρδος του παίκτη Α σε  ρίψεις του ζαριού 

θα δίνεται από την τυχαία µεταβλητή  Σύµφωνα µε το Κ.Ο.Θ. η τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή 
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(α) Η ζητούµενη πιθανότητα είναι ( ) .1539.0)02.1(102.1
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