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ΠΙΘΑΝΟΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ, ΡΟΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΚΑΙ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

Οι ροπές µιας τυχαίας µεταβλητής X  µπορούν να υπολογιστούν µε τη βοήθεια κατάλληλων συναρτήσεων. Σε 

αυτό το κεφάλαιο θα µελετήσουµε τις πιθανογεννήτριες, τις ροπογεννήτριες και τις χαρακτηριστικές 

συναρτήσεις. Επιπλέον, θα δούµε τον τρόπο µε τον οποίο αυτές οι συναρτήσεις χρησιµοποιούνται για τον 

υπολογισµό των ροπών µιας τυχαίας µεταβλητής  Στο επόµενο κεφάλαιο θα µελετήσουµε µία ακόµη 

εφαρµογή αυτών των συναρτήσεων στην εύρεση της κατανοµής του αθροίσµατος δύο ή περισσότερων 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών. 

.X

 

3.1 Πιθανογεννήτριες  

Έστω X  µία διακριτή τυχαία µεταβλητή η οποία παίρνει µη-αρνητικές ακέραιες τιµές. ∆ίνουµε τον ακόλουθο 

ορισµό. 

  

Ορισµός 3.1 (Πιθανογεννήτρια). Η πιθανογεννήτρια (probability generating function) Xη  (ή  µιας 

τυχαίας µεταβλητής  ορίζεται ως εξής:  όπου  

είναι η συνάρτηση πιθανότητας της  
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Για  ισχύει ότι  Εποµένως η πιθανογεννήτρια συγκλίνει 

πάντοτε και µάλιστα απόλυτα στο διάστηµα 
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].1,1[−  Μπορούµε να παραγωγίσουµε την πιθανογεννήτρια  

οσεσδήποτε φορές παραγωγίζοντας τη δυναµοσειρά όρο προς όρο.  
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Θέτοντας  στις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει   1=t
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Εποµένως, η µέση τιµή και η διασπορά της X  προσδιορίζονται από την πιθανογεννήτρια Xη  µέσω των τύπων 
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XEX η=  και  Η ποσότητα 

 καλείται παραγοντική ροπή δευτέρας τάξεως της  Ανάλογοι τύποι που χρησιµοποιούν 
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παραγώγους ανώτερης τάξεως της Xη  για 1=t  δίνουν τις παραγοντικές ροπές ανώτερης τάξεως της  

Μπορούµε να υπολογίσουµε την παραγοντική ροπή 

.X

−r τάξεως της X  από την πιθανογεννήτρια της, .Xη   
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Στη δεύτερη ισότητα υποθέτουµε ότι η εναλλαγή των r

r
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Για  η σχέση (3.1) γράφεται ως εξής: 1=t )].1()1([)(
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Lη  Το δεξιό µέλος της 

τελευταίας ισότητας καλείται παραγοντική ροπή −r τάξεως της τυχαίας µεταβλητής   .X

Η επόµενη πρόταση είναι πολύ σηµαντική και παρατίθεται χωρίς απόδειξη. 

 

Πρόταση 3.1 Η πιθανογεννήτρια µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής προσδιορίζει µονοσήµαντα την κατανοµή 

της, δηλαδή αν   είναι δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές µε πιθανογεννήτριες ,X Y Xη  και Yη  αντίστοιχα και 

ισχύει ότι ),()( tt YX ηη =  για  τότε οι τυχαίες µεταβλητές ,11 ≤≤− t X  και Y  έχουν την ίδια κατανοµή. 

 

Όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, η παραπάνω πρόταση είναι πολύ χρήσιµη για την εύρεση της 

κατανοµής του αθροίσµατος πεπερασµένου πλήθους ανεξάρτητων διακριτών τυχαίων µεταβλητών. 

 

Παράδειγµα 3.1 Μία διακριτή τυχαία µεταβλητή έχει σ.π.  ,2)( xcxf −= .4,3,2,1,0=x  

(α) Να βρεθεί η τιµή της σταθεράς  .c

(β) Να υπολογιστεί η πιθανογεννήτρια  της  )(tPX .X

(γ) Να βρεθεί η µέση τιµή και η παραγοντική ροπή δευτέρας τάξεως )]1([ −XXE  της  .X

(δ) Να βρεθεί η διακύµανση της  .X
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(γ) Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση  δύο φορές έχουµε  )(tPX

 46



2

45
'

)2(31
32104)(

t
tttPX −
+−

=  και .
)2(31

64206012)( 2

345
''

t
ttttPX −
+−+−

=  

Εποµένως, ,
31
26)1()( ' == XPXE  .

31
32)1()]1([ '' ==− XPXXE  

(δ) Έχουµε .
961

1122))(()()]1([))(()()( 222 =−+−=−=∆ XEXEXXEXEXEX  

 

3.2 Ροπογεννήτριες 

Η ροπογεννήτρια είναι µία ακόµη συνάρτηση που χρησιµεύει για τον υπολογισµό όλων των ροπών −k τάξεως 

,kµ   µιας τυχαίας µεταβλητής  K,2,1=k .X

 

Ορισµός 3.2 (Ροπογεννήτρια). Η ροπογεννήτρια (moment generating function)  µιας τυχαίας 

µεταβλητής 

)(tM X

X  είναι η πραγµατική συνάρτηση µε τύπο )  για κάθε  που ανήκει σε ένα 

διάστηµα της µορφής 

()( tX
X eEtM = t

.0),,( >− δδδ  Αν η τυχαία µεταβλητή X  είναι διακριτή µε φορέα  και συνάρτηση 

πιθανότητας  η ροπογεννήτρια της 
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Σηµειώνουµε ότι η ποσότητα  είναι ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης  ∫
∞

−

0

)( dxxfe X
tx ).(xf X

Όπως φαίνεται από τον Ορισµό 3.2, η ροπογεννήτρια δεν υπάρχει για κάθε ℜ αλλά περιοριζόµαστε σε 

εκείνες τις τιµές του ℜ για τις οποίες υπάρχει σύγκλιση.  
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Παραγωγίζοντας δύο φορές την  έχουµε 

.E .)0(' EXM X =

)(tM X ).()()()()( 2
2

2
'' tXtXtXtX
X eXEXe

dt
dEXeE

dt
deE

dt
dtM =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡===  

Άρα,  Στη γενική περίπτωση, η .)0( 2'' EXM X = −k οστή παράγωγος της ροπογεννήτριας της X  δίνεται από τον 
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τυχαία µεταβλητή X  η οποία παίρνει ακέραιες τιµές ισχύει ότι  Επιπλέον ισχύει ότι ).()( t
XX etM η=

),(log)( tMt XX =η   Οι δύο τελευταίες ισότητες είναι φανερές συνέπειες των ορισµών της 

πιθανογεννήτριας και της ροπογεννήτριας. Η επόµενη πρόταση είναι πολύ σηµαντική και παρατίθεται χωρίς 

απόδειξη. 
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Πρόταση 3.2 Η ροπογεννήτρια µιας τυχαίας µεταβλητής χαρακτηρίζει µονοσήµαντα την κατανοµή της, δηλαδή 

αν  είναι δύο τυχαίες µεταβλητές µε ροπογεννήτριες   αντίστοιχα και αν για κάποιο YX , ),(tM X ),(tMY ,0>δ  

ισχύει ότι  για κάθε ),()( tMtM YX = ),,( δδ−∈t  τότε οι τυχαίες µεταβλητές X  και  έχουν την ίδια 

κατανοµή.  
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Παράδειγµα 3.2 Η ροπογεννήτρια της διακριτής τυχαίας µεταβλητής X  δίνεται από τον τύπο: 

 Να υπολογιστεί η µέση τιµή και η διακύµανση της τυχαίας µεταβλητής  ).1exp()( −= t
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Παράδειγµα 3.3 Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας   όπου  

είναι µία πραγµατική σταθερά. 
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3.3 Χαρακτηριστικές συναρτήσεις 
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Οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις είναι λίγο πιο πολύπλοκες από τις ροπογεννήτριες (και τις πιθανογεννήτριες) 

διότι στον ορισµό τους εµπλέκονται µιγαδικοί αριθµοί. Έχουν όµως δύο σηµαντικά πλεονεκτήµατα σε 

σύγκριση µε τις ροπογεννήτριες. Το πρώτο είναι το γεγονός ότι, σε αντίθεση µε τις ροπογεννήτριες οι οποίες 

απαιτούν την ύπαρξη της µέσης τιµής )  για τιµές του  σε κάποιο διάστηµα της µορφής ( tXeE t ),,( δδ−  ,0>δ  

οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις υπάρχουν πάντοτε δηλαδή για όλες τις κατανοµές και για όλες τις τιµές του 

ℜ. Για παράδειγµα, αν η τυχαία µεταβλητή ∈t X  έχει συνάρτηση πυκνότητας ,   τότε 

 και η τελευταία ποσότητα απειρίζεται για όλα τα  Συνεπώς, η ροπογεννήτρια της 

)( 2−= xxf ,1≥x

∫
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2)( dxxetM tx
X .0>t X  

δεν υπάρχει για  Το δεύτερο είναι το γεγονός ότι η συνάρτηση κατανοµής αλλά και η συνάρτηση 

πιθανότητας (ή πυκνότητας) µιας τυχαίας µεταβλητής προκύπτουν από την χαρακτηριστική της συνάρτηση 

µέσω τύπων αντιστροφής. ∆ίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. 
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Ορισµός 3.3 (Χαρακτηριστική συνάρτηση). Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή. Η χαρακτηριστική συνάρτηση 

(characteristic function) )(tXφ  της X  είναι µία συνάρτηση ορισµένη στο ℜ µε τύπο  Αν η ).()( itX
X eEt =φ X  

είναι διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας  ),(xf X ,,1,0 K=x  η χαρακτηριστική της 

συνάρτηση θα δίνεται από τον τύπο  Αν η .)()(
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συνάρτηση πυκνότητας  η χαρακτηριστική της συνάρτηση θα δίνεται από τον τύπο 
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Η συνάρτηση )(tXφ  όπως ορίστηκε στην τελευταία ισότητα είναι γνωστή µε την ονοµασία µετασχηµατισµός 

Fourier της συνάρτησης  ).(xf X

Σ’ αυτό το σηµείο θα ανακεφαλαιώσουµε κάποια βασικά στοιχεία της θεωρίας των µιγαδικών αριθµών. Κάθε 

µιγαδικός αριθµός  µπορεί να γραφεί στη µορφή ,z iyxz +=  όπου  και  είναι πραγµατικοί αριθµοί και  

είναι τέτοιο ώστε  Το µέτρο ενός µιγαδικού αριθµού  είναι 
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Οι δύο δυναµοσειρές στις δύο παρενθέσεις της τελευταίας παράστασης είναι τα αναπτύγµατα των  και 

 αντίστοιχα. Εποµένως,  και 

tcos

,sin t titeit sincos += .1sincos|| 22 =+= tteit  
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Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή και  µία πραγµατική σταθερά. Τότε .  Εποµένως η συνάρτηση  

έχει πεπερασµένη µέση τιµή και η χαρακτηριστική συνάρτηση της  ℜ είναι καλά 

ορισµένη. Ισχύει ότι .  Για κάθε 

t 1|| =itXe itXe

,X ∈= teEt itX
X ),()(φ

1)1()()0( 0 === EeEXφ ∈t ℜ, έχουµε  

.1)1(|||)(||)(| ==≤= EeEeEt itXitX
Xφ  

Η τελευταία ανισότητα είναι συνέπεια της Πρότασης 2.8. Συνεπώς, οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις είναι 

πεπερασµένες για κάθε  ενώ οι ροπογεννήτριες δεν είναι εν γένει πεπερασµένες για κάθε  διότι η 

συνάρτηση  είναι φραγµένη για κάθε  ενώ η συνάρτηση  δεν είναι φραγµένη για κάθε 

,t ,t
ite ,t te ∈t ℜ. 

Υποθέτουµε ότι η τυχαία µεταβλητή X  έχει πεπερασµένη ροπή −r τάξεως. Τότε η −r οστή παράγωγος 

 της χαρακτηριστικής συνάρτησης υπάρχει και υπολογίζεται ως εξής: )()( tr
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Αν στις παραπάνω ισότητες θέσουµε  έχουµε  Η 

τελευταία σχέση µας δίνει τη δυνατότητα υπολογισµού των ροπών 
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rrrrrrr
X iXEXEiXiE φφ −=⇒==

−r τάξεως για µία τυχαία µεταβλητή  αν 

είναι γνωστή η χαρακτηριστική της συνάρτηση. 
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Έστω δ  ένας θετικός πραγµατικός αριθµός και έστω µία τυχαία µεταβλητή X  της οποίας η ροπογεννήτρια 

 είναι πεπερασµένη σε κάποιο διάστηµα της µορφής )(tM X ).,( δδ−  Τότε  ),()()( itMeEt X
itX

X ==φ

).,( δδ−∈t  Η τελευταία ισότητα δίνει µία σχέση ανάµεσα στη χαρακτηριστική συνάρτηση και στη 

ροπογεννήτρια µιας τυχαίας µεταβλητής X  στο διάστηµα σύγκλισης της ροπογεννήτριας. 

Έστω X  µία διακριτή τυχαία µεταβλητή η οποία παίρνει ακέραιες τιµές. Μία από τις πιο χρήσιµες ιδιότητες 

της χαρακτηριστικής συνάρτησης είναι ότι µε τη βοήθειά της µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρτηση 

πιθανότητας της  Ισχύει ο τύπος αντιστροφής .X .)(
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στην περίπτωση των συνεχών τυχαίων µεταβλητών. Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή της οποίας η 

χαρακτηριστική συνάρτηση Xφ  είναι ολοκληρώσιµη δηλαδή είναι τέτοια ώστε το ολοκλήρωµα  να 

είναι πεπερασµένο. Σε αυτή την περίπτωση αποδεικνύεται ότι η 

∫
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dttX |)(|φ

X  είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε 

συνάρτηση πυκνότητας που δίνεται από τον τύπο αντιστροφής .)(
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 Μία άµεση συνέπεια 

των παραπάνω τύπων αντιστροφής είναι η επόµενη πρόταση που ονοµάζεται Θεώρηµα Μοναδικότητας και 

παρατίθεται χωρίς απόδειξη. 
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Πρόταση 3.3 (Θεώρηµα Μοναδικότητας). Η χαρακτηριστική συνάρτηση )(tXφ  µιας τυχαίας µεταβλητής X  

χαρακτηρίζει µονοσήµαντα την κατανοµή της  .X

 

Παράδειγµα 3.4 Έστω X  µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε χαρακτηριστική συνάρτηση  
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Όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, οι Προτάσεις 3.2 και 3.3 χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό της 

κατανοµής του αθροίσµατος πεπερασµένου πλήθους ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών.  

 

3.4 Παραδείγµατα υπολογισµών 

Παράδειγµα 3.5 (∆ιωνυµική κατανοµή). Έστω  όπου  θετικός ακέραιος και ),,(~ pnBinX n ].1,0[∈p  Τότε 

  και  ,)1()( n
X ptpt −+=η nt

X ppetM )1()( −+= .)1()( nit
X ppet −+=φ

Έχουµε  Η τελευταία ισότητα είναι 

συνέπεια του διωνυµικού αναπτύγµατος ℜ. 
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Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε µε δύο τρόπους τη µέση τιµή και τη διασπορά της τυχαίας µεταβλητής  .X
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1ος τρόπος. Είναι .  Για )1()( 1' itnit
X ipeppent −−+=φ ,0=t   και εποµένως  inpX =)0('φ .)( npXE =

Έχουµε  και   1' )1()( −−+= n
X ptpnptη .

.

)1()1()( 22'' −−+−= n
X ptppnntη

Για  Ισχύει ότι  και εποµένως έχουµε  ,1=t ,)1(' npX =η .)1()1( 2'' pnnX −=η 2'''' ))1(()1()1()( XXXXVar ηηη −+=
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Παράδειγµα 3.6 (Κατανοµή Poisson). Έστω ~X Poisson ),(λ  .0>λ   
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Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε µε δύο τρόπους τη µέση τιµή και τη διασπορά της τυχαίας µεταβλητής  .X

1ος τρόπος. Είναι  Για .)( )1(' ite
X eiet

it

λφ λ −= ,0=t   και εποµένως λφ iX =)0(' .)( λ=XE  

Έχουµε  και  Για )1(' )( −= t
X et λλη .)( )1(2'' −= t

X et λλη ,1=t .

.

.

.

  και   λη =)1('
X )1( 2'' λη =X

Ισχύει ότι  και συνεπώς  2'''' ))1(()1()1()( XXXXVar ηηη −+= )( 22 λλλλ =−+=XVar

2ος τρόπος. Είναι  και συνεπώς  )1(' )( −=
tet

X eetM λλ )()0(' λ== XEM X

Επίσης,  και εποµένως   )1()1(2'' )()( −− +=
tt etet

X eeeetM λλ λλ )0( 2''2 λλ +== XMEX

Άρα,  ( ) .)( 22 λ=−= EXEXXVar

 

Παράδειγµα 3.7 Έστω ότι η ροπογεννήτρια µιας τυχαίας µεταβλητής X  είναι  ,)( )1(3 −=
te

X etM ∈t ℜ. Ποια 

είναι η τιµή της πιθανότητας  );0( =XP

Λύση. Παρατηρούµε ότι η  είναι η ροπογεννήτρια της Poisson(3). Από την Πρόταση 3.2 έπεται ότι )(tM X

~X Poisson  Συνεπώς,   ).3( .)0( 3−== eXP
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Παράδειγµα 3.8 Έστω  Θα υπολογίσουµε τη συνάρτηση πιθανότητας της ).,(~ pnBinX X  µε τον τύπο της 

αντιστροφής. Στο Παράδειγµα 3.5 αποδείξαµε ότι  ∆ιαδοχικά έχουµε .)1()( nit
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Παράδειγµα 3.10 (Τυπική κανονική κατανοµή). Έστω    ).1,0(~ NZ
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Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε τη µέση τιµή και τη διασπορά της X  µε τη χρήση ροπογεννητριών. 
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 (ο υπολογισµός του τελευταίου ολοκληρώµατος βρίσκεται στο 

βιβλίο του Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Μέρος Ι, σελ. 397). ∆ιαδοχικά έχουµε 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΕΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναπτύξουµε τη θεωρία των διανυσµατικών τυχαίων µεταβλητών. Θα µελετήσουµε 

την έννοια της ανεξαρτησίας και θα ασχοληθούµε µε την εύρεση της κατανοµής του αθροίσµατος δύο ή 

περισσότερων ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών. Επιπλέον θα αναφερθούµε στις έννοιες της συνδιακύµανσης 

και του συντελεστή συσχέτισης. 

 

4.1 ∆ιακριτές και συνεχείς διανυσµατικές τυχαίες µεταβλητές  

Έστω οι τυχαίες µεταβλητές  που ορίζονται στον ίδιο πιθανοθεωρητικό χώρο ℑ,  Για κάθε 

 οι τυχαίες µεταβλητές  είναι τέτοιες ώστε 

nXX ,,1 K ,(Ω ).P

ni ,,1K= iX →Ω:iX ℜ. Πολλές φορές µας ενδιαφέρει να 

µελετήσουµε τις τυχαίες µεταβλητές  σε συνδυασµό για να διερευνήσουµε τυχόν συσχετίσεις τους. 

Με άλλα λόγια, µας ενδιαφέρει το διάνυσµα των τυχαίων µεταβλητών  Για παράδειγµα, έστω 

ότι η τυχαία µεταβλητή  αναπαριστά το βάρος, η τυχαία µεταβλητή  αναπαριστά το ύψος, η τυχαία 

µεταβλητή  αναπαριστά την ηλικία και η τυχαία µεταβλητή  αναπαριστά την πίεση ενός ασθενούς. Μας 

ενδιαφέρει να διερευνήσουµε τις τυχόν συσχετίσεις αυτών των µεταβλητών. Μελετούµε λοιπόν το διάνυσµα 

 ∆ίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

nXX ,,1 K

).,,(~
1 nXXX K=

1X 2X

3X 4X

).,,,(~
4321 XXXXX =

 

Ορισµός 4.1 Ένα διάνυσµα  που αποτελείται από  τυχαίες µεταβλητές ορισµένες στον ίδιο 

πιθανοθεωρητικό χώρο ℑ,  καλείται 

),,(~
1 nXXX K= n

,(Ω )P −n διάστατη τυχαία µεταβλητή ή διανυσµατική τυχαία 

µεταβλητή (δ.τ.µ.) dimensional random variable or random vector). Για το διάνυσµα −n( X~  ισχύει ότι 

ℜ∈=→Ω∈ ))(,),(()(~:~
1 ωωωω nXXXX K n. 

 

Κατά τη ρίψη δύο ζαριών µας ενδιαφέρει συνήθως τόσο η ένδειξη του πρώτου όσο και του δεύτερου ζαριού. Σε 

µία κλινική µελέτη µας ενδιαφέρει ο τρόπος µε τον οποίον η ηλικία ενός ασθενούς επηρεάζει το χρόνο 

αντίδρασής του σε ένα συγκεκριµένο φάρµακο. Σε αυτές τις περιπτώσεις εµφανίζονται δύο τυχαίες µεταβλητές. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο προσδιορισµός της συµπεριφοράς της µιας τυχαίας µεταβλητής σε σχέση 

µε τη συµπεριφορά της άλλης. Στη συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου, θα αναπτύξουµε τη θεωρία των 

διανυσµατικών τυχαίων µεταβλητών στην περίπτωση κατά την οποία ,2=n  δηλαδή όταν ).,(~ YXX =  
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Ορισµός 4.2 Η συνάρτηση κατανοµής ℜ:F 2 ]1,0[→  της διανυσµατικής διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής 

 ορίζεται ως εξής: ),( YX ],,[),( yYxXPyxF ≤≤=  ∞<<∞− yx,  και καλείται από κοινού (αθροιστική) 

συνάρτηση κατανοµής (joint distribution function) της διδιάστατης διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής 

 ).,( YX

 

Η συνάρτηση κατανοµής  της τυχαίας µεταβλητής XF X  µπορεί να ληφθεί από τη συνάρτηση  της 

διδιάστατης δ.τ.µ.  ως εξής: 

F

),( YX

).,(lim],[lim}],{lim[],[][)( yxFyYxXPyYxXPYxXPxXPxF
yyyX ∞→∞→∞→

=≤≤=≤≤=∞<≤=≤=  

Στην τέταρτη ισότητα η εναλλαγή της θέσης του ορίου και της πιθανότητας είναι επιτρεπτή. Εντελώς ανάλογα 

προκύπτει ότι   ).,(lim)( yxFyF
xY ∞→

=

Οι συναρτήσεις  και  καλούνται περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής (marginal distribution functions) 

των τυχαίων µεταβλητών 

XF YF

X  και  .Y

 

Παράδειγµα 4.1 Θα υπολογίσουµε την πιθανότητα  συναρτήσει των περιθωρίων συναρτήσεων 

κατανοµών των τυχαίων µεταβλητών   και της από κοινού αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της 

διδιάστατης δ.τ.µ.  ∆ιαδοχικά έχουµε 

],[ yYxXP >>

,X Y

).,( YX

}]{}[{1]}{}[{1]},[{1],[ yYxXPyYxXPyYxXPyYxXP ccc ≤∪≤−=>∪>−=>>−=>>  

).,()()(1}],{}{}{[1 yxFyFxFyYxXPyYPxXP YX +−−=≤≤−≤+≤−=  Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια 

του Νόµου De Morgan για την τοµή δύο ενδεχοµένων και η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια του προσθετικού 

νόµου. 

 

Αν οι τυχαίες µεταβλητές X  και  είναι διακριτές τότε ορίζουµε την από κοινού συνάρτηση πιθανότητας 

(σ.π.) (joint probability function)  της διδιάστατης δ.τ.µ.  όπου  και 

Y

),( yxp ),,( YX XSx∈ ,YSy∈  ως εξής: 

  ].,[),( yYxXPyxp ===

Απαραίτητη συνθήκη για να είναι η p  µία από κοινού σ.π. για τη δ.τ.µ.  είναι η εξής: ),( YX ∑∑
∈ ∈

=
X YSx Sy

yxp .1),(  

Η συνάρτηση πιθανότητας  της τυχαίας µεταβλητής Xp X  µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει της  ως εξής: p

∑ ∑
∈ ∈

======
Y YSy Sy

X yxpyYxXPxXPxp ,),(],[][)(  .XSx∈  
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Οµοίως, η συνάρτηση πιθανότητας  της τυχαίας µεταβλητής  µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει της Yp Y p ως 

εξής: ∑ ∑
∈ ∈

======
X XSx Sx

Y yxpyYxXPyYPyp ,),(],[][)(  .YSy∈  

 

Παράδειγµα 4.2 Έστω η διακριτή δ.τ.µ.  µε σύνολο δυνατών τιµών (φορέα)  και σ.π. ),( YX }3,2,1{}2,1{ ×=S

),3(
45
1],[),( yxyYxXPyxp +====  .),( Syx ∈  (α) ∆είξτε ότι η  είναι πράγµατι µία από κοινού σ.π. (β) 

Βρείτε τις σ.π. των τυχαίων µεταβλητών 

p

X  και  .Y

Λύση. (α) Είναι   Επιπλέον ,0),( ≥yxp .),( Syx ∈ ∑ ∑∑∑
= = ==

=+=
2

1

2

1

3

1

3

1
.1)3(

45
1),(

x x yy
yxyxp  Εποµένως, η  είναι 

πράγµατι µία από κοινού σ.π. 

p

(β) Είναι ∑
=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

+
====

3

1
.

2,
15
8

1,
15
7

15
6),(][)(

y
X

x

x
xyxpxXPxp  

∑
=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

=
+

====
2

1

.

3,
15
7

2,
15
5

1,
15
3

15
21),(][)(

x
Y

y

y

y

yyxpyYPyp   

Μπορούµε να συνοψίσουµε τις παραπάνω πιθανότητες στον ακόλουθο πίνακα: 

                       

                         y                1             2             3                )(xpX

                              x

                   1                    45
4           45

7      45
10             15

7  

                   2                    45
5          45

8       45
11             15

8  

                              )(ypY 15
3           15

5         15
7  

 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση πιθανότητας  της τυχαίας µεταβλητής Xp X  µπορεί να ληφθεί αν 

υπολογίσουµε τα αθροίσµατα ανά γραµµή του πίνακα ενώ η συνάρτηση πιθανότηατς  της τυχαίας 

µεταβλητής Y  µπορεί να ληφθεί αν υπολογίσουµε τα αθροίσµατα ανά στήλη του πίνακα. Επειδή οι σ.π.  και 

Yp

Xp
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Yp  των τυχαίων µεταβλητών X  και  εµφανίζονται στα περιθώρια του παραπάνω πίνακα καλούνται 

περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας (marginal probability functions). 

Y

 

Παράδειγµα 4.3 Υποθέτουµε ότι 15% των οικογενειών µιας κοινωνίας δεν έχει κανένα παιδί, 20% των 

οικογενειών έχει ένα παιδί, 35% των οικογενειών έχει δύο παιδιά και 30% των οικογενειών έχει τρία παιδιά. 

Υποθέτουµε επιπλέον ότι σε κάθε οικογένεια κάθε παιδί έχει την ίδια πιθανότητα να γεννηθεί αγόρι ή κορίτσι. 

Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή B  αναπαριστά τον αριθµό των αγοριών και η τυχαία µεταβλητή  αναπαριστά 

τον αριθµό των κοριτσιών που έχει µία οικογένεια η οποία επιλέγεται τυχαία. Να βρεθεί η από κοινού 

συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης δ.τ.µ.  

G

).,( GB

Λύση. Ας υπολογίσουµε την πιθανότητα }.2,0{ == GBP  Οι υπόλοιπες πιθανότητες υπολογίζονται µε 

παρόµοιο τρόπο. Είναι η οικογένεια έχει δύο κορίτσια και συνολικά δύο παιδιά}  {}2,0{ PGBP ===

{P= η οικογένεια έχει δύο παιδιά η οικογένεια έχει δύο κορίτσια |η οικογένεια έχει δύο παιδιά}  {} P⋅

.0875.0
2
135.0

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=  

Ο ακόλουθος πίνακας περιέχει τις πιθανότητες },,{ jGiBP ==  .3,2,1,0, =ji  

 

                                                0               1                2                3                    j )(ipB

                          i  

                          0                    0.15          0.10           0.0875       0.0375         0.3750 

                          1                    0.10          0.175         0.1125          0               0.3875 

                          2                    0.0875      0.1125           0               0               0.2 

                          3                    0.0375          0                0               0               0.0375 

                                     0.375         0.3875         0.2           0.0375           )( jpG

 

Παράδειγµα 4.4 Ένα ζάρι ρίπτεται δύο φορές και συµβολίζουµε µε  και  τις τυχαίες µεταβλητές που 

δηλώνουν το αποτέλεσµα της πρώτης και της δεύτερης ρίψης, αντίστοιχα. 

1X 2X

(α) Να βρεθεί το σύνολο τιµών και η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης δ.τ.µ.  ).,( 21 XX

(β) Να βρεθεί το σύνολο τιµών και η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης δ.τ.µ.  όπου 

 και  

),,( YX

),min( 21 XXX = ).,max( 21 XXY =

(γ) Να υπολογιστούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών  .,YX

Λύση. (α) Το σύνολο τιµών της  είναι ),( 21 XX }.6,,2,1,:),{( 2121),( 21
K== xxxxS XX   
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Επιπλέον ,
36
1),( 2211 === xXxXP  αν ),(21 21

),( XXSxx ∈  και ,0),( 2211 === xXxXP  διαφορετικά. 

(β) Το σύνολο τιµών της  διαµορφώνεται ως εξής ),( YX },6,,2,1,:),{(),( yxyxyxS YX ≤== K  ενώ για την από 

κοινού συνάρτηση πιθανότητας  της διδιάστατης διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής  έχουµε ),( yxf ),( YX

(i) αν ,uyx ==  όπου  τότε 6,,1K=u .
36
1),(),(),( 21 ======= uXuXPuYuXPuuf   

(ii) αν ,yx <  όπου  τότε 6,,1, K=yx )}],(),,{(),[(),(),( 21 xyyxXXPyYxXPyxf ∈====  

.
36
2),(),( 2121 ===+=== xXyXPyXxXP  

Εποµένως, ,
36
1),(),( ==== yYxXPyxf  αν ,61 ≤=≤ yx  ,

36
2),( =yxf  αν  και 61 ≤<≤ yx ,0),( =yxf  

διαφορετικά. 

(γ) Για την περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας  έχουµε )(xf X

∑ ∑
∈ =

−
=−+=++++===

),(),(:

6

,
36

213
36
2)6(

36
1)6,()1,(),(),(),()(

YXSyxy xy
X

xxxfxxfxxfyxfyxfxf K   

όπου  .6,,1K=x

Για την περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας  έχουµε )(yfY

∑ ∑
∈ =

−
=+−=+++===

),(),(: 1
,

36
12

36
1

36
2)1(),(),2(),1(),(),()(

YXSyxx

y

x
Y

yyyyfyfyfyxfyxfyf K   

όπου   .6,,1K=y

 

Παράδειγµα 4.5 Έστω η διδιάστατη διακριτή δ.τ.µ.  µε συνάρτηση πιθανότητας ),( YX ,
53
8),( yxyxp =  

 και  (α) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών K,2,1=x .,2,1 K=y

X  και  (β) Να υπολογιστεί η πιθανότητα  .Y ).2,2( ≥≥ YXP

Λύση. (α) Είναι ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

−∞

=

==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

1 1

1

1

.,2,1,
3
2

5
11

1
35

8
5
1

53
8

53
8),()(

y y
xx

y

x
y

yxX xyxpxp K   

∑ ∑∑
∞

=

∞

=

−∞

=

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

1 1

1

1
.,2,1,

5
4

3
1

35
8

53
8),()(

x x
y

x

y
x

yxY yyxpyp K  

(β) Έστω τα ενδεχόµενα  και }2{ <= XA }.2{ <= YB  

Είναι )()()(1)(1)2,2( BAPBPAPBAPYXP ∩+−−=∪−=≥≥  
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),1,1()1()1(1)1,1()1()1(1 FFFYXPYPXP YX +−−=≤≤+≤−≤−=  

όπου,   είναι οι περιθώριες αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµών των τυχαίων µεταβλητών  

και  είναι η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της διδιάστατης δ.τ.µ.  

),(xFX )(yFY YX ,

),( yxF ).,( YX

,
3
2)1()1()1()1( ====≤= XX pXPXPF ,

5
4)1()1()1()1( ====≤= YY pYPYPF  

.
15
8)1,1()1,1()1,1()1,1( =====≤≤= pYXPYXPF  

Άρα, .
15
1

15
8

5
4

3
21)2,2( =+−−=≥≥ YXP  

 

Έστω  δύο συνεχείς τυχαίες µεταβλητές οι οποίες είναι ορισµένες στον ίδιο δειγµατικό χώρο. Τότε η 

διδιάστατη διανυσµατική τυχαία µεταβλητή  είναι συνεχής αν υπάρχει µία µη-αρνητική συνάρτηση δύο 

µεταβλητών ℜ×ℜ   

YX ,

),( YX

:f ),,0[ ∞→ ),,( yxf ∈yx, ℜ τέτοια ώστε, για κάθε περιοχή ℜ×ℜ, η οποία µπορεί να 

γραφεί µέσω ορθογωνίων µε χρήση πεπερασµένου ή απείρως αριθµήσιµου πλήθους πράξεων (τοµή, ένωση, 

συµπλήρωµα), ισχύει ότι  Η συνάρτηση  καλείται από κοινού 

συνάρτηση πυκνότητας (σ.π.) (joint probability density function) της διδιάστατης δ.τ.µ.  Αν 

⊆C

.),(]),[(
),(
∫∫
∈

=∈
Cyx

dxdyyxfCYXP ),( yxf

).,( YX A  και B  

είναι υποσύνολα του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, τότε αν ορίσουµε ,},:) x,{( BAByAyxC ×=∈∈=  

έχουµε 

∫ ∫=∈∈=∈
B A

dxdyyxfBYAXPCYXP .),(],[]),[(  

Αν  και  έχουµε  ],( aA −∞= ],,( bB −∞=

∫ ∫
∞− ∞−

==≤≤=−∞∈−∞∈
b a

dxdyyxfbaFbYaXPbYaXP .),(),(],[]},(],,({  

Η συνάρτηση  καλείται από κοινού (αθροιστική) συνάρτηση κατανοµής της διδιάστατης δ.τ.µ.  Αν 

παραγωγίσουµε ως προς  και  έχουµε 

F ).,( YX

a b ).,(),(
2

bafbaF
ba

=
∂∂
∂  Η τελευταία σχέση συνδέει την από κοινού 

σ.π. και την από κοινού συνάρτηση κατανοµής της διδιάστατης δ.τ.µ.  Απαραίτητη συνθήκη για να είναι 

η  µία από κοινού σ.π. για τη διδιάστατη δ.τ.µ.  είναι  

).,( YX

),( yxf ),( YX ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= .1),( dydxyxf

Αν η διδιάστατη δ.τ.µ.  είναι συνεχής, τότε οι τυχαίες µεταβλητές ),( YX X  και  είναι συνεχείς (εναλλακτικά 

καλούνται από κοινού συνεχείς (joint continuous)) και οι συναρτήσεις πυκνότητας τους  και  

αντίστοιχα, µπορούν να ληφθούν ως εξής: 

Y

Xf ,Yf
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∫ ∫ ∫
∞

∞−

==∞−∞∈∈=∈
A A

X dxxfdydxyxfYAXPAXP ,)(),()},(,{}{  όπου  είναι η σ.π. της 

τυχαίας µεταβλητής  Οµοίως, η σ.π. της τυχαίας µεταβλητής  δίνεται από τη σχέση  

Για τις περιθώριες συναρτήσεις κατανοµών  ισχύουν οι εκφράσεις:  και 

 Από τις δύο τελευταίες σχέσεις µπορούµε να υπολογίσουµε απευθείας τις περιθώριες 

συναρτήσεις κατανοµών των τυχαίων µεταβλητών 

∫
∞

∞−

= dyyxfxf X ),()(

.X ,Y ∫
∞

∞−

= .),()( dxyxfyfY

)(),( yFxF YX ),(lim)( yxFxF
yX ∞→

=

).,(lim)( yxFyF
xY ∞→

=

X  και  από την από κοινού συνάρτηση κατανοµής της 

διδιάστατης δ.τ.µ.  

Y

).,( YX

Ισχύει ότι:   ∫ ∫∫
∞− ∞−

∞

∞−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∞<<∞−≤=≤=

x x

XX dssfdsdyysfYxXPxXPxF .)(),(),()()(

Όµοια,  ∫ ∫∫
∞− ∞−

∞

∞−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∞<<∞−≤=≤=

y y

YY dttfdtdxtxfXyYPyYPyF .)(),(),()()(

 

Παράδειγµα 4.6 Η από κοινού σ.π. της δ.τ.µ.  δίνεται από τον τύπο  

Να υπολογιστούν οι πιθανότητες (α) 

),( YX .
),0(,,0

),0(,,2
),(

2

⎩
⎨
⎧

∞∉
∞∈

=
−−

yx
yxee

yxf
yx

],1,1[ <> YXP  (β) ][ YXP <  και (γ) ].[ aXP <    

Λύση. (α) Είναι  [ ]∫ ∫ ∫ ∫
∞

−−−−∞−−−− −==−==<>
1

0 1

1

0

1

0

2121
1

22 ).1(222]1,1[ eedyeedyeedxdyeeYXP yxyyx

(β) ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫∫
∞ ∞ ∞ ∞

−−−−−−

<

−− =−=−=−===<
0 0 0 0 0

3222

}:),{(

2 .
3
1

3
2122)1(222][

y
yyyyyx

yxyx

yx dyedyedyeedxdyeedxdyeeYXP  

(γ)  ∫ ∫ ∫
∞

−−−− −===<
a a

axxy edxedydxeeaXP
0 0 0

2 .12][

 

Παράδειγµα 4.7 Η από κοινού σ.π. της δ.τ.µ.  δίνεται από τον τύπο  

Βρείτε την σ.π. της τυχαίας µεταβλητής 

),( YX .
),0(,,0

),0(,,
),(

)(

⎩
⎨
⎧

∞∉
∞∈

=
+−

yx
yxe

yxf
yx

.Y
X   

Λύση. Αρχικά θα υπολογίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής .Y
X  Για  έχουµε 

διαδοχικά 

,0>a
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[ ] .
)1(

11
)1(

)1()(
0

)1(

00 0

)()(

+
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+−=−===≤=
∞+−

−
∞

−−
∞

+−

≤

+− ∫∫ ∫∫∫ aa
eedyeedxdyedxdyeaY

XPaF
ya

yyay
ay

yx

ay
x

yx

Y
X  

Αν παραγωγίσουµε ως προς  λαµβάνουµε τη σ.π. της τυχαίας µεταβλητής ,a ,Y
X  η οποία δίνεται από τον 

τύπο: .0,)1()()( 2' >+== − aaafaF
Y

X
Y

X  

 

Παράδειγµα 4.8 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας µιας διδιάστατης διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής 

 δίνεται από τον τύπο ),( YX 20,10,
5

)(3),( <<<<
+

= yxyxxyxf  και  αλλού.  ,0),( =yxf

(α) Να υπολογιστεί η πιθανότητα .21,
2
10 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<<< YXP  

(β) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας   ),(xf X ).(yfY

(γ) Να βρεθεί η από κοινού συνάρτηση κατανοµής  ).,( yxF

(δ) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµών   ),(xFX ).(yFY

Λύση. (α) ∫ ∫ ∫ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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+
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⎠
⎞
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⎛ <<<<
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2
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10 dxxyyxdydxyxxYXP  
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(γ) ∫ ∫
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x y xyyxdsdtsttyYxXPyxF ,
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 ,10 << x  .20 << y  

(δ) ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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+
==
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XX
xxdsssdssfxF
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2
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)1(6)()(  .10 << x  

∫ ∫
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⎜
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5
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Παράδειγµα 4.9 Η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµής των χρόνων ζωής  δύο λαµπτήρων 

 σε χιλιάδες ώρες δίνεται από τον τύπο:   και 

YX ,

BA, ),1)(1(),( 34 2 yx eeyxF −− −−= 0, >yx ,0),( =yxF  αλλού.  

(α) Να υπολογιστούν οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµών των τυχαίων µεταβλητών X  και   .Y
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(β) Ποια είναι η πιθανότητα (i) και οι δύο λαµπτήρες να ζήσουν περισσότερο από 500 ώρες (ii) τουλάχιστον 

ένας από τους δύο λαµπτήρες να ζήσει περισσότερο από 500 ώρες; 

(γ) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των τυχαίων µεταβλητών X  και  Ποια είναι η από 

κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής  

.Y

);,( YX

Λύση. (α)  .0,1)1(lim)1(),(lim)(
22 434 >−=−−== −−

∞→

−

∞→
xeeeyxFxF xy

y

x

yX

.0,1)1(lim)1(),(lim)( 343 2

>−=−−== −−

∞→

−

∞→
yeeeyxFyF yx

x

y

xY   

(β) (i) Έστω τα ενδεχόµενα  ο λαµπτήρας :A A  ζει λιγότερο από 500 ώρες δηλαδή 2
1<X  και  ο 

λαµπτήρας 

:B

B  ζει λιγότερο από 500 ώρες δηλαδή .2
1<Y  Ζητάµε την πιθανότητα  

).()()(1)(1))(()( BAPBPAPBAPBAPBAP ccc ∩+−−=∪−=∪=∩  

Είναι %.6311)2
1()2

1()( 12
14

2

≅−=−==<= −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

eeFXPAP X  

.11)2
1()2

1()( 2
3

2
1

3 −−
−=−==<= eeFYPBP Y  

).1)(1()2
1,2

1()2
1,2

1()( 2
3

1 −− −−==<<=∩ eeFYXPBAP  

(ii) Ζητάµε την πιθανότητα  ).(1))(()( BAPBAPBAP ccc ∩−=∩=∪

(γ)   .0,8)'1()()(
22 44' >=−== −− xxeexFxf xx

XX

.0,3)'1()()( 33' >=−== −− yeeyFyf yy
YY  

.24),(),(
243

2
xyexeyxF

yx
yxf −−=

∂∂
∂

=  

 

4.2 Ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές  

Θεωρούµε ένα πείραµα στο οποίο ρίχνουµε ένα νόµισµα και ένα ζάρι. ∆ιαισθητικά πιστεύουµε ότι όποιο κι αν 

είναι το αποτέλεσµα της ρίψης ενός νοµίσµατος δεν θα πρέπει να έχει καµία επίδραση στο αποτέλεσµα της 

ρίψης του ζαριού και αντίστροφα. Έστω X  η τυχαία µεταβλητή που ισούται µε 1 ή 0 ανάλογα µε το αν το 

νόµισµα δείχνει κεφαλή ή γράµµατα και έστω  η τυχαία µεταβλητή που παίρνει τις τιµές  ή 6 

ανάλογα µε το αν η άνω έδρα του ζαριού φέρει τον αριθµό  ή 6 αντίστοιχα. Το αποτέλεσµα του 

διπλού πειράµατος περιγράφεται από τη διδιάστατη διακριτή δ.τ.µ.  Το διαισθητικό µας συµπέρασµα ότι 

τα αποτελέσµατα των ρίψεων του νοµίσµατος και του ζαριού δεν έχουν καµία επίδραση το ένα στο άλλο, 

µπορεί να διατυπωθεί αυστηρά ως εξής: αν  είναι ένας από τους αριθµούς 0 ή 1 και  είναι ένας από τους 

Y 5,4,3,2,1

5,4,3,2,1

).,( YX

x y
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αριθµούς 6, τότε τα ενδεχόµενα ,5,4,3,2,1 }{ xX =  και }{ yY =  πρέπει να είναι ανεξάρτητα. ∆ίνουµε τον 

ακόλουθο ορισµό.    

 

Ορισµός 4.3 Οι τυχαίες µεταβλητές X  και  καλούνται ανεξάρτητες (independent) αν για οποιαδήποτε 

υποσύνολα 

Y

A  και B  του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, ισχύει ότι 

}{}{},{ BYPAXPBYAXP ∈∈=∈∈           (4.1) 

 

Ισοδύναµα, οι τυχαίες µεταβλητές X  και Y  είναι ανεξάρτητες όταν και µόνο όταν για οποιαδήποτε σύνολα A  

και  τα ενδεχόµενα  και ,B }{ AXEA ∈= }{ BYEB ∈=  είναι ανεξάρτητα. Για οποιαδήποτε ∈ba, ℜ, ισχύει ότι 

 ή ισοδύναµα }{}{},{ bYPaXPbYaXP ≤≤=≤≤ ),()(),( bFaFbaF YX=  όπου  είναι η από κοινού 

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της διδιάστατης δ.τ.µ.  και  είναι οι συναρτήσεις κατανοµών 

των τυχαίων µεταβλητών 

F

),( YX YX FF ,

X  και  αντίστοιχα.  ,Y

Όταν οι X  και  είναι διακριτές τυχαίες µεταβλητές, η συνθήκη ανεξαρτησίας (4.1) είναι ισοδύναµη µε τη 

σχέση  

Y

),()(),( ypxpyxp YX=   

ή µε τη σχέση                                                                                                                                                      (4.2) 

],[][],[ yYPxXPyYxXP =====  για κάθε yx,   

 

Η ισοδυναµία των σχέσεων (4.1) και (4.2) εξηγείται ως εξής: Αν στη σχέση (4.1), θέσουµε }{xA =  και 

 λαµβάνουµε τη (4.2). Επιπλέον, αν η σχέση (4.2) ισχύει, τότε για οποιαδήποτε σύνολα },{yB = A  και  

έχουµε  

,B

∑∑ ∑∑ ∑ ∑
∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

=========∈∈
By Ax By Ax By Ax

xXPyYPyYPxXPyYxXPBYAXP }{}{}{}{},{},{  

                                               }.{}{ AXPBYP ∈∈=  

Όταν οι X  και Y  είναι συνεχείς τυχαίες µεταβλητές, η συνθήκη της ανεξαρτησίας (4.1) είναι ισοδύναµη µε τη 

σχέση  για κάθε ),()(),( yfxf X=yxf Y ., yx  

∆ιαισθητικά, οι τυχαίες µεταβλητές X  και  είναι ανεξάρτητες όταν η γνώση της µίας δεν επηρεάζει την 

κατανοµή της άλλης. Αν δύο τυχαίες µεταβλητές δεν είναι ανεξάρτητες, τότε καλούνται εξαρτηµένες. 

Y

 

Παράδειγµα 4.10 Ένας άνδρας και µία γυναίκα έχουν συµφωνήσει να συναντηθούν σε ένα ζαχαροπλαστείο 

κάποια χρονική στιγµή µεταξύ 12:00 και 1:00 το µεσηµέρι. Υποθέτουµε ότι ο άνδρας φθάνει στο 

ζαχαροπλαστείο στις X+12  και η γυναίκα φθάνει στις .12 Y+  Υποθέτουµε επιπλέον ότι οι X  και  είναι Y
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ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές και ότι ακολουθούν την Oµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα  Να 

υπολογιστεί η πιθανότητα 

).1,0(

,
6
1|| ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >−YXP  δηλαδή η πιθανότητα ο άνδρας να περιµένει τη γυναίκα ή 

αντίστροφα για περισσότερο από δέκα λεπτά. 

Λύση. Έστω  η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης δ.τ.µ.  και  οι σ.π. των 

τυχαίων µεταβλητών 

),( yxf ),( YX YX ff ,

X  και  αντίστοιχα.  ,Y

Είναι { } { 6
1

6
1

6
1|| −<−∪>−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >− YXYXYX } και τα ενδεχόµενα { },6

1>−YX  { }6
1−<−YX  είναι 

ασυµβίβαστα. Άρα, { } { } { } ∫∫
<+

=<+=<++<+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >−

yx

dxdyyxfYXPYXPXYPYXP
6

1

),(26
126

1
6

1
6
1||  

( )∫ ∫ ∫∫∫∫∫
−

==−====
<+<+

1

6
1 0

1

6
1

6
1

6
1

6
1

.
36
25

72
2526

1222)()(2
y

dyydxdydxdydxdyyfxf
yxyx

YX  

Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της συµµετρίας και η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των 

τυχαίων µεταβλητών X  και  .Y

 

Παράδειγµα 4.11 Υποθέτουµε ότι ο αριθµός των ατόµων που εισέρχονται κατά τη διάρκεια µιας µέρας σε ένα 

ταχυδροµείο ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο .λ  ∆είξτε ότι, αν το κάθε άτοµο που εισέρχεται 

στο ταχυδροµείο είναι άνδρας µε πιθανότητα  και γυναίκα µε πιθανότητα p ,1 p−  τότε ο αριθµός των ανδρών 

και των γυναικών που µπαίνουν στο ταχυδροµείο κατά τη διάρκεια µιας µέρας είναι ανεξάρτητες τυχαίες 

µεταβλητές που ακολουθούν την κατανοµή Poisson µε παραµέτρους pλ  και ),1( p−λ  αντίστοιχα.    

Λύση. Έστω X  και  αντίστοιχα, ο αριθµός των ανδρών και των γυναικών που εισέρχονται στο ταχυδροµείο 

κατά τη διάρκεια µιας µέρας. Από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας και αν δεσµευτούµε ως προς την τυχαία 

µεταβλητή  έχουµε  

,Y

,YX +

][]|,[][]|,[],[ jiYXPjiYXjYiXPjiYXPjiYXjYiXPjYiXP +≠++≠+==++=++=+=====

.
)!(

)1(][]|,[
ji

epp
i

ji
jiYXPjiYXjYiXP

ji
ijii

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=+=++=+===

+
−−+ λλ  

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει διότι προφανώς ισχύει ότι .0]|,[ =+≠+== jiYXjYiXP  Η τρίτη ισότητα 

προκύπτει διότι, εξ υποθέσεως, η τυχαία µεταβλητή YX +  ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο .λ  

Επιπλέον, δοθέντος ότι  άνθρωποι εισέρχονται στο ταχυδροµείο και ο καθένας από αυτούς είναι άνδρας µε 

πιθανότητα  η πιθανότητα ακριβώς  άτοµα να είναι άνδρες (και εποµένως ακριβώς  άτοµα να είναι 

ji +

,p i j
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γυναίκες) είναι ίση µε =+=+== ]|,[ jiYXjYiXP ,)1( ijii pp
i

ji −+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
 δηλαδή η παραπάνω πιθανότητα 

είναι διωνυµική µε παραµέτρους  και ji + .p  Συνεπώς, ,
!!

)]1([)(],[
ji
ppejYiXP

j
i −

=== − λλλ  .,1,0, K=ji  

Η περιθώρια συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής X  βρίσκεται ως εξής: 

,
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)(],[][ )1(
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pejYiXPiXP
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− ==
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===== ∑∑   .,1,0 K=i

Άρα, ~X Poisson ).( pλ  Οµοίως, η περιθώρια συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Y  είναι 

,
!

)]1([],[][
0

)1(∑
∞

=

−− −
=====

i

j
p

j
pejYiXPjYP λλ  .,1,0 K=j  Άρα, Poisson~Y )].1([ p−λ  

Παρατηρούµε ότι ],[][],[ jYPiXPjYiXP =====  .,1,0, K=ji  Εποµένως, οι τυχαίες µεταβλητές X  και 

 είναι ανεξάρτητες. Y

 

Παράδειγµα 4.12 Έστω  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές οι οποίες είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες 

στο διάστηµα  Υπολογίστε την πιθανότητα  

ZYX ,,

).1,0( ].[ YZXP ≥

Λύση. Έστω  η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της τρισδιάστατης δ.τ.µ.  και  οι 

συναρτήσεις πυκνότητας των τυχαίων µεταβλητών  Αφού οι  είναι ανεξάρτητες, ισχύει ότι 

 

ZYXf ,, ),,( ZYX ZYX fff ,,

.,, ZYX ZYX ,,

,1)()()(),,(,, == zfyfxfzyxf ZYXZYX .1,,0 ≤≤ zyx  

Είναι ∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
≥

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−===≥

yzx yz
ZYX dzzdydzyzdxdydzdxdydzzyxfYZXP
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0
,, .
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3

2
1)1(),,(][  

 

4.3 Κατανοµή του αθροίσµατος ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών 

Η Πρόταση 2.5 µπορεί να γενικευτεί στην περίπτωση των δ.τ.µ.  Η µέση τιµή µιας συνάρτησης  

της δ.τ.µ.  είναι  αν η δ.τ.µ.  είναι διακριτή µε από κοινού 

συνάρτηση πιθανότητας  ενώ  αν η δ.τ.µ.  είναι συνεχής µε 

από κοινού συνάρτηση πυκνότητας  Ισχύει η ακόλουθη πρόταση. 

).,( YX ),( YXg

),( YX ∑∑=
y x

yxpyxgYXgE ),,(),()],([ ),( YX

),,( yxp ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= ,),(),()],([ dxdyyxfyxgYXgE ),( YX

).,( yxf

 

Πρόταση 4.1 Έστω τυχαίες µεταβλητές  που ορίζονται στον ίδιο πιθανοθεωρητικό χώρο YX , ,(Ω ℑ,  Αν οι 

 είναι ανεξάρτητες τότε 

).P

YX , )],([)]([)]()([ YhEXgEYhXgE =  όπου  και  είναι πραγµατικές συναρτήσεις. g h
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Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την πρόταση στην περίπτωση κατά την οποία οι τυχαίες µεταβλητές X  και Y  είναι 

συνεχείς. Η απόδειξη είναι παρόµοια στην περίπτωση κατά την οποία οι X  και  είναι διακριτές τυχαίες 

µεταβλητές. Έστω  η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης δ.τ.µ.  και  οι 

συναρτήσεις πυκνότητας των  ∆ιαδοχικά, έχουµε  

Y

),( yxf ),( YX YX , ff

.,YX

∫ ∫ ∫ ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=== dxxfxgdyyfyhdxdyyfxfyhxgdxdyyxfyhxgYhXgE XYYX )()()()()()()()(),()()()]()([   

)].([)]([ XgEYhE=  ■ 

 

Έστω X  και Y  δύο ανεξάρτητες διακριτές τυχαίες µεταβλητές που παίρνουν ακέραιες τιµές και έστω ,YX +η   

Xη  και ,Yη  οι πιθανογεννήτριες των τυχαίων µεταβλητών XYX ,+  και  αντίστοιχα. Από την παραπάνω 

πρόταση και τον ορισµό της πιθανογεννήτριας, διαδοχικά έχουµε 

,Y

).()()()()()()( tttEtEttEtEt YX
YXYXYX

YX ηηη ==== +
+  

Υποθέτουµε ότι η πραγµατική µεταβλητή  παίρνει τιµές σε ένα κατάλληλο διάστηµα σύγκλισης των 

πιθανογεννητριών. Η τρίτη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων µεταβλητών   

t

.,YX

Με επαγωγή έπεται ότι, αν οι  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, ισχύει ότι rXX ,,1 K

),()()(
11

ttt
rr XXXX ηηη LL =++  όπου 

rXX ++L1
η  είναι η πιθανογεννήτρια της τυχαίας µεταβλητής rXX ++L1  και 

rXX ηη ,,
1
K  είναι οι πιθανογεννήτριες των   .,,1 rXX K

Παρόµοια αποτελέσµατα προκύπτουν για τις ροπογεννήτριες και τις χαρακτηριστικές συναρτήσεις. Αν  

είναι δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές και  είναι οι ροπογεννήτριες των 

YX ,

YXYX MMM +,, ,,, YXYX +  

αντίστοιχα, διαδοχικά έχουµε  ).()()()()()()( )( tMtMeEeEeeEeEtM YX
tYtXtYtXYXt

YX ==== +
+

Υποθέτουµε ότι η πραγµατική µεταβλητή  του παραπάνω τύπου παίρνει τιµές σε ένα κατάλληλο διάστηµα 

σύγκλισης των ροπογεννητριών. Επίσης, αν 

t

YXYX +φφφ ,,  είναι οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις των 

 αντίστοιχα, διαδοχικά έχουµε ,,, YXYX +

∈==== +
+ ttteEeEeeEeEt YX

itYitXitYitXYXit
YX ),()()()()()()( )( φφφ ℜ.  

Οι δύο τελευταίοι τύποι, όπως στην περίπτωση των πιθανογεννητριών, επεκτείνονται άµεσα µε επαγωγή µε 

συνέπεια η ροπογεννήτρια (ή η χαρακτηριστική συνάρτηση) του αθροίσµατος πεπερασµένου πλήθους 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών ισούται µε το γινόµενο των ροπογεννητριών (ή των χαρακτηριστικών 

συναρτήσεων) τους.  

Τα παραπάνω αποτελέσµατα σε συνδυασµό µε τις Προτάσεις 3.1, 3.2 και 3.3 µας βοηθούν να προσδιορίσουµε 

την κατανοµή του αθροίσµατος πεπερασµένου πλήθους ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών. Στη συνέχεια 

παραθέτουµε τρία σχετικά παραδείγµατα. 
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Παράδειγµα 4.13 Αν ~X Poisson )( 1λ  και ~Y Poisson ),( 2λ  0, 21 >λλ  και  είναι ανεξάρτητες τυχαίες 

µεταβλητές, τότε 

YX ,

~YX + Poisson ).( 21 λλ +  

Λύση. Η λύση θα δοθεί µε δύο τρόπους. 

 1ος τρόπος. Το ενδεχόµενο  },{ iYX =+ K,1,0=i  µπορεί να γραφεί ως η τοµή των ξένων µεταξύ τους 

ενδεχοµένων  και   ∆ιαδοχικά έχουµε }{ kX = },{ kiY −= .,,0 ik K=

∑ ∑ ∑
= = =
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i
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i
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e λλλλ

λλ λλλλ
λλ +=

−
=

−
=

+−

=

−
+−

=

−
+− ∑∑  Άρα, ~YX +  Poisson ).( 21 λλ +  

2ος τρόπος. Έστω YXYX +φφφ ,,  οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις των ,,, YXYX +  αντίστοιχα. Τότε, αφού οι 

 είναι ανεξάρτητες, ισχύει ότι YX , ∈=+ tttt YXYX ),()()( φφφ ℜ. Από το Παράδειγµα 3.6, έχουµε 

)1(1)( −=
ite

X et λφ  και   Άρα,  ℜ.  .)( )1(2 −=
ite

Y et λφ )},()exp{()( 2121 λλλλφ +−+=+
it

YX et ∈t

Από την Πρόταση 3.3 προκύπτει άµεσα ότι ~YX + Poisson ).( 21 λλ +    

 

Το αποτέλεσµα του προηγούµενου παραδείγµατος µπορεί να γενικευτεί για την περίπτωση που έχουµε 

 ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε ~ PoissonrXX ,,1 K iX ),( iλ  .,,1 ri K=  

Τότε Poisson~1 rXX ++L ).( 1 rλλ ++L   

 

Παράδειγµα 4.14 Αν ~X ),,( pnBin   και  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, τότε ),(~ pmBinY YX ,

~YX + ).,( pmnBin +  

Λύση. Έστω YXYX +ηηη ,,  οι πιθανογεννήτριες των ,,, YXYX +  αντίστοιχα. Τότε, αφού οι  είναι 

ανεξάρτητες, ισχύει ότι 

YX ,

),()()( ttt YXYX ηηη =+  όπου η πραγµατική µεταβλητή t  ανήκει στο διάστηµα σύγκλισης 

των πιθανογεννητριών. Από το Παράδειγµα 3.5, έχουµε  και  Άρα,  n
X ptpt )1()( −+=η .)1()( m

Y ptpt −+=η

.)1()( mn
YX ptpt +

+ −+=η  Από την Πρόταση 3.1 προκύπτει άµεσα ότι ).,(~ pmnBinYX ++  

 

Το αποτέλεσµα του προηγούµενου παραδείγµατος µπορεί να γενικευτεί για την περίπτωση που έχουµε 

 ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε  rXX ,,1 K ~iX ),,( pnBin i .,,1 ri K=  

Τότε  ~1 rXX ++L ).,( 1 pnnBin r++L

 

 69



Παράδειγµα 4.15 Αν ~X ),,( 2
11 σµN  )  και  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, τότε 

 όπου 

,(~ 2
22 σµNY YX ,

),,(~ 2
2

22
1

2
21 σσµµ babaNbYaX +++ ∈ba, ℜ. 

Λύση. Έστω  οι ροπογεννήτριες των bYaXYX MMM +,, ,,, bYaXYX +  αντίστοιχα. Αφού  ανεξάρτητες 

τυχαίες µεταβλητές, διαδοχικά έχουµε  

YX ,

).()()()()()()( )( tbMtaMeEeEeEeEtM YX
tbYtaXtbYtaXbYaXt

bYaX ==== ++
+   

Χρησιµοποιούµε τα αποτελέσµατα του Παραδείγµατος 3.11 και έχουµε 
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 ∈t ℜ. 

Από την Πρόταση 3.2 προκύπτει άµεσα ότι  ).,(~ 2
2

22
1

2
21 σσµµ babaNbYaX +++

 

Το αποτέλεσµα του προηγούµενου παραδείγµατος µπορεί να γενικευτεί για την περίπτωση που έχουµε 

 ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε  rXX ,,1 K ~iX ),,( 2
iiN σµ .,,1 ri K=  

Τότε  όπου ~11 rr XaXa ++L ,,
1

22

1
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑∑
==

r

i
ii

r

i
ii aaN σµ ∈raa ,,1 K ℜ. 

 

Σε κάθε ένα από τα τρία προηγούµενα παραδείγµατα χρησιµοποιήσαµε ενδεικτικά µία από τις τρεις 

συναρτήσεις (πιθανογεννήτρια, ροπογεννήτρια, χαρακτηριστική συνάρτηση). Είναι φανερό ότι σε κάθε 

παράδειγµα θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε εναλλακτικά οποιαδήποτε από τις υπόλοιπες γεννήτριες  

συναρτήσεις. 

 

4.4 Μέση τιµή και διασπορά του αθροίσµατος τυχαίων µεταβλητών   

Στο παρόν εδάφιο θα ασχοληθούµε µε την εύρεση της µέσης τιµής και της διασποράς του αθροίσµατος δυο 

τυχαίων µεταβλητών. Ισχύει η ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 4.2 Έστω δύο τυχαίες µεταβλητές  µε πεπερασµένες µέσες τιµές. Τότε η τυχαία µεταβλητή YX ,

YX +  έχει πεπερασµένη µέση τιµή και επιπλέον ισχύει ότι ).()()( YEXEYXE +=+  

Απόδειξη. Έστω ότι η δ.τ.µ.  είναι συνεχής και έστω  οι σ.π. της διδιάστατης δ.τ.µ. 

 και των τυχαίων µεταβλητών  αντίστοιχα. Θεωρούµε τη συνάρτηση 

),( YX YX ffyxf ,),,(

),( YX YX , .),( YXYXg +=  ∆ιαδοχικά 

έχουµε 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=+=+=+= dxdyyxyfdydxyxxfdxdyyxfyxYXEYXgE ),(),(),()()()],([   
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).()()()( YEXEdyyyfdxxxf YX +=+= ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

 Αν η διδιάστατη δ.τ.µ.  είναι διακριτή η απόδειξη γίνεται µε 

παρόµοιο τρόπο. ■  

),( YX

 

Αν  είναι τυχαίες µεταβλητές µε πεπερασµένες µέσες τιµές, τότε µε επαγωγή αποδεικνύεται ότι 

 Η τελευταία σχέση είναι πολύ χρήσιµη για τον υπολογισµό µέσων τιµών. 

rXX ,,1 K

∑∑
==
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⎡ r
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i
i XEXE
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Παράδειγµα 4.16 Έστω ότι  άνδρες πετάνε τα καπέλα τους στο πάτωµα ενός δωµατίου. Τα καπέλα 

ανακατεύονται και ο κάθε άνδρας διαλέγει ένα καπέλο κατά τυχαίο τρόπο. Βρείτε τη µέση τιµή του αριθµού 

των ανδρών που διαλέγουν τα δικά τους καπέλα. 

N

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή  τέτοια ώστε ,NiX i ,,1, K= 1=iX  αν ο άνδρας  διαλέγει το δικό του 

καπέλο και ,  αν ο άνδρας  δεν διαλέγει το δικό του καπέλο. Έστω η τυχαία µεταβλητή 

 Ζητάµε να βρούµε τη µέση τιµή  Ισχύει ότι 

i

0=iX i

.1 NXXX ++= L ).(XE ,1)1(
N

XPEX ii ===  για κάθε 

 Συνεπώς, .,,1 Ni K= .1)()()( 1 =++= NXEXEXE L  

 

Παράδειγµα 4.17 ∆έκα κυνηγοί περιµένουν να περάσει ένα σµήνος από δέκα κοτσύφια. Όταν περάσει το 

σµήνος, οι κυνηγοί πυροβολούν ταυτόχρονα αλλά ο καθένας διαλέγει το στόχο του τυχαία και ανεξάρτητα από 

τους άλλους. Αν ο κάθε κυνηγός πετυχαίνει το στόχο του µε πιθανότητα  να βρεθεί ο αναµενόµενος αριθµός 

των κοτσυφιών που ξεφεύγουν από τους πυροβολισµούς των κυνηγών. 

,p

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή  τέτοια ώστε ,10,,1, K=iX i 1=iX  αν το οστό κοτσύφι ξεφεύγει και 

 αν το οστό κοτσύφι δεν ξεφεύγει από τους πυροβολισµούς των κυνηγών.  

−i

,0=iX −i

Έστω η τυχαία µεταβλητή .  Ζητάµε να βρούµε τη µέση τιµή  101 XXX ++= L ).(XE

Ισχύει ότι ).()()()( 101101 XEXEXXEXE ++=++= LL   

Για κάθε  έχουµε 10,,1K=i ).1()( == ii XPXE  Ο κάθε κυνηγός, ανεξάρτητα από τους άλλους, πετυχαίνει το 

οστό κοτσύφι µε πιθανότητα −i .
10
p  Άρα, .

10
1)1(

10

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

pXP i  Συνεπώς, .
10

110)(
10

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

pXE  

 

Η Πρόταση 4.2 µπορεί να γενικευτεί για r  τυχαίες µεταβλητές  ως εξής: ,,,1 rXX K

),()()( 1111 rrrr XEaXEaXaXaE ++=++ LL  όπου  πραγµατικές σταθερές. raa ,,1 K
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Παράδειγµα 4.18 Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας µιας διακριτής διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής 

 δίνεται από τον τύπο ),( YX ,),( ⎟⎟
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y
xcyxp  ,3,2,1=x  .2,1=y   

(α) Ποια είναι η τιµή της σταθεράς  και ποιες οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των τυχαίων 

µεταβλητών 

c

X  και   .Y

(β) Να υπολογιστούν οι µέσες τιµές των τυχαίων µεταβλητών X  και  .Y
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4.5 Συνδιακύµανση δύο τυχαίων µεταβλητών 

Έστω  δύο τυχαίες µεταβλητές. Η διακύµανση µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί ένα µέτρο της 

µεταβλητότητάς της. Αν, για παράδειγµα, θεωρήσουµε ένα γραµµικό συνδυασµό  των τυχαίων 

µεταβλητών 

YX ,

,bYaXZ +=

X  και  όπου ℜ σταθερές, είναι διαισθητικά προφανές ότι η διακύµανση της ,Y ∈ba, Z  θα πρέπει 

να επηρεάζεται τόσο από τις διακυµάνσεις των  όσο και από την από κοινού συµπεριφορά των τυχαίων 

µεταβλητών  Η ποσότητα που αντικατοπτρίζει την από κοινού συµπεριφορά των  δίνεται στον 

ακόλουθο ορισµό.  

YX ,

.,YX YX ,

 

Ορισµός 4.4 (Συνδιακύµανση). Η συνδιακύµανση (covariance) δύο τυχαίων µεταβλητών X  και  ορίζεται 

ως εξής:  

,Y

{ }.))())(((),( YEYXEXEYXCov −−=

 

Από τον παραπάνω ορισµό, αναπτύσσοντας το δεξιό µέλος της τελευταίας ισότητας, διαδοχικά έχουµε 

{ } )()()()()()()()()()()(),( YEXEYEXEXEYEXYEYEXEYXEXYEXYEYXCov +−−=+−−=  

                   ).()()( YEXEXYE −=

Αν  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, τότε από την Πρόταση 4.1, έχουµε YX , .0),( =YXCov   
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Το αντίστροφο δεν ισχύει. ∆ηλαδή, αν ,0),( =YXCov  δεν έπεται ότι οι  είναι ανεξάρτητες. Ένα απλό 

παράδειγµα δύο εξαρτηµένων τυχαίων µεταβλητών  που έχουν µηδενική συνδιακύµανση µπορεί να 

ληφθεί αν υποθέσουµε ότι η 

YX ,

YX ,

X  είναι τέτοια ώστε ,
3
1)1()1()0( =−===== XPXPXP  και ορίσουµε την  

έτσι ώστε  αν  και  αν 

,Y

,0=Y 0≠X ,1=Y .0=X  Τότε ,0=XY και εποµένως, .0)( =XYE  Επιπλέον, 

 και 0)( =XE .0)()()(),( =−= YEXEXYEYXCov  Οι  είναι φανερά εξαρτηµένες τυχαίες µεταβλητές. YX ,

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 4.3 Έστω  δύο τυχαίες µεταβλητές µε πεπερασµένες ροπές δεύτερης τάξης. Τότε η τυχαία 

µεταβλητή 

YX ,

YX +  έχει πεπερασµένη ροπή δεύτερης τάξης και εποµένως έχει πεπερασµένη διασπορά. Επιπλέον, 

ισχύει ότι  ).,(2)()()( YXCovYVarXVarYXVar ++=+

Απόδειξη. Είναι  22 ))](())([()]([)( YEYXEXEYXEYXEYXVar −+−=+−+=+

).,(2)()())]())(([(2))(())(( 22 YXCovYVarXVarYEYXEXEYEYEXEXE ++=−−+−+−=  ■ 

 

Η προηγούµενη πρόταση µπορεί να γενικευτεί για r  τυχαίες µεταβλητές  ως εξής: rXX ,,1 K
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iirr XXCovaaXVaraXaXaVar

1 11
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11 ),,(2)()( L  όπου  πραγµατικές σταθερές. raa ,,1 K

Στην περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές  είναι ανά δύο ανεξάρτητες µεταξύ τους, ισχύει ότι  rXX ,,1 K

),()(
1

2
11 ∑

=

=++
r

i
iirr XVaraXaXaVar L  όπου  πραγµατικές σταθερές. raa ,,1 K

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 4.4 Αν  τυχαίες µεταβλητές και ZYX ,, ∈ba, ℜ, ισχύει ότι 

).,(),(),( ZYbCovZXaCovZbYaXCov +=+   

Απόδειξη. Είναι  

[ ] [ ])()()()()()()(])[(),( ZEYEYZEbZEXEXZEaEZbYaXEZbYaXEZbYaXCov −+−=+−+=+  

).,(),( ZYbCovZXaCov +=  ■ 

 

Παράδειγµα 4.19 Για το Παράδειγµα 4.16 υπολογίστε τη διασπορά του αριθµού των ανδρών που διαλέγουν τα 

δικά τους καπέλα. 

Λύση. Ισχύει ότι   ∑ ∑∑
= = +=
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jii XXCovXVarXVar

1 1 1
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Όµως, ( ) ( ) ,111)1()( 2
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Επίσης, για  µε ,  έχουµε ότι ji, ji < ).()()(),( jijiji XEXEXXEXXCov −=  Όµως,  αν αµφότεροι 

οι άνδρες  και  διαλέγουν τα δικά τους καπέλα και 

,1=ji XX

i j ,0=ji XX  σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση.  
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4.6 Συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών 

Έστω X  και Y  δύο τυχαίες µεταβλητές µε πεπερασµένες µη-µηδενικές διασπορές για τις οποίες διαπιστώσαµε 

ότι  Τότε οι  δεν είναι ανεξάρτητες. Μας ενδιαφέρει να αποδώσουµε ποσοτικά το βαθµό 

εξάρτησης των 

.0) ≠,( YXCov YX ,

X  και Y  µε έναν κατάλληλο αριθµό. Η τιµή της συνδιακύµανσης των τυχαίων µεταβλητών X  

και Y  επηρεάζεται σηµαντικά από τις µονάδες µέτρησης των X  και  Για να εξαλείψουµε την επίδραση των 

µονάδων µέτρησης των 

.Y

X  και Y  στο βαθµό της εξάρτησής τους δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό.  

 

Ορισµός 4.5 Ο συντελεστής συσχέτισης (correlation coefficient) δύο τυχαίων µεταβλητών  τέτοιων ώστε 

 ορίζεται ως εξής: 

YX ,

,0)()( >⋅ YVarXVar
)()(

),(:),(
YVarXVar

YXCovYX =ρ  και αποτελεί ένα µέτρο του βαθµού 

εξάρτησης µεταξύ τους.   

 

Πρόταση 4.5 Ισχύει ότι .1),(1 ≤≤− YXρ  

Απόδειξη. Έστω  και  οι διασπορές των τυχαίων µεταβλητών 2
Xσ 2

Yσ X  και  αντίστοιχα. Ισχύει ότι ,Y

.1),(),(2110),(2)()(0 22 −≥⇒++≤⇒++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤ YXYXYXCovYVarXVarYXVar

YXYXYX

ρρ
σσσσσσ

 

Επίσης, ισχύει ότι .1),(),(2110),(2)()(0 22 ≤⇒−+≤⇒−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤ YXYXYXCovYVarXVarYXVar

YXYXYX

ρρ
σσσσσσ

 

Συνεπώς, .1),(1 ≤≤− YXρ  ■ 

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση. 
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Πρόταση 4.6 Αν Z  είναι µία τυχαία µεταβλητή τέτοια ώστε ,0)( =ZVar  τότε  .1)}({ == ZEZP

Απόδειξη. Από την ανισότητα του Chebyshev, έχουµε ότι ,01|)(| =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ >−

n
ZEZP  για κάθε  Υποθέτουµε 

ότι  Από το Θεώρηµα Συνέχειας, ισχύει ότι  

.1≥n

.∞→n

)}.({1|)(|lim1|)(|lim0 ZEZP
n

ZEZP
n

ZEZP
nn

≠=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ >−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ >−=

∞→∞→
 Συνεπώς, .1)}({ == ZEZP  ■ 

Αν ,1),( =YXρ  τότε από τη σχέση ),,(22),(2)()(
22 YXYXCovYVarXVarYXVar

YXYXYX

ρ
σσσσσσ

−=−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  

προκύπτει ότι .0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

YX

YXVar
σσ

 Η τελευταία σχέση έχει ως άµεσο επακόλουθο ότι, µε πιθανότητα 1, η 

ποσότητα 
YX

YX
σσ

−  θα είναι ίση µε µία σταθερά. Εποµένως, θα ισχύει ότι  όπου ,bXaY += ,0>=
X

Yb
σ
σ

 

ℜ. ∈ba,

Οµοίως, αν ,1),( −=YXρ  τότε από τη σχέση 

),,(22),(2)()(
22 YXYXCovYVarXVarYXVar

YXYXYX

ρ
σσσσσσ

+=++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+  προκύπτει ότι .0=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

YX

YXVar
σσ

 Άρα, µε 

πιθανότητα 1, η ποσότητα 
YX

YX
σσ

+  θα είναι ίση µε µία σταθερά. Εποµένως, θα ισχύει ότι ,bXaY +=  όπου 

,0<−=
X

Yb
σ
σ

 ℜ.  ∈ba,

Επιπλέον, αν  τότε ,bXaY += 1),( =YXρ  ή ,1),( −=YXρ  ανάλογα µε το πρόσηµο της σταθεράς  .b

Πράγµατι, µετά από πράξεις έχουµε ότι ,
||

),(
b
bbXaX =+ρ  εποµένως ,1),( =+ bXaXρ  αν  και 0>b

,1),( −=+ bXaXρ  αν  .0<b

Ο συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών X  και  είναι ένα µέτρο του βαθµού της γραµµικής 

εξάρτησης των 

Y

X  και  Μία τιµή του συντελεστή συσχέτισης κοντά στο +1 ή στο -1 είναι ένδειξη υψηλού 

βαθµού γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των 

.Y

X  και  ενώ µία τιµή του συντελεστή συσχέτισης κοντά στο 0 

είναι ένδειξη ότι δεν υπάρχει γραµµική εξάρτηση. Μία θετική τιµή του συντελεστή συσχέτισης είναι ένδειξη ότι 

η  αυξάνει καθώς η 

,Y

Y X  αυξάνει ενώ µία αρνητική τιµή του είναι ένδειξη ότι η  µειώνεται καθώς η Y X  

αυξάνει. Αν ,0),( =YXρ  τότε οι τυχαίες µεταβλητές X  και Y  καλούνται ασυσχέτιστες (uncorrelated).  
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Παράδειγµα 4.20 Έστω  τρεις ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές που έχουν πεπερασµένες θετικές 

διασπορές  αντίστοιχα. Υπολογίστε τον συντελεστή συσχέτισης των  και 

321 ,, XXX

,,, 2
3

2
2

2
1 σσσ 21 XX − 32 XX +  

Λύση. Ισχύει ότι ].[][)])([(),( 322132213221 XXEXXEXXXXEXXXXCov +−−+−=+−  

Από την Πρόταση 4.1 (ανεξαρτησία των )  και την Πρόταση 4.2, µετά από πράξεις, προκύπτει ότι ,, 321 XXX

=+− ),( 3221 XXXXCov ( ) .)()][][( 2
22

2
2

2
2 σ−=−=−− XVarXEXE  

Συνεπώς, .
))((

),(
2
3

2
2

2
2

2
1

2
2

3221
σσσσ

σ
ρ

++
−=+− XXXX  

 

Παράδειγµα 4.21 Ένας αριθµός X  επιλέγεται τυχαία στο διάστηµα  Έστω ].1,0[ R  η απόκλιση του αριθµού 

που επιλέχτηκε από ένα σταθερό αριθµό  όπου ,a .10 ≤≤ a  (α) Να βρεθεί ο συντελεστής συσχέτισης των 

τυχαίων µεταβλητών X  και  (β) Για ποια τιµή του a  οι τυχαίες µεταβλητές .R X  και R  είναι ασυσχέτιστες; 

Λύση. (α) Η τυχαία µεταβλητή X  ακολουθεί την Oµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα  ενώ για την 

τυχαία µεταβλητή 

]1,0[

R  έχουµε  Αφού η συνάρτηση πυκνότητας της .|| XaR −= X  είναι  για ,1)( =xf ,10 ≤≤ x  

έχουµε 

∫ ∫ ∫
∞

∞−

+−=−+−=−=−=
a

a

aadxaxdxxadxxfxaXaERE
0

1
2 .

2
1)()()(|||][|][  

∫ ∫
∞

∞−

+−=−=−=−=
1

0

22222 .
3
1)()()(]|[|][ aadxxadxxfxaXaERE  

.
12
12])[(][][ 2322 +−−=−= aaaRERERVar  

∫ ∫ ∫
∞

∞−

+−=−+−=−=−=
a

a

aadxaxxdxxaxdxxaxXaXEXRE
0

1 3

.
3
1

23
)()(|||]|[][  

Επειδή ,
2
1][ =XE  ,

2
1][ =XVar  προκύπτει, µετά από πράξεις, ότι  

.

12
1212

164
)()(
)()()(),(

243

23

+−−

+−
=

−
=

aaa

aa
RVarXVar
REXEXRERXρ  

(β) Για να είναι οι τυχαίες µεταβλητές  ασυσχέτιστες θα πρέπει ο συντελεστής συσχέτισης RX , ),( RXρ  να 

είναι ίσος µε µηδέν ή ισοδύναµα  Η εξίσωση έχει µοναδική λύση στο 

διάστηµα  την 

.0)122)(12(164 223 =−−−=+− aaaaa

],1,0[ .
2
1

=a   

 


