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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Οι έννοιες του «τυχαίου» και του «πιθανού» είναι, σήµερα, λίγο-πολύ γνωστές και εξηγούνται µε τη διαίσθηση 

και την κοινή λογική. Ο µεγάλος Γάλλος µαθηµατικός Laplace έγραψε ότι οι Πιθανότητες δεν είναι τίποτε άλλο 

παρά «η µετατροπή της κοινής λογικής σε µαθηµατικές εκφράσεις». Η Θεωρία Πιθανοτήτων είναι ο κλάδος 

των Μαθηµατικών που µελετά τα τυχαία (ή στοχαστικά) φαινόµενα, δηλαδή εκείνα τα φαινόµενα που 

εξελίσσονται σε συνθήκες αβεβαιότητας. Χαρακτηριστικό παράδειγµα τυχαίου φαινοµένου είναι η ρίψη ενός 

νοµίσµατος. Αν ρίξουµε ένα νόµισµα 1000 φορές οι εµφανίσεις γραµµάτων και κεφαλής εναλλάσσονται µε 

έναν ακανόνιστο και απρόβλεπτο τρόπο.  

   Οι Πιθανότητες χρησιµοποιούνται σε πολλές επιστήµες και σε πολλές δραστηριότητες της καθηµερινής µας 

ζωής. Αποτελέσµατα της Θεωρίας Πιθανοτήτων χρησιµοποιούνται στη Στατιστική, στην Επιχειρησιακή 

Έρευνα, στην Αναλογιστική Επιστήµη, στην Οικονοµετρία, στη Φυσική, στη Βιολογία, στην Ιατρική και 

αλλού. Τα στοιχήµατα στηρίζονται στη λογική των Πιθανοτήτων. Το ίδιο συµβαίνει και µε τους µηχανισµούς 

που προσπαθούν να αξιολογήσουν την ικανότητα των µαθητών µέσω tests.  

   Ιστορικά, η αυστηρή εφαρµογή της Θεωρίας των Πιθανοτήτων έγινε αρχικά σε παιχνίδια τύχης. Οι Αιγύπτιοι 

από το 3000 π.Χ. χρησιµοποιούσαν τον «αστράγαλο», ένα κόκκαλο ζώου µε τέσσερις πλευρές, για να παίζουν 

παιχνίδια τύχης. Ο «αστράγαλος» αποτέλεσε τον πρόγονο του γνωστού ζαριού το οποίο εµφανίστηκε για πρώτη 

φορά γύρω στα 1600 π.Χ. Στην Κίνα µεταξύ του 7ου και του 10ου αιώνα µ.Χ. εµφανίστηκαν τυχερά παιχνίδια 

που βασίζονταν σε κάρτες (τραπουλόχαρτα). Μέσα από τα τυχερά παιχνίδια άρχισε να αναπτύσσεται η ιδέα της 

συχνότητας εµφάνισης ορισµένων αποτελεσµάτων και εποµένως της πιθανότητας.  Η ουσιαστική ανάπτυξη της 

Θεωρίας Πιθανοτήτων ξεκίνησε από τις επιστολές των Pascal (1623-1662) και Fermat (1601-1665) γύρω στα 

1650 µ.Χ. οι οποίες περιείχαν τον υπολογισµό πιθανοτήτων σε αρκετά παραδείγµατα από τυχερά παιγνίδια. 

Ένα από τα προβλήµατα που απασχόλησαν τους Pascal και Fermat ήταν το περίφηµο πρόβληµα του Chevalier 

de Mere. Ένα ζάρι ρίχνεται τέσσερις φορές και δύο ζάρια ρίχνονται είκοσι τέσσερις φορές. Το ερώτηµα είναι 

αν η πιθανότητα εµφάνισης ενός άσσου τουλάχιστον µία φορά στις τέσσερις ρίψεις του ενός ζαριού ισούται µε 

την πιθανότητα εµφάνισης ενός ζεύγους άσσων τουλάχιστον µία φορά στις είκοσι τέσσερις ρίψεις των δύο 

ζαριών. Η απάντηση στο ερώτηµα είναι αρνητική. Το πρώτο βιβλίο Πιθανοτήτων µε τίτλο On calculations in 

Games of Chance γράφτηκε από τον Γερµανό Christian Huyghens (1629-1695). Εξέχουσα θέση στη ραγδαία 

ανάπτυξη και στην εξέλιξη της Θεωρίας Πιθανοτήτων στη πορεία του χρόνου κατέχουν πολλοί διάσηµοι 

Μαθηµατικοί αλλά και άλλοι επιστήµονες όπως, µεταξύ άλλων, οι James Bernoulli (1654-1705), Abraham de 

Moivre (1667-1754), Pierre Simon Laplace (1749-1827), Simeon Denis Poisson (1781-1840) και Karl Friedrich 

Gauss (1777-1855). Μεταγενέστεροι είναι οι Pafnuty Chebyshev (1821-1894), Andrei Markov (1856-1922), 

Richard Von Mises (1883-1953) και Andrei Kolmogorov (1903-1987).    
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   Στις σηµειώσεις αυτές θα αναλύσουµε τις σηµαντικότερες έννοιες της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Στα δύο πρώτα 

κεφάλαια υπενθυµίζουµε τις βασικές έννοιες του εισαγωγικού µαθήµατος της Θεωρίας Πιθανοτήτων I. Στο 

Κεφάλαιο 3 µελετούµε τις πιθανογεννήτριες, τις ροπογεννήτριες και τις χαρακτηριστικές συναρτήσεις. Στο 

Κεφάλαιο 4 παρουσιάζουµε τη θεωρία των διανυσµατικών τυχαίων µεταβλητών. Στο Κεφάλαιο 5 

αναπτύσσουµε τη θεωρία των δεσµευµένων κατανοµών. Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών και το 

Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 6. Η εισαγωγή κάθε καινούργιας έννοιας 

διανθίζεται µε κατάλληλα σχετικά παραδείγµατα.  

   Ως βιβλία για παραπάνω µελέτη προτείνουµε, µεταξύ άλλων, τα βιβλία των:  

(α) Γ. Ρούσσα, Θεωρία Πιθανοτήτων, Μετάφραση: ∆ηµήτριος Ιωαννίδης, Εκδόσεις Ζήτη, 1994.  

(β) S. M. Ross, A First Course in Probability, Second Edition, Macmillan Publishing Company, 1984. 

(γ) P. Hoel, S. Port, C. Stone, Εισαγωγή στη Θεωρία Πιθανοτήτων, Μετάφραση: Aπόστολος Γιαννόπουλος, 

Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2002.  

(δ) Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Θεωρία και Εφαρµογές, ∆εύτερη Έκδοση, Εκδόσεις Αθ. 

Σταµούλη, Μέρος Ι, 2004, Μέρος ΙΙ, 2005. 

(ε) G. Roussas, A Course in Mathematical Statistics, Second Edition, Academic Press, 1997. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΗ ΒΑΣΙΚΩΝ ΕΝΝΟΙΩΝ 
 

1.1 Πείραµα τύχης, δειγµατικός χώρος, στοιχεία θεωρίας συνόλων 

Έστω ένα πείραµα το αποτέλεσµα του οποίου επηρεάζεται από την τύχη. Ένα τέτοιο πείραµα καλείται πείραµα 

τύχης (random experiment). Το χαρακτηριστικό ενός πειράµατος τύχης είναι ότι, σε µία εκτέλεσή του, δεν 

µπορούµε να προβλέψουµε µε βεβαιότητα το αποτέλεσµα που θα εµφανιστεί. Απλά παραδείγµατα πειραµάτων 

τύχης είναι η ρίψη ενός νοµίσµατος, το πέταγµα ενός ζαριού, το τράβηγµα ενός παιγνιόχαρτου από τα πενήντα 

δύο παιγνιόχαρτα µιας τράπουλας και η καταγραφή των τηλεφωνηµάτων που εξυπηρετούνται από ένα 

τηλεφωνικό κέντρο εντός δοθέντος χρονικού διαστήµατος. 

Ένα σύνολο (set) είναι µία καλώς ορισµένη συλλογή διακεκριµένων αντικειµένων. Το σύνολο των δυνατών 

αποτελεσµάτων που µπορούν να εµφανιστούν σε µία εκτέλεση ενός πειράµατος τύχης καλείται δειγµατικός 

χώρος (sample space) και συνήθως συµβολίζεται µε .Ω  Για παράδειγµα, στη ρίψη ενός ζαριού ο δειγµατικός 

χώρος είναι  και στη ρίψη ενός νοµίσµατος ο δειγµατικός χώρος είναι }6,5,4,3,2,1{=Ω },{ ΓΚ=Ω  όπου µε 

Κ συµβολίζουµε την ένδειξη «κεφαλή» και µε Γ συµβολίζουµε την ένδειξη «γράµµατα».  

Τα αποτελέσµατα ενός τυχαίου πειράµατος µπορούν να περιγραφούν µε πολλούς και διάφορους τρόπους. Έτσι 

σε ένα πείραµα τύχης αντιστοιχούν περισσότεροι του ενός δειγµατικοί χώροι. Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε 

µία έκθεση κινητών τηλεφώνων στην οποία εργάζονται δύο πωλητές Α και Β. Έστω ότι στην έκθεση υπάρχουν 

προς πώληση δύο µόνο κινητά τηλέφωνα. Αν µας ενδιαφέρει ο αριθµός των κινητών τηλεφώνων που θα 

πουληθούν από καθένα από τους δύο πωλητές σε ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα (π.χ. µέσα στην επόµενη 

εβδοµάδα) τότε ένας κατάλληλος δειγµατικός χώρος είναι ο )}.2,0(),0,2(),1,1(),0,1(),1,0(),0,0{(=Ω  Το ζεύγος 

 δηλώνει ότι ο πωλητής Α θα πουλήσει  κινητά τηλέφωνα, ενώ ο πωλητής Β θα πουλήσει Ω∈),( yx x y  κινητά 

τηλέφωνα. Αν όµως µας ενδιαφέρει µόνο ο συνολικός αριθµός κινητών τηλεφώνων που θα πουληθούν στο 

συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα, τότε θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ως δειγµατικός χώρος το σύνολο 

 Το στοιχείο }.2,1,0{=Ω Ω∈ω  δηλώνει το συνολικό αριθµό κινητών τηλεφώνων που πουλήθηκαν. Τα 

στοιχεία ενός δειγµατικού χώρου Ω  καλούνται δειγµατικά σηµεία (sample points).  

Το γεγονός ότι το στοιχείο ω  ανήκει στο σύνολο Ω  συµβολίζεται µε .Ω∈ω  Η άρνηση αυτού του γεγονότος 

συµβολίζεται µε .Ω∉ω  Λέµε ότι ένα σύνολο  είναι υποσύνολο (subset) ενός συνόλου  και γράφουµε 

 αν για κάθε '  ισχύει ότι  Λέµε ότι ένα σύνολο  είναι γνήσιο υποσύνολο ενός συνόλου  

και γράφουµε  αν  και αν υπάρχει στοιχείο 

'S S

SS ⊆' Ss∈ .Ss∈ 'S S

SS ⊂' SS ⊆' Ss∈  τέτοιο ώστε '.Ss∉  

Θεωρούµε το σύνολο  ως βασικό σύνολο (ή σύνολο αναφοράς). Το σύνολο αυτό θα είναι διαφορετικό 

ανάλογα µε το πρόβληµα που θα µας απασχολεί. Όλα τα υπόλοιπα σύνολα θα είναι υποσύνολα του 

Ω

.Ω  
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Έστω  Το συµπλήρωµα (complement) του συνόλου .,, Ω⊆CBA A  (αναφορικά µε το  συµβολίζεται µε  

και είναι  Έστω 

)Ω cA

}.:{ AAc ∉Ω∈= ωω I  ένα οποιοδήποτε σύνολο δεικτών και τα σύνολα ., IjAj ∈Ω⊆  Η 

ένωση (union) των συνόλων  συµβολίζεται µε  και είναι  για ένα 

τουλάχιστον  Η τοµή (intersection) των συνόλων 

IjAj ∈, U
Ij

jA
∈

j
Ij

j AA ∈Ω∈=
∈

ωω :{U

}.Ij ∈ IjAj ∈,  συµβολίζεται µε  και είναι 

 για όλα τα  Η διαφορά (difference) των συνόλων  συµβολίζεται µε 

I
Ij

jA
∈

j
Ij

j AA ∈Ω∈=
∈

ωω :{I }.Ij ∈ BA, BA −  

και είναι ABA ∈Ω∈=− ωω :{  και  .} cBAB ∩=∉ω

 

Ισχύει ότι: ABBA ∪=∪  και ABBA ∩=∩  (Αντιµεταθετικός νόµος). 

)()( CBACBA ∪∪=∪∪  και )()( CBACBA ∩∩=∩∩  (Προσεταιριστικός νόµος). 

)()()( CABACBA ∩∪∩=∪∩  και )()()( CABACBA ∪∩∪=∩∪  (Επιµεριστικοί νόµοι). 

IU
Ij

c
j

c

Ij
j AA

∈∈

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 και  (Νόµοι De Morgan).  UI

Ij

c
j

c

Ij
j AA

∈∈

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 

Έστω ℑ µία οικογένεια υποσυνόλων του δειγµατικού χώρου .Ω  Τα στοιχεία (σύνολα) του ℑ καλούνται 

ενδεχόµενα (ή γεγονότα) (events) και το ℑ καλείται −σ πεδίο (ή −σ άλγεβρα ή −σ σώµα) ενδεχοµένων (ή 

γεγονότων) ( −σ field) αν ισχύει ο ακόλουθος ορισµός.  

 

Ορισµός 1.1 (σ -πεδίο). Έστω  ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης. Το σύνολο ℑ καλείται Ω σ -πεδίο 

ενδεχοµένων (ή γεγονότων) αν (i) ℑ (ii) αν ∈Ω ∈A ℑ τότε ∈cA ℑ και (iii) αν ℑ,  τότε ℑ 

(δηλαδή η οικογένεια ℑ των υποσυνόλων του 

∈jA Ij∈ ∈
∞

=
U

1j
jA

Ω  είναι κλειστή για την πράξη της ένωσης αριθµήσιµου πλήθους 

συνόλων). 

 

Παράδειγµα 1.1 Θεωρούµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός ζαριού. Ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος 

είναι   }.6,5,4,3,2,1{=Ω

Ως σύνολο ℑ µπορούµε να θεωρήσουµε είτε το δυναµοσύνολο (power set) του  δηλαδή το σύνολο ℑ 

όλα τα υποσύνολα του  είτε το σύνολο ℑ

,Ω

{= }Ω },6,5,4,3{},6,5,4,3,1{},6,5,4,3,2{},2,1{},2{},1{,{Ω= ∅}.  

Παρατηρούµε ότι και τα δύο σύνολα ικανοποιούν τον Ορισµό 1.1, εποµένως είναι −σ πεδία. 
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Αν για ένα πείραµα τύχης µε δειγµατικό χώρο Ω  και −σ πεδίο ενδεχοµένων ℑ ισχύει ότι το δειγµατικό σηµείο 

ω  είναι τέτοιο ώστε ∈∈ Aω ℑ τότε λέµε ότι το ενδεχόµενο A  συνέβη (occurs). ∆ηλαδή, λέµε ότι το 

ενδεχόµενο A  συνέβη αν το αποτέλεσµα του πειράµατος τύχης ανήκει στην οικογένεια υποσυνόλων ℑ.  Στο 

παράδειγµα της ρίψης ενός ζαριού θεωρούµε ως −σ πεδίο ενδεχοµένων το δυναµοσύνολο του .Ω  Τότε λέµε 

ότι το ενδεχόµενο άρτιο αποτέλεσµα}{=A }6,4,2{=  συνέβη αν εµφανιστεί το αποτέλεσµα (outcome) 2 ή το 

αποτέλεσµα 4 ή το αποτέλεσµα 6, διότι τότε, για παράδειγµα, το δειγµατικό σηµείο 2 είναι τέτοιο ώστε 

∈∈ A2 ℑ. Το ίδιο συµβαίνει για τα δειγµατικά σηµεία 4 και 6.  

Τα ενδεχόµενα της µορφής }{ω  καλούνται απλά ενδεχόµενα ενώ εκείνα που περιέχουν τουλάχιστον δύο 

δειγµατικά σηµεία καλούνται σύνθετα ενδεχόµενα. Τα ενδεχόµενα Ω  και ∅ καλούνται το βέβαιο και το 

αδύνατο ενδεχόµενο (null event), αντίστοιχα, για προφανείς λόγους.  

Έστω τα ενδεχόµενα  Παρακάτω θα δούµε τον τρόπο µε τον οποίο κάποιες καθηµερινές εκφράσεις 

µπορούν να γραφούν ως σχέσεις συνόλων. 

.,, Ω⊆CBA

(α) Μόνο το ενδεχόµενο A  συµβαίνει,  .cc CBA ∩∩

(β) Τουλάχιστον ένα από τα ενδεχόµενα  συµβαίνει,  CBA ,, .CBA ∪∪

(γ) Τουλάχιστον δύο ενδεχόµενα συµβαίνουν, ).()()( ACCBBA ∩∪∩∪∩  

(δ) Και τα τρία ενδεχόµενα συµβαίνουν, .CBA ∩∩  

(ε) Το πολύ ένα ενδεχόµενο συµβαίνει,  ).()()()( ccccccccc CBAABCCABCBA ∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩

 

1.2 Ο κλασσικός, ο στατιστικός και ο αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας 

Έστω ένα πείραµα τύχης µε πεπερασµένο δειγµατικό χώρο },,{ 1 nωω K=Ω  και έστω ότι όλα τα απλά 

ενδεχόµενα nii ,,1},{ K=ω  έχουν την ίδια «δυνατότητα» (πιθανότητα) να συµβούν η οποία είναι ίση µε   .D

Ως −σ πεδίο ενδεχοµένων ℑ θεωρούµε το δυναµοσύνολο του .Ω   

Ισχύει ότι  Άρα, .}{
1
U

n

i
i

=

=Ω ω .1})({1)(
1 n

DnDPP
n

i
i =⇒===Ω ∑

=

ω   

Έστω ένα ενδεχόµενο B  µε πλήθος στοιχείων ,s  δηλαδή }.,,,{ 21 sbbbB K=   

Τότε  µε ∑
=

=
s

i
ibPBP

1
})({)( ,1})({

n
DbP i ==   

όπου  είναι το πλήθος στοιχείων του  Άρα, n .Ω .1)(
n
s

n
ssDBP ===  

∆ίνουµε τον ακόλουθο κλασσικό ορισµό της πιθανότητας. 
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Ορισµός 1.2 (Κλασσικός ορισµός της πιθανότητας). Έστω ένα πείραµα τύχης µε πεπερασµένο δειγµατικό 

χώρο },,{ 1 nωω K=Ω  και έστω ότι όλα τα απλά ενδεχόµενα nii ,,1},{ K=ω  έχουν την ίδια ακριβώς 

«δυνατότητα» να συµβούν. Η πιθανότητα  ενός ενδεχοµένου )(AP A  ορίζεται ως εξής: =)(AP ,
#
#
Ω
A  όπου µε 

A#  και  συµβολίζουµε το πλήθος των στοιχείων των συνόλων Ω# A  και ,Ω  αντίστοιχα. 

 

Έστω ότι έχουµε µία κάλπη µε  σφαιρίδια. Η λήψη  σφαιριδίων από τον πληθυσµό των  σφαιριδίων 

καλείται δειγµατοληψία (sampling). Όταν τα  σφαιρίδια λαµβάνονται διαδοχικά χωρίς να τοποθετούνται 

πάλι στην κάλπη λέµε ότι η δειγµατοληψία γίνεται χωρίς επανατοποθέτηση. Όταν η λήψη ενός σφαιριδίου 

γίνεται αφού προηγουµένως τοποθετούνται πάλι στην κάλπη όλα τα σφαιρίδια που ήδη λήφθηκαν λέµε ότι η 

δειγµατοληψία γίνεται µε επανατοποθέτηση. Τα δείγµατα που λαµβάνονται µπορεί να είναι διατεταγµένα όταν 

σηµειώνεται η σειρά µε την οποία λαµβάνονται τα  σφαιρίδια ή µη-διατεταγµένα όταν η σειρά αυτή δεν 

σηµειώνεται.  

n k n

k

k

Ο αριθµός των µη-διατεταγµένων δειγµάτων µεγέθους  σε δειγµατοληψία χωρίς επανατοποθέτηση από µία 

κάλπη µε  σφαιρίδια συµβολίζεται µε  και είναι 

k

n ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
n

.
)!(!

!
knk

n
k
n

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

Παράδειγµα 1.2 Ένα δοχείο περιέχει έξι λευκούς και πέντε µαύρους βόλους. Εάν τραβήξουµε τυχαία δύο 

βόλους από το δοχείο ποια είναι η πιθανότητα (α) να είναι και οι δύο λευκοί; (β) να είναι ο ένας λευκός και ο 

άλλος µαύρος; 

Λύση. Χρησιµοποιούµε τον κλασσικό ορισµό της πιθανότητας. 

(α) Έστω  η ζητούµενη πιθανότητα. ∆ύο βόλοι, από τους έντεκα που υπάρχουν στο δοχείο, µπορούν να 

επιλεγούν µε  τρόπους. ∆ύο λευκοί βόλοι, από τους έξι που υπάρχουν στο δοχείο, µπορούν να επιλεγούν 

µε  τρόπους. Άρα, 

1P

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
11

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
6

.

2
11
2
6

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=P  

(β) Από τη Βασική Αρχή Απαρίθµησης, αν  είναι η ζητούµενη πιθανότητα, µε παρόµοιους συλλογισµούς, 

έχουµε 

2P

.

2
11

1
5

1
6

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=P  
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Η πιθανότητα  ενός ενδεχοµένου )(AP A  µπορεί να οριστεί εναλλακτικά ως η οριακή σχετική συχνότητα 

(limiting relative frequency) εµφάνισης του ενδεχοµένου  Έστω ότι σε  επαναλήψεις ενός πειράµατος 

τύχης εµφανίζονται  φορές αποτελέσµατα που περιέχονται στο ενδεχόµενο  Ο λόγος 

.A n

An .A n
nA  συνήθως 

συµβολίζεται µε  και καλείται σχετική συχνότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου Af A  στις  επαναλήψεις ενός 

πειράµατος τύχης κάτω από τις ίδιες συνθήκες. Η σχετική συχνότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως ένα 

ποσοτικό µέτρο έκφρασης του βαθµού βεβαιότητας για την εµφάνιση του ενδεχοµένου  Όταν ένα πείραµα 

τύχης επαναλαµβάνεται µεγάλο αριθµό φορών, η σχετική συχνότητα εµφάνισης ενός ενδεχοµένου 

n

.A

A  

σταθεροποιείται γύρω από κάποια τιµή που καλείται οριακή σχετική συχνότητα και µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

ως ένα µέτρο του βαθµού βεβαιότητας για την εµφάνιση του ενδεχοµένου. Ο ακόλουθος ορισµός της 

πιθανότητας αποδίδεται στον Von Mises και είναι γνωστός ως ο στατιστικός ορισµός της πιθανότητας. 

 

Ορισµός 1.3 (Στατιστικός ορισµός της πιθανότητας). Έστω Ω  ένας δειγµατικός χώρος και A  ένα 

ενδεχόµενο του  Αν  είναι ο αριθµός εµφανίσεων του ενδεχοµένου .Ω An A  σε  επαναλήψεις του πειράµατος, 

 τότε ορίζουµε ως πιθανότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου 

n

,0 nnA ≤≤ A  το όριο .limlim)( An

A

n
f

n
nAP

∞→∞→
==  

 

Η έννοια του ορίου στον παραπάνω ορισµό δεν είναι αυστηρή αλλά αποδίδει συµβολικά το γεγονός της 

σταθεροποίησης της σχετικής συχνότητας όταν αυξάνεται σηµαντικά ο αριθµός  των επαναλήψεων του 

πειράµατος.   

n

 

Όπως είναι φανερό η προσέγγιση του Von Mises για τον ορισµό της πιθανότητας δεν µπορούσε να αποτελέσει 

τη βάση για µία αυστηρή µαθηµατική ανάπτυξη της Θεωρίας Πιθανοτήτων. ∆εν είναι δυνατή, σε αρκετές 

περιπτώσεις, ενδεχοµένως λόγω κόστους ή και χρόνου, η επανάληψη ενός πειράµατος πολλές φορές. Σε 

κάποιες περιπτώσεις ίσως να µην είναι δυνατόν να εντοπιστεί το όριο του λόγου .n
nf A

A =  Ο διαπρεπής 

Ρώσος Μαθηµατικός Kolmogorov εξέλαβε τρεις ιδιότητες της πιθανότητας ως αξιώµατα. Ολόκληρη η Θεωρία 

Πιθανοτήτων αναπτύχθηκε αυστηρά µε λογικούς µαθηµατικούς συλλογισµούς οι οποίοι ξεκινούν από τα 

αξιώµατα αυτά. Ο Kolmogorov αντιστοίχισε σε κάθε ενδεχόµενο A  µία αριθµητική ποσότητα  η οποία 

καλείται πιθανότητα του ενδεχοµένου  Όρισε µία πραγµατική συνολοσυνάρτηση µε πεδίο ορισµού το 

)(AP

.A

−σ πεδίο γεγονότων ℑ και πεδίο τιµών κάθε φορά ένα οποιοδήποτε υποσύνολο του συνόλου των πραγµατικών 

αριθµών  Ο ορισµός που ακολουθεί είναι ο καθιερωµένος ορισµός της πιθανότητας, οφείλεται στον 

Kolmogorov και καλείται αξιωµατικός ορισµός. 

.ℜ
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Ορισµός 1.4 (Αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας κατά Kolmogorov). Μία πιθανότητα  είναι µία 

συνολοσυνάρτηση ℑ ℜ που έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

P

:P →

(P1) Είναι µη-αρνητική, δηλαδή  για κάθε ενδεχόµενο 0)( ≥AP ∈A ℑ. (Μη-αρνητικότητα της πιθανότητας). 

(P2) Ισχύει ότι  (Η πιθανότητα να εµφανιστεί κάποιο στοιχείο του .1)( =ΩP Ω  είναι ίση µε τη µονάδα).    

(P3) Είναι −σ προσθετική, δηλαδή για οποιαδήποτε ανά δύο ξένα µεταξύ τους (ασυµβίβαστα) ενδεχόµενα 

(mutually exclusive events)  (δηλαδή τέτοια ώστε για κάθε ,jA Ij∈ ,, Iji ∈  µε  ,ji ≠ =∩ ji AA ∅) ισχύει ότι 

 (Αξίωµα της .)(
11
∑
∞

=

∞

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

j
j

j
j APAP U −σ προσθετικότητας). 

 

Σύµφωνα µε τον Kolmogorov η πιθανότητα είναι µία πραγµατική συνολοσυνάρτηση µε πεδίο ορισµού µία 

οικογένεια συνόλων (το σύνολο όλων των ενδεχοµένων του πειράµατος) και πεδίο τιµών ένα οποιοδήποτε 

υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών. 

 

Ορισµός 1.5 (Πιθανοθεωρητικός χώρος). Έστω ένα πείραµα τύχης µε δειγµατικό χώρο ,Ω  −σ πεδίο 

γεγονότων ℑ και έστω  µία πιθανότητα επί του ℑ. Η τριάδα P ,(Ω ℑ,  καλείται πιθανοθεωρητικός χώρος 

(probability space). 

)P

 

Μερικές συνέπειες του αξιωµατικού ορισµού της πιθανότητας είναι: 

(α) ∅  δηλαδή το αδύνατο γεγονός έχει πιθανότητα ίση µε µηδέν. (P ) 0= ,

(β) Το συµπλήρωµα  ενός ενδεχοµένου cA A  έχει πιθανότητα  ).(1)( APAP c −=

(γ) Μία πιθανότητα P  είναι µία µη-φθίνουσα συνάρτηση, δηλαδή αν  τότε  21 AA ⊆ ).()( 21 APAP ≤

(δ) Για οποιοδήποτε ενδεχόµενο A  ισχύει ότι: .1)(0 ≤≤ AP  

(ε) Μία οποιαδήποτε πιθανότητα P  είναι υποπροσθετική, δηλαδή ισχύει ότι  Η τελευταία 

ανισότητα είναι γνωστή ως ανισότητα του Boole (Boole’s inequality). 

∑
∞

=

∞

=

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

11

).(
j

j
j

j APAP U

(στ) Έστω δύο ενδεχόµενα  Ισχύει ότι ., Ω⊆BA )()()()( BAPBPAPBAP ∩−+=∪  (Προσθετικός νόµος, 

Additive law). 

 

Για τρία ενδεχόµενα  ισχύει ότι  Ω⊆CBA ,,

).()()()()()()()( CBAPACPCBPBAPCPBPAPCBAP ∩∩−∩−∩−∩−++=∪∪  
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Παράδειγµα 1.3 Έστω ένα πείραµα τύχης µε δειγµατικό χώρο Ω  και −σ πεδίο ενδεχοµένων ℑ. Έστω δύο 

ενδεχόµενα  τέτοια ώστε BA, ,
2
1)( =AP  

3
1)( =BP  και .

6
1)( =∩ BAP  Βρείτε τις ακόλουθες πιθανότητες: 

(α) Tουλάχιστον ένα ενδεχόµενο συµβαίνει. 

(β) Mόνο ένα ενδεχόµενο συµβαίνει. 

(γ) Oύτε το ενδεχόµενο A  ούτε το ενδεχόµενο B  συµβαίνει. 

(δ) Tο πολύ ένα από τα δύο ενδεχόµενα συµβαίνει. 

Λύση. (α) .
3
2

6
1

3
1

2
1)()()()( =−+=∩−+=∪ BAPBPAPBAP  

(β) .
3
1

6
1

2
1)()()( =−=∩−=∩ BAPAPBAP c  

(γ) .
3
1

3
21)(1])[( =−=∪−=∪ BAPBAP c  

(δ) .
6
5

6
11)(1])[( =−=∩−=∩ BAPBAP c  

 

Παράδειγµα 1.4 Έστω δύο ενδεχόµενα A  και  ∆είξτε ότι η πιθανότητα να συµβεί ακριβώς ένα από τα δύο 

ενδεχόµενα είναι ίση µε 

.B

).(2)()( BAPBPAP ∩−+  

Λύση. Θέλουµε να βρούµε την πιθανότητα του ενδεχοµένου  Όµως,  ).()( BABA cc ∩∪∩

=∩∩∩ )()( BABA cc ∅ ∅(P⇒ ())()( PBABA cc =∩∩∩ .0) =  Άρα, ισχύει ότι 

(P ).()())()( BAPBAPBABA cccc ∩+∩=∩∪∩  

Όµως,  )()()()()()( ccc BAPBAPAPBABABBAAA ∩+∩=⇒∩∪∩=∪∩=Ω∩=

).()()( BAPAPBAP c ∩−=∩⇒  Όµοια,  αφού ),()()( BAPBPBAP c ∩−=∩

=∩∩∩=∩∩∩ )()()()( BABABABA cc ∅.  

Εποµένως,  ).(2)()())()(( BAPBPAPBABAP cc ∩−+=∩∪∩

 

Παράδειγµα 1.5 Σκοπεύουµε να µετρήσουµε τον αριθµό των φορών που θα βρέξει στο Καρλόβασι τον 

επόµενο Ιανουάριο και το συνολικό ποσό της βροχόπτωσης (σε χιλιοστά). (α) Να δοθεί κατάλληλος 

δειγµατικός χώρος Ω  για την περιγραφή των µετρήσεων. (β) Να περιγραφούν τα επόµενα ενδεχόµενα:  

:1A  Θα βρέξει 3 φορές και το συνολικό ποσό της βροχόπτωσης θα είναι τουλάχιστον 5 χιλιοστά. 

:2A  Θα βρέξει το πολύ 10 φορές. 
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:3A  Θα βρέξει 6 έως 8 φορές και το συνολικό ποσό της βροχόπτωσης θα είναι 15 έως 20 χιλιοστά. 

:4A  Θα βρέξει τουλάχιστον 7 φορές και το συνολικό ποσό της βροχόπτωσης θα είναι 10 έως 25 χιλιοστά. 

:5A  Το συνολικό ποσό της βροχόπτωσης θα είναι το πολύ 18 χιλιοστά. 

(γ) Να περιγραφούν τα επόµενα ενδεχόµενα ,51 AA ∩  ,52 AA ∩

 11

 ,43 AA −  ( ,) 425 AAA ∩−  .)( 453 AAA −∩  

Λύση. (α) Ας συµβολίσουµε µε  τον αριθµό των φορών που θα βρέξει και µε  το συνολικό ποσό της 

βροχόπτωσης (σε χιλιοστά). Τότε 

k x

)}.,0[,,2,1,0:),{( ∞∈==Ω xkxk K  

(β) Οι περιγραφές των ενδεχοµένων  είναι:  51 ,, AA K

)},,5[:),3{(1 ∞∈= xxA  )},,0(,101:),{()}0,0{(2 ∞∈≤≤∪= xkxkA  ]},20,15[,86:),{(3 ∈≤≤= xkxkA  

]},25,10[,7:),{(4 ∈≥= xkxkA  ]}.18,0(,1:),{()}0,0{(5 ∈≥∪= xkxkA  

(γ) Από το (β) προκύπτει ]},18,5[:),3{(51 ∈=∩ xxAA  ]},18,0(,101:),{()}0,0{(52 ∈≤≤∪=∩ xkxkAA  

]},20,15[:),6{(43 ∈=− xxAA  ]},18,10[,11:),{()( 425 ∈≥=∩− xkxkAAA    

]}.18,15[:),6{()( 453 ∈=−∩ xxAAA  

 

Παράδειγµα 1.6 Από τον έλεγχο που έγινε σε µία ηµέρα σε ένα µεγάλο αριθµό οδηγών βρέθηκε ότι το 70% 

των οδηγών δε φορούσε ζώνη ασφαλείας, το 40% των οδηγών δεν είχε πυροσβεστήρα στο αυτοκίνητο, ενώ στο 

30% των οδηγών διαπιστώθηκαν και οι δύο παραβάσεις. Την επόµενη µέρα ελέγχεται ένας οδηγός και 

θεωρούµε τα ενδεχόµενα  ο οδηγός δεν φοράει ζώνη ασφαλείας και  ο οδηγός δεν έχει πυροσβεστήρα 

στο αυτοκίνητό του. Να υπολογιστεί η πιθανότητα των ενδεχοµένων     

 

:A :B

,BA∪ ,cc BA ∩ ,cBA∩ ,cBA∪

.BAc ∩

Λύση. Επειδή το µέγεθος του δείγµατος είναι µεγάλο, από το στατιστικό ορισµό της πιθανότητας προκύπτει 

προσεγγιστικά ότι στον πληθυσµό των οδηγών οι πιθανότητες των ενδεχοµένων  και BA, BA∩  είναι ίσες µε 

  ,7.0)( =AP ,4.0)( =BP .3.0)( =∩ BAP  Εποµένως, ,8.0)()()()( =∩−+=∪ BAPBPAPBAP  

,2.0)(1])[()( =∪−=∪=∩ BAPBAPBAP ccc   ,

.

4.0)()()( =∩−=∩ BAPAPBAP c

,9.0)()()()( =∩−+=∪ ccc BAPBPAPBAP   1.0)(1])[()( =∪−=∪=∩ cccc BAPBAPBAP

 

1.3 ∆εσµευµένη πιθανότητα 

Θεωρούµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός ζαριού. Ισχύει ότι ( ) .
6
1}2{ =P  Αν είναι γνωστό ότι το αποτέλεσµα 

της ρίψης του ζαριού θα είναι άρτιο, τότε ( ) .
3
1}2{ =P  ∆ίνουµε τον ακόλουθο ορισµό.  

 



Ορισµός 1.4 (∆εσµευµένη πιθανότητα). Έστω Ω  ένας δειγµατικός χώρος και A  ένα ενδεχόµενο του Ω  

τέτοιο ώστε  Για κάθε ενδεχόµενο .0)( >AP B  του ,Ω  η δεσµευµένη πιθανότητα (conditional probability) 

του B  δοθέντος του A  (given  ορίζεται ως εξής: )A .
)(

)()|(
AP

ABPABP ∩
=   

 

Γνωρίζουµε λοιπόν ότι το αποτέλεσµα της ρίψης του ζαριού θα είναι άρτιο και ζητάµε την πιθανότητα να 

εµφανιστεί το αποτέλεσµα 2. Θεωρούµε το ενδεχόµενο }6,4,2{=A  και το ενδεχόµενο }.2{=B  Τότε 

.
3
1

2
1

6
1

})6,4,2({
})2({

)(
)()|( ===

∩
=

P
P

AP
ABPABP  

 

Παράδειγµα 1.7 Θεωρούµε τις οικογένειες µε δύο παιδιά. Έστω ότι µε A  συµβολίζουµε το αγόρι και µε K  το 

κορίτσι. Ο δειγµατικός χώρος είναι  Θεωρούµε ότι το «πρώτο» σύµβολο της δυάδας 

που αναπαριστά το δειγµατικό σηµείο του  δηλώνει το µεγαλύτερο σε ηλικία παιδί. Θεωρούµε τα ενδεχόµενα 

}.,,,{ KKKAAKAA=Ω

Ω

=B παιδιά ίδιου φύλου  και },{ KKAA= =C τουλάχιστον ένα αγόρι }.,,{ KAAKAA=  Ποια είναι η πιθανότητα 

τα παιδιά να είναι του ίδιου φύλου αν γνωρίζουµε ότι τουλάχιστον ένα είναι αγόρι; 

Λύση. Ζητάµε την πιθανότητα  Έχουµε ).|( CBP ,
3
1

4
3

4
1

)(
)()|( ==

∩
=

CP
CBPCBP  ενώ .

2
1

4
2)( ==BP  

 

Παράδειγµα 1.8 Έστω ότι ένα δοχείο περιέχει δεκαπέντε λευκούς, δέκα κίτρινους και πέντε µαύρους βώλους. 

∆ιαλέγουµε τυχαία ένα βώλο από το δοχείο. Ποια είναι η πιθανότητα να είναι κίτρινος αν γνωρίζουµε ότι δεν 

είναι µαύρος; 

Λύση. Έστω K  και M  τα ενδεχόµενα επιλογής κίτρινου και µαύρου βώλου, αντίστοιχα. Ζητάµε την 

πιθανότητα  Έχουµε ).|( cMKP .
5
2

30
51
30

10

)(1
30

10

)(
)(

)(
)()|( =

−
=

−
==

∩
=

MPMP
KP

MP
MKPMKP cc

c
c  

 

1.4 Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας και Θεώρηµα Bayes 

Σε ένα πείραµα τύχης έχουµε ορίσει τα ενδεχόµενα A  και B  και υπάρχει η δυνατότητα να υπολογίσουµε τις 

δεσµευµένες πιθανότητες  και  Χρησιµοποιώντας αυτά τα στοιχεία, µπορούµε να 

υπολογίσουµε τη µη δεσµευµένη πιθανότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου  Η απάντηση είναι καταφατική και 

δίνεται από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας (Total Probability Theorem). 

)|( BAP ).|( cBAP

;A
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Θεώρηµα 1.1 (Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας). Αν  ξένα ανά δύο µεταξύ τους ενδεχόµενα, τότε για 

οποιοδήποτε ενδεχόµενο 

nAA ,,1 K

B  ισχύει ότι  Τα ενδεχόµενα  αποτελούν µία 

διαµέριση (partition) του  δηλαδή είναι τέτοια ώστε να ισχύει ότι  

.)()|()(
1
∑
=

=
n

i
ii APABPBP IiAi ∈,

,Ω .
1

Ω=
=
U

n

i
iA

Απόδειξη. Είναι  Άρα, .)(
11
UU

n

i
i

n

i
i ABABBB

==

∩=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∩=Ω∩=

.)()|()()()(
111
∑∑
===

=∩=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∩=

n

i
ii

n

i
i

n

i
i APABPABPABPBP U  ■ 

 

Παράδειγµα 1.9 Ένα αεροπλάνο έχει συντριβεί σε µία περιοχή που διαιρείται σε δάσος, θάλασσα και βουνό. 

Οι πιθανότητες το αεροπλάνο να έπεσε σε δάσος, θάλασσα και βουνό είναι αντίστοιχα 3.0)(,1.0)( =Θ=∆ PP  

και  Οι πιθανότητες ευρέσεως του αεροπλάνου είναι (α) αν έπεσε σε δάσος, .6.0)( =BP ,2
1)|( =∆EP  (β) αν 

έπεσε σε θάλασσα, ,5
1)|( =ΘEP  και (γ) αν έπεσε σε βουνό, .4

3)|( =BEP  Να βρεθεί η πιθανότητα 

ευρέσεως του αεροπλάνου. 

Λύση. Ο δειγµατικός χώρος είναι  όπου },,,{ BΘ∆=Ω ,∆ Θ  και B  είναι ξένα ανά δύο µεταξύ τους ενδεχόµενα 

και είναι τέτοια ώστε  Χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας για να υπολογίσουµε 

την πιθανότητα ευρέσεως του αεροπλάνου   

.Ω=∪Θ∪∆ B

).(EP

Έχουµε )()|()()|()()|()( BPBEPPEPPEPEP +ΘΘ+∆∆= .56.06.0
4
33.0

5
11.0

2
1

=++⋅=  

 

Ένα σύνηθες πρόβληµα της Θεωρίας Πιθανοτήτων είναι ο υπολογισµός των πιθανοτήτων  από τις µη 

δεσµευµένες πιθανότητες  και τις δεσµευµένες πιθανότητες  όπου 

)|( BAP j

)( jAP ,),|( IjABP j ∈ I  είναι ένα 

οποιοδήποτε σύνολο δεικτών. Η γενική έκφραση υπολογισµού είναι µία εφαρµογή του Θεωρήµατος Ολικής 

Πιθανότητας και αποδίδεται στον Bayes (Bayes Theorem). 

 

Θεώρηµα 1.2 (Θεώρηµα του Bayes). Αν  ξένα ανά δύο µεταξύ τους ενδεχόµενα τέτοια ώστε 

 και 

nAA ,,1 K

Ω=
=
U

n

i
iA

1

B  κάποιο ενδεχόµενο, τότε ,
)()|(

)()|(
)|(

1
∑
=

= n

i
ii

jj
j

APABP

APABP
BAP  για κάθε  }.,,2,1{ nj K∈
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Απόδειξη. Είναι .
)()|(

)()|(
)(

)(
)|(

1
∑
=

=
∩

= n

i
ii

jjj
j

APABP

APABP
BP

BAP
BAP  ■ 

 

Παράδειγµα 1.10 Μία ασφαλιστική εταιρεία κατατάσσει τους οδηγούς σε τρεις κατηγορίες, τους ασφαλείς  

τους µέτριους 

,A

M  και τους κακούς  Η πιθανότητα να είναι κάποιος οδηγός ασφαλής, µέτριος και κακός είναι 

αντίστοιχα  και 

.K

5.0)(,2.0)( == MPAP .3.0)( =KP  Αν E  είναι το ενδεχόµενο να έχει κάποιος οδηγός  

ατύχηµα κατά τη διάρκεια ενός έτους τότε 15.0)|(,05.0)|( == MEPAEP  και  Να βρεθεί η 

πιθανότητα να είναι κάποιος ασφαλής οδηγός αν δεν έχει κανένα ατύχηµα κατά τη διάρκεια ενός έτους. 

.3.0)|( =KEP

Λύση. Ζητάµε την πιθανότητα  Χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα του Bayes και διαδοχικά έχουµε  ).|( cEAP

)()|()()|()()|(
)()|(

)(
)()|(

KPKEPMPMEPAPAEP
APAEP

EP
EAPEAP ccc

c

c

c
c

++
=

∩
=   

)()]|(1[)()]|(1[)()]|(1[
)()]|(1[

KPKEPMPMEPAPAEP
APAEP

−+−+−
−

=  

 

.23.0
3.0)3.01(5.0)15.01(2.0)05.01(

2.0)05.01(
=

−+−+−
−

=  

 

1.5 Ανεξάρτητα ενδεχόµενα  

Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες η γνώση ότι συνέβη ή δεν συνέβη ένα ενδεχόµενο B  δε δίνει καµία 

πληροφορία για την εµφάνιση ή µη ενός ενδεχοµένου  Για να είναι δύο ενδεχόµενα  µε  

ανεξάρτητα µεταξύ τους θα πρέπει  

.A BA, ,0)( >AP

,0)( >BP

).()|()(
)(

)()()()()(
)(

)()()|( BPABPBP
AP

BAPBPAPBAPAP
BP

BAPAPBAP =⇒=
∩

⇒=∩⇒=
∩

⇒=  

Λέµε ότι το ενδεχόµενο A  είναι ανεξάρτητο από το ενδεχόµενο B  και από την τελευταία ισότητα έπεται ότι 

και το ενδεχόµενο B  είναι ανεξάρτητο από το ενδεχόµενο  ∆ίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. .A

 

Ορισµός 1.5 (Ανεξάρτητα ενδεχόµενα). ∆ύο ενδεχόµενα  είναι στοχαστικά (ή στατιστικά) ανεξάρτητα 

(stochastically or statistically independent) αν και µόνο αν 

BA,

).()()( BPAPBAP =∩  Στην αντίθετη περίπτωση αν 

δηλαδή ισχύει ότι  τα ενδεχόµενα  καλούνται εξαρτηµένα (dependent).  )()()( BPAPBAP ≠∩ BA,
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Παράδειγµα 1.11 Στο Παράδειγµα 1.7 ορίζουµε τα ενδεχόµενα  παιδιά και των δύο φύλων και  το 

µεγαλύτερο παιδί είναι αγόρι. Έχουµε  και 

:1A :2A

},{1 KAAKA = }.,{2 AKAAA =  Για να είναι τα  ανεξάρτητα 

ενδεχόµενα πρέπει  Όµως, 

21, AA

).()()( 2121 APAPAAP =∩
2
1)( 1 =AP  και .

2
1)( 2 =AP  Επιπλέον έχουµε 

 και }{21 AKAA =∩ ).()(
4
1)( 2121 APAPAAP ==∩  Συνεπώς τα ενδεχόµενα  είναι ανεξάρτητα. 21, AA

 

Παράδειγµα 1.12 Ρίχνουµε δύο αµερόληπτα ζάρια. Θεωρούµε τα ενδεχόµενα  το άθροισµα των δύο ζαριών 

είναι επτά και  το πρώτο ζάρι είναι άσσος. Είναι τα  ανεξάρτητα; 

:A

:B BA,

Είναι  και )}1,6(),2,5(),3,4(),4,3(),5,2(),6,1{(=A )}.6,1(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1(),1,1{(=B Επίσης ισχύει ότι 

6
1)()( == BPAP   και ),()(36

1)( BPAPBAP ==∩  αφού )}.6,1{(=∩ BA  Άρα τα ενδεχόµενα  είναι 

ανεξάρτητα. 

BA,

 

Παράδειγµα 1.13 Από µία τράπουλα διαλέγουµε τυχαία ένα χαρτί. Έστω A  και B  τα ενδεχόµενα  το χαρτί 

είναι άσσος και  το χαρτί είναι καρρό. Είναι τα  ανεξάρτητα ενδεχόµενα;  

:A

:B BA,

Έχουµε 13
1)( =AP  και .4

1)( =BP  Η τοµή των ενδεχοµένων  είναι BA, :BA∩  το χαρτί είναι άσσος-καρρό 

και ).()(52
1)( BPAPBAP ==∩  Άρα τα ενδεχόµενα  είναι ανεξάρτητα. BA,

 

Παράδειγµα 1.14 Αν  είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα τότε και τα  είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα. 

Πρέπει να δείξουµε ότι   

BA, cBA,

).()()( cc BPAPBAP =∩

Όµως,   ).()()](1)[()()()()()()( cc BPAPBPAPBPAPAPBAPAPBAP =−=−=∩−=∩

 

1.6 Το Θεώρηµα Συνέχειας 

Μία πραγµατική συνάρτηση ℜ ℜ, είναι συνεχής αν και µόνο αν για οποιαδήποτε συγκλίνουσα ακολουθία 

πραγµατικών αριθµών ,  ισχύει 

:f →

}{ 1≥nnx ).lim()(lim nnnn
xfxf

∞→∞→
=  Η συνάρτηση πιθανότητας P  είναι µία συνεχής 

συνάρτηση. Πριν παρουσιάσουµε το Θεώρηµα Συνέχειας χρειαζόµαστε την έννοια της µονότονης (monotone) 

(αύξουσας ή φθίνουσας) ακολουθίας ενδεχοµένων (increasing or decreasing sequence of events).  
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)

Ορισµός 1.6 Μία ακολουθία ενδεχοµένων  λέγεται αύξουσα (φθίνουσα) και γράφουµε  

  αν  (αντίστοιχα, αν 

∞
=1)( nnA ↑∞

=1)( nnA

( ))( 1 ↓
∞
=nnA KK ⊆⊆⊆⊆⊆ +121 nn AAAA 121 KK ⊇⊇⊇⊇⊇ +nn AAAA . Γράφουµε 

 αν  και  αν  ,lim
1
U
∞

=
∞→

=
n

nnn
AA ↑∞

=1)( nnA ,lim
1
I
∞

=
∞→

=
n

nnn
AA .)( 1 ↓

∞
=nnA

Αν θεωρήσουµε ως δειγµατικό χώρο το σύνολο =Ω ℜ των πραγµατικών αριθµών και ορίσουµε τις ακολουθίες 

ενδεχοµένων ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=

nn
An

16,12  και ,14,14 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=

nn
Bn  ,,2,1 K=n  είναι φανερό ότι η ακολουθία  

είναι αύξουσα ενώ η ακολουθία  είναι φθίνουσα. Επιπλέον ισχύει ότι  και 

1}{ ≥nnA

1}{ ≥nnB ]6,2[lim =
∞→ nn

A }.4{lim =
∞→ nn

B   

 

Θεώρηµα 1.3 (Θεώρηµα Συνέχειας). Αν η ακολουθία ενδεχοµένων  είναι µονότονη (δηλαδή είτε 

αύξουσα, είτε φθίνουσα), τότε  

∞
=1)( nnA

).(lim)lim( nnnn
APAP

∞→∞→
=

Απόδειξη. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις.  

1η περίπτωση. Έστω ότι η ακολουθία  είναι αύξουσα. Θέτουµε ∞
=1)( nnA ,11 AB =   ,122 AAB −= K,233 AAB −= , 

 Τα σύνολα  είναι ξένα ανά δύο µεταξύ τους. Τότε  και   .,1 K−−= nnn AAB 1}{ ≥nnB UU
n

k
k

n

k
k BA

11 ==

= .
11
UU
∞

=

∞

=

=
k

k
k

k BA

Άρα, ⎟⎟
⎠
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=
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=
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=
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=
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k
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k
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n
n

n
n

nnn
BPBPBPBPAPAP

11111

lim)(lim)()lim(  

).(lim)lim()(limlim
1

nnnnnn

n

k
kn

APAPAPAP
∞→∞→∞→

=
∞→

=⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= U  

2η περίπτωση. Έστω ότι η ακολουθία  είναι φθίνουσα. Τότε η ακολουθία  είναι αύξουσα. 

Εφαρµόζοντας την πρώτη περίπτωση, έχουµε διαδοχικά 

∞
=1)( nnA ∞

=1)( n
c
nA

)(lim1))(1(lim)(lim)lim( nnnn

c
nn

c
nn

APAPAPAP
∞→∞→∞→∞→

−=−==  και 

.1
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎥
⎦

⎤
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⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∞

=

∞

=

∞

=
IIU
n

n

c

n
n

n

c
n APAPAP  Εποµένως,  .1)(lim1

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

∞

=
∞→ I

n
nnn

APAP

Συνεπώς,  ■ ).lim()(lim nnnn
APAP

∞→∞→
=

  

Παράδειγµα 1.15 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε έναν αρχικό πληθυσµό του οποίου τα άτοµα είναι δυνατόν πριν 

πεθάνουν να γεννήσουν απογόνους σχηµατίζοντας έτσι τις επόµενες γενιές. Αν η πιθανότητα να εξαφανιστεί ο 



πληθυσµός στην οστή γενιά λόγω θανάτου όλων των ατόµων του πληθυσµού πριν προλάβουν να παράγουν 

απογόνους είναι ίση µε 

−n

,
3

12exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

n
n  ποια είναι η πιθανότητα να ζήσει ο πληθυσµός για πάντα;  

Λύση. Αν συµβολίσουµε µε   τα ενδεχόµενα :  ο πληθυσµός εξαφανίζεται κατά την ,nA K,2,1=n nA −n οστή 

γενιά είναι προφανές ότι η ακολουθία ενδεχοµένων  είναι αύξουσα, δηλαδή  Το 

ενδεχόµενο εξαφάνισης του πληθυσµού σε κάποια γενιά περιγράφεται από την ένωση  και έχει 

πιθανότητα εµφάνισης 

1}{ ≥nnA .1 KK ⊆⊆⊆ nAA

nn
n

n AA
∞→

∞

=

= lim
1
U

.
3

12explim)(lim))(lim( 3
2

1

−

∞→∞→∞→

∞

=
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⎠
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⎝
⎛ +
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nAPAPPAP
nnnnn

n
nU   

Εποµένως η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε .48658.051342.0111 3
2

1

=−≅−=⎟⎟
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⎝

⎛
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eAP
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nU  

 

1.7 ∆ύο δηµοφιλή προβλήµατα πιθανοτήτων 

Πρόβληµα 1.1 (Το πρόβληµα του Chevalier de Mere). Ρίχνουµε ένα αµερόληπτο ζάρι τέσσερις ανεξάρτητες 

φορές. Έστω τα ενδεχόµενα  τέτοια ώστε iE {=iE το −i οστό ζάρι είναι άσσος},  Ρίχνουµε δύο 

αµερόληπτα ζάρια είκοσι τέσσερις ανεξάρτητες φορές. Έστω τα ενδεχόµενα  τέτοια ώστε 

.4,3,2,1=i

iA {=iA η −i οστή 

ζαριά έφερε διπλό άσσο},  Να ελεγχθεί αν .24,,1K=i ,qp =  όπου  και   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=
U
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1i
iEPp .
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1

))(1(1)(111
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i
c
i

i

c
i
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i
i

i
i APAPAPAPAPq IUU  

∏
=

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−−=

24

1

24

.491404.0
36
351)

36
11(1

i

 Άρα, .qp ≠  

 

Πρόβληµα 1.2 (Το πρόβληµα των γενεθλίων). Έστω ότι υπάρχουν  άνθρωποι σε ένα δωµάτιο. Ποια είναι η 

πιθανότητα να µην γιορτάζουν δύο από αυτούς τα γενέθλιά τους την ίδια ηµέρα του χρόνου; 

n
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Λύση. Χρησιµοποιούµε τον κλασσικό ορισµό της πιθανότητας. Ζητάµε την πιθανότητα A  οι  άνθρωποι να 

γιορτάζουν σε διαφορετικές µέρες. Έχουµε 

n

.
)365(

)1365(363364365
n

nA −+⋅⋅
=

L  Για παράδειγµα, αν 23=n , η 

παραπάνω πιθανότητα γίνεται µικρότερη από .2
1  

 

 

 

 

1.8 Άλλα προβλήµατα πιθανοτήτων 

Πρόβληµα 1.3 Ρίχνουµε δύο αµερόληπτα ζάρια συνεχώς και ανεξάρτητα σηµειώνοντας το άθροισµα τους. 

Ποια είναι η πιθανότητα του ενδεχοµένου  το άθροισµα 5 εµφανίζεται πριν εµφανιστεί το άθροισµα 7; :E

Λύση. Η λύση θα δοθεί µε δύο τρόπους. 

1ος τρόπος. Θεωρούµε το ενδεχόµενο :  κατά τις πρώτες nE 1−n  ρίψεις των ζαριών δεν εµφανίζεται ούτε το 

άθροισµα 5 ούτε το άθροισµα 7 και στην  οστή ρίψη εµφανίζεται το άθροισµα 5,  −n K,3,2,1=n

Ισχύει ότι {άθροισµα πέντε5 Pp = .
9
1

36
4)}2,3(),3,2(),1,4(),4,1({(} === P  

{7 Pp = άθροισµα επτά .
6
1

36
6)}4,3(),3,4(),2,5(),5,2(),1,6(),6,1({(} === P  

Τότε  και τα ενδεχόµενα ( )  είναι ξένα ανά δύο µεταξύ τους (ασυµβίβαστα). Έχουµε  U
∞

=

=
1n

nEE
K,2,1=nnE

∑
∞

=

∞

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11

).()(
n

n
n

n EPEPEP U  Όµως, ,
36
4
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26
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4

36
6
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41)(

11 −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

nn

nEP  

άρα ∑
∞

=

−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1

1

.4.0
36
4

36
26)(

n

n

EP   

2ος τρόπος. Έστω τα ενδεχόµενα  στη 1:A η ρίψη έχουµε άθροισµα 5,  στη 1:B η ρίψη έχουµε άθροισµα 7 και 

 στη 1:C η ρίψη έχουµε άθροισµα διαφορετικό του 5 και του 7. 

Είναι  και ∅.  Ω=∪∪ CBA =∩∩ CBA

Από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας, έχουµε  

)()|()()|()()|()( CPCEPBPBEPAPAEPEP ++=
36
26)(

36
60

36
41 EP+⋅+⋅=  

.4.0)()(264)(36)(
36
26

36
4

=⇒+=⇒+= EPEPEPEP  

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει διότι τα ενδεχόµενα E  και C  είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. 
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Πρόβληµα 1.4 Κατά τη διάρκεια ενός έτους ένας άνδρας οδηγός παθαίνει κάποιο ατύχηµα που δηλώνεται στην 

ασφαλιστική εταιρεία µε πιθανότητα ίση µε .µ  Στην περίπτωση της γυναίκας οδηγού αυτή η πιθανότητα είναι 

ίση µε .λ  Υποθέτουµε ότι ο αριθµός των ασφαλισµένων ανδρών οδηγών είναι ίσος µε τον αριθµό των 

ασφαλισµένων γυναικών οδηγών. Έστω ότι επιλέγουµε κατά τυχαίο τρόπο έναν ασφαλισµένο οδηγό.  

(α) Ποια είναι η πιθανότητα να κάνει δήλωση αυτός ο οδηγός κατά την τρέχουσα χρονιά; 

(β) Ποια είναι η πιθανότητα να κάνει δήλωση σε δύο διαδοχικές χρονιές; 

(γ) Αν επιλεγεί κατά τυχαίο τρόπο ένας οδηγός που έκανε δήλωση αυτή τη χρονιά, ποια είναι η πιθανότητα να 

κάνει δήλωση και την επόµενη χρονιά; 

Λύση. (α) Έστω τα ενδεχόµενα  ο οδηγός κάνει δήλωση αυτή την χρονιά και  ο οδηγός κάνει δήλωση 

την επόµενη χρονιά.  

:1A :2A

Από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας, έχουµε   

|()( 11 APAP = άνδρας άνδρας) γυναίκα γυναίκα)()P |( 1AP+ ()P ).(
2
1 µλ +=  

(β) Χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας και έχουµε 

|()( 2121 AAPAAP ∩=∩ άνδρας) άνδρας(P |() 21 AAP ∩+  γυναίκα) γυναίκα) (P

.
2
1

2
1 22 µλ +=  

(γ) Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας έχουµε 

.
)(
)(

)(5.0
)(5.0

)(
)()|(

2222

1

21
12 µλ

µλ
µλ
µλ

+
+

=
+
+

=
∩

=
AP

AAPAAP     

 

Πρόβληµα 1.5 Ένα αµερόληπτο νόµισµα ρίχνεται συνεχώς. ∆είξτε ότι είναι βέβαιο πως θα εµφανιστεί κάποτε 

η ένδειξη «κεφαλή». 

Λύση. Έστω το ενδεχόµενο :  καµία κεφαλή δεν εµφανίζεται κατά τις πρώτες  ρίψεις του νοµίσµατος. Η 

ακολουθία των ενδεχοµένων  είναι φθίνουσα. Από το Θεώρηµα Συνέχειας, έχουµε 

nA n

K,, 21 AA

(P δεν εµφανίζεται ποτέ κεφαλή) .0
2
1lim)(lim

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∞→∞→

∞

=

n

nnn
n

n APAP I  

Άρα, κάποτε εµφανίζεται κεφαλή) δεν εµφανίζεται ποτέ κεφαλή)(P (1 P−= .1=  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 

 
2.1 Τυχαίες µεταβλητές 

Κατά τη µελέτη ενός πειράµατος τύχης µπορούµε να αντιστοιχίσουµε σε κάθε δειγµατικό σηµείο έναν αριθµό 

χρησιµοποιώντας έναν προκαθορισµένο κανόνα αντιστοίχησης. Υπάρχει δηλαδή η δυνατότητα ορισµού µιας 

συνάρτησης X  η οποία σε κάθε σηµείο ω  του δειγµατικού χώρου Ω  να αντιστοιχεί έναν πραγµατικό αριθµό 

).(ωX  Μία τέτοια συνάρτηση καλείται τυχαία µεταβλητή (random variable). Ο συµβολισµός xX =)(ω  

σηµαίνει ότι όταν το αποτέλεσµα του πειράµατος τύχης είναι το ,Ω∈ω  τότε η τιµή που θα πάρει η τυχαία 

µεταβλητή X  είναι ίση µε  ∆ίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. .x

 

Ορισµός 2.1 (Τυχαία µεταβλητή). Έστω Ω  ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης. Μία πραγµατική 

συνάρτηση ℜ καλείται τυχαία µεταβλητή (του πειράµατος) αν για κάθε διάστηµα ℜ το σύνολο  →Ω:X ⊆I

})(|{ IX ∈Ω∈ ωω  είναι ενδεχόµενο του .Ω  Η πιθανότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου θα γράφεται ως 

 ).( IXP ∈

 

Μία τυχαία µεταβλητή ℜ αντιστοιχεί το δειγµατικό χώρο →Ω:X Ω  σε ένα υποσύνολο του συνόλου των 

πραγµατικών αριθµών ℜ. Το συνόλο αυτό είναι το ∈x{ ℜ: xX =)(ω  για κάποιο }Ω∈ω  και καλείται πεδίο 

τιµών ή σύνολο τιµών (set of values) της τυχαίας µεταβλητής  Συµβολίζεται συνήθως µε ή µε   .X (XR ).XS

 

Παράδειγµα 2.1 (α) Έστω το τυχαίο πείραµα της ρίψης δύο ζαριών. Ο δειγµατικός χώρος είναι 

 Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή }.6,,1,|),{( K==Ω jiji →Ω:X ℜ  τέτοια ώστε .),( jijiX +=  Η X  

αναπαριστά το άθροισµα των ενδείξεων των δύο ζαριών. 

(β) Έστω το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός νοµίσµατος  φορές. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή 

αριθµός των εµφανιζοµένων κεφαλών στις  ρίψεις. Ο δειγµατικός χώρος 

n

=:X n Ω  του πειράµατος αποτελείται 
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από άδες µε ενδείξεις Κ για τις κεφαλές και Γ για τα γράµµατα. Αν ένα στοιχείο −n ω  του δειγµατικού χώρου 

είναι µία άδα µε  πέντε ενδείξεις κεφαλής τότε −n .5)( =ωX   

(γ) Έστω η τυχαία µεταβλητή χρόνος ζωής ενός ηλεκτρικού λαµπτήρα. Το πεδίο τιµών της =:X X  είναι το 

σύνολο  ).,0[ ∞=XR

(δ) Έστω η τυχαία µεταβλητή ενδιάµεσος χρόνος άφιξης τρένων σε ένα συγκεκριµένο σταθµό. Αν ο 

χρόνος µεταξύ των διαδοχικών αφίξεων των τρένων δεν ξεπερνάει τα πέντε λεπτά, τότε η πιθανότητα να 

περιµένουµε περισσότερο από δύο λεπτά αν φτάσουµε στο σταθµό τη στιγµή που φεύγει ένα τρένο είναι ίση µε 

  

=:X

).52( ≤< XP

 

Ο υπολογισµός πιθανοτήτων που σχετίζονται µε µία τυχαία µεταβλητή X  είναι εφικτός αν βρεθεί µία έκφραση 

για τις πιθανότητες  για όλα τα )( xXP ≤ ∈x ℜ. Η συνάρτηση κατανοµής (distribution function) 

 µας δίνει όλες τις πληροφορίες που χρειαζόµαστε για την τυχαία µεταβλητή  ∆ίνουµε τον 

ακόλουθο ορισµό. 

)()( xXPxF ≤= .X

 

Ορισµός 2.2 Έστω ℜ µία τυχαία µεταβλητή. Η συνάρτηση κατανοµής (σ.κ.)  της τυχαίας 

µεταβλητής 

→Ω:X XF

X  είναι η συνάρτηση ℜ  µε τύπο :XF ]1,0[→ }),)(:({)()( xXPxXPxFX ≤Ω∈=≤= ωω  ∈x ℜ. 

 

Μία συνάρτηση κατανοµής έχει τις ακόλουθες ιδιότητες. 

(α) Η συνάρτηση κατανοµής  µιας τυχαίας µεταβλητής XF X  είναι αύξουσα. 

(β)  .1)(lim =
∞→

xFXx

(γ)  .0)(lim =
−∞→

xFXx

(δ) Η συνάρτηση κατανοµής  είναι συνεχής από δεξιά. Η Πρόταση (δ) µπορεί εναλλακτικά να γραφεί ως 

εξής: Για κάθε φθίνουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών  µε 

XF

,}{ 1≥nnx xxnn
=

∞→
lim  ισχύει ).()(lim xFxF nn

=
∞→

 

 

Παράδειγµα 2.2 Να εκφραστούν οι πιθανότητες )( yXxP ≤<  και  συναρτήσει της σ.κ.  για µία 

τυχαία µεταβλητή  

)( xXP > XF

.X

Λύση. Είναι  και τα ενδεχόµενα )()()( xXyXxyX ≤∪≤<=≤ )( yXx ≤<  και  είναι ξένα µεταξύ 

τους. Εποµένως, 

)( xX ≤

)()()( xXPyXxPyXP ≤+≤<=≤  

Συνεπώς, ).()()()()( xFyFxXPyXPyXxP XX −=≤−≤=≤<  

Είναι  ).(1)(1])[(1)( xFxXPxXPxXP X
c −=≤−=>−=>
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2.2 ∆ιακριτές και συνεχείς τυχαίες µεταβλητές 

Αν το πεδίο τιµών  µιας τυχαίας µεταβλητής XR X  είναι πεπερασµένο ή το πολύ απείρως αριθµήσιµο τότε η 

X  καλείται διακριτή (ή απαριθµητή) (discrete). Σε αυτή την περίπτωση το σύνολο τιµών της X  έχει τη 

µορφή  ή  τη µορφή },,{ 21 KxxRS XX == }.,,{ 1 NXX xxRS K==  Το σύνολο  καλείται φορέας της τυχαίας 

µεταβλητής  Σε κάθε διακριτή τυχαία µεταβλητή  µπορούµε να αντιστοιχήσουµε µία πραγµατική 

συνάρτηση ℜ ℜ µε τύπο 

XS

.X ,X

:f → Xiii SxxXPxf ∈== ),()(  η οποία καλείται συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) 

(probability function) της   .X

Για παράδειγµα, κατά τη ρίψη ένος νοµίσµατος  φορές, η τυχαία µεταβλητή n X  που µετράει τον αριθµό των 

κεφαλών είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή µε πεπερασµένο σύνολο τιµών   }.,,1,0{ nRX K=

 

Μία συνάρτηση πιθανότητας ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο ιδιότητες:  

(α)  για κάθε   ,0)( ≥ixf .,2,1 K=i

(β)   ∑
∞

∈

=
Xi Sx

ixf .1)(

Επιπλέον, για µία διακριτή τυχαία µεταβλητή X  ισχύει ότι  

.)()(}{)()( ∑ ∑
≤ ≤≤

===
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==≤=

xx xx
kk

xx
kX

k kk

xfxXPxXPxXPxF U  

Η συνάρτηση πιθανότητας µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής παριστάνεται γραφικά µε ένα σύνολο 

κατακόρυφων γραµµών που συνδέουν τα σηµεία )  µε τα σηµεία  για  0,( ix ))(,( ii xfx .,2,1 K=i

 

Παράδειγµα 2.3 Ο αριθµός των αυτοκινήτων που πουλάει µία έκθεση σε µία εβδοµάδα είναι τυχαία µεταβλητή 

X  µε συνάρτηση πιθανότητας που δίνεται από τον τύπο: ,)( cxxf =  5,4,3,2,1=x  και ),10()( xcxf −=  

 (α) Να βρεθεί η τιµή της σταθεράς  (β) Ποια είναι η πιθανότητα να πουληθούν σε µία εβδοµάδα 

(i) λιγότερα από 4 αυτοκίνητα; (ii) περισσότερα από 5 αυτοκίνητα γνωρίζοντας ότι έχουν πουληθεί τουλάχιστον 

3; 

.9,8,7,6=x .c

Λύση. (α) Είναι  οπότε θα ισχύει ότι  ή ισοδύναµα },9,,1{ K=XR ∑
=

=
9

1
1)(

x

xf .25
1125 =⇒= cc  

(β) Για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων έχουµε: 

(i) .
25
6)321(

25
1)()4(

3

1
∑
=

=++===<
x

xXPXP  
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(ii) .
11
5

25
31
25

10

)2()1(1
)9()8()7()6(

)3(
)5(

)3(
)3,5()3|5( =

−
=

−−
+++

=
≥
>

=
≥

≥>
=≥>

ff
ffff

XP
XP

XP
XXPXXP    

 

Παράδειγµα 2.4 Οι ηµερήσιες παραγγελίες (σε 100-άδες χιλιάδες τεµάχια) που δέχεται ένα εργοστάσιο το 

οποίο κατασκευάζει CD περιγράφονται από µία τυχαία µεταβλητή X  µε συνάρτηση κατανοµής ,0)( =tF  

  ,0<t ,)( 2attF = ,2
10 <≤ t   ,)( 2tattF −= ,12

1 <≤ t  ,1)( =tF   όπου  είναι µία πραγµατική 

σταθερά. Υποθέτουµε ότι οι ηµερήσιες παραγγελίες είναι λιγότερες από 100000 τεµάχια. 

,1≥t a

(α) Να υπολογιστεί η τιµή της σταθεράς  .a

(β) Να υπολογιστεί η πιθανότητα σε µία ηµέρα να παραγγελθούν περισσότερα από 50000 τεµάχια.  

(γ) Αν κάποια ηµέρα οι παραγγελίες έχουν ξεπεράσει τα 25000 τεµάχια, ποια είναι η πιθανότητα να υπερβούν 

και τα 75000 τεµάχια; 

Λύση. (α) Υποθέτουµε ότι  Εποµένως, .1)1( =<XP .21)1()1(1 =⇒−==<= − aaFXP  

(β) .
4
1

2
1

2
121

2
11

2
1 2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ > FXP  

(γ) Η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε  

.
8
1

4
121

4
3

4
321

4
11

4
31

4
1
4
3

4
1

4
1,

4
3

4
1|

4
3

2

2

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >>

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >>

F

F

XP

XP

XP

XXP
XXP  

 

Μία τυχαία µεταβλητή X  καλείται συνεχής (continuous), αν υπάρχει µία µη-αρνητική συνάρτηση 

ℜ  τέτοια ώστε για κάθε υποσύνολο :Xf ),0[ ∞→ B  του συνόλου ℜ των πραγµατικών αριθµών, το οποίο 

µπορεί να γραφεί ως ένωση ενός πεπερασµένου ή απείρως αριθµήσιµου πλήθους διαστηµάτων, ισχύει ότι 

ℜ. Η συνάρτηση  καλείται συνάρτηση πυκνότητας (σ.π.) (density function) της 

   

∫ ∈=∈
B

X tdttfBXP ,)()( Xf

.X

Αν  τότε  ),,( ∞−∞=B .1)()),(( ==∞−∞∈ ∫
∞

∞−

dttfXP X

Αν  τότε    ],,[ baB = .)()(]),[( ∫=≤≤=∈
b

a
X dttfbXaPbaXP
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Αν   Εποµένως, η πιθανότητα η ,ba = .0)()( === ∫
a

a
X dttfaXP X  να πάρει οποιαδήποτε συγκεκριµένη τιµή 

είναι µηδέν. Η τιµή  δεν εκφράζει την πιθανότητα )(af X )( aXP =  όπως στις διακριτές κατανοµές αλλά δίνει 

το πόσο πιθανό είναι να βρίσκεται η τυχαία µεταβλητή X  πολύ κοντά στην τιµή  Όσο µεγαλύτερη είναι η 

τιµή  τόσο περισσότερο πιθανό είναι να πάρει η τυχαία µεταβλητή 

.a

)(af X X  τιµές κοντά στο  .a

Επιπλέον, ισχύει ότι  Αν υποθέσουµε ότι η σ.π.  είναι µία 

συνεχής συνάρτηση τότε, όπως γνωρίζουµε από τον Απειροστικό Λογισµό, αν παραγωγίσουµε ως προς , θα 

έχουµε ℜ.  Ακόµη και αν η  δεν είναι συνεχής παντού η τελευταία σχέση θα ισχύει για 

κάθε  στο οποίο η  είναι συνεχής. 

=)(xFX .)()()( ∫
∞−

=≤=<
x

X dttfxXPxXP Xf

x

∈= xxfxF XX ),()(' Xf

x Xf

Μία συνάρτηση πυκνότητας χαρακτηρίζεται από τις ακόλουθες δύο ιδιότητες  

(α) ℜ.  ∈≥ xxf X ,0)(

(β)  .1)(∫
∞

∞−

=dttf X

 

Παράδειγµα 2.5 Το σφάλµα X  που γίνεται κατά τη µέτρηση µε τη χρήση ενός συγκεκριµένου οργάνου είναι 

µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας   και ),4()( 2xcxf −= 22 ≤≤− x ,0)( =xf  

διαφορετικά, όπου  είναι µία πραγµατική σταθερά. (α) Να υπολογιστεί η τιµή της σταθεράς  (β) Να 

υπολογιστεί η συνάρτηση κατανοµής  της τυχαίας µεταβλητής  (γ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα το 

σφάλµα µιας µέτρησης να είναι κατά απόλυτη τιµή µικρότερο του 1. 

c .c

XF .X

Λύση. (α) Θα πρέπει  και 0≥c ∫ ∫
∞

∞− −

=⇒=⇒=−⇒=
2

2

2 .
32
31

3
321)4(1)( ccdxxcdxxf  

(β) Η συνάρτηση κατανοµής της X  δίνεται από τον τύπο 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>

≤≤−−

−<

== ∫∫
−∞−

2,1

22,)4(
32
3

2,0

)()(
2

2

x

xdtt

x

dttfxF
xx

 

Είναι [ ] .
32

1216
332

3
32
12)4(

32
3

2

3

2

3

2
2∫

− −

−
−+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−

x x
x xxttdtt  

Άρα, 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>

≤≤−
−+

−<

=

2,1

22,
32

1216
2,0

)(
3

x

xxx
x

xF  
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(γ) %.75.68
16
11)1()1()11()1|(| ==−−=<<−=< FFXPXP  

 

 

 

2.3 Παραδείγµατα διακριτών τυχαίων µεταβλητών  

(α) Οµοιόµορφη διακριτή τυχαία µεταβλητή. Έστω },,{ 1 Nxx K=Ω  ένας πεπερασµένος δειγµατικός χώρος 

ενός πειράµατος τύχης, όπου  φυσικός αριθµός.  Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής N X  

ορίζεται ως εξής ,1)()(
N

xXPxf iiX ===  για κάθε .,,1 Ni K=  Λέµε ότι η X  είναι µία οµοιόµορφη 

διακριτή τυχαία µεταβλητή (discrete uniform random variable). Για παράδειγµα, θεωρούµε ότι η τυχαία 

µεταβλητή X  είναι το αποτέλεσµα της ρίψης ενός αµερόληπτου ζαριού. Στην περίπτωση αυτή, το σύνολο 

τιµών της X είναι το διακριτό σύνολο  και ισχύει ότι }6,,1{ K }.6,,1{,
6
1)( K∈== iiXP   

 

(β) ∆ιωνυµική τυχαία µεταβλητή. Θεωρούµε ένα πείραµα τύχης το οποίο έχει δύο µόνο δυνατά αποτελέσµατα 

το ένα εκ των οποίων µπορεί να χαρακτηρισθεί ως «επιτυχία» και το άλλο µπορεί να χαρακτηρισθεί ως 

«αποτυχία». Κάθε εκτέλεση ενός πειράµατος τύχης µε µόνο δύο δυνατά αποτελέσµατα καλείται δοκιµή. 

Επαναλαµβάνουµε το πείραµα  φορές. Θεωρούµε ότι η πιθανότητα της «επιτυχίας» είναι ίση µε  και η 

πιθανότητας της «αποτυχίας» είναι ίση µε 

n p

.1 pq −=  Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό 

των επιτυχιών στις  ανεξάρτητες επαναλήψεις του πειράµατος. Τότε λέµε ότι η τυχαία µεταβλητή n X  είναι 

µία διωνυµική τυχαία µεταβλητή (binomial random variable). Γράφουµε  και λέµε ότι η ),(~ pnBinX X  

ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή. Οι ποσότητες pn,  καλούνται παράµετροι της διωνυµικής κατανοµής. Ο 

δειγµατικός χώρος του πειράµατος είναι },1,0{}1,0{}1,0{ ×××=Ω L  όπου το σύνολο  εµφανίζεται  

φορές, η ένδειξη 0 συµβολίζει την «αποτυχία» και η ένδειξη 1 συµβολίζει την «επιτυχία». Το πεδίο τιµών της 

τυχαίας µεταβλητής 

}1,0{ n

X  είναι το διακριτό σύνολο  Η συνάρτηση πιθανότητας µιας διωνυµικής τυχαίας 

µεταβλητής  δίνεται από τον τύπο   

}.,,0{ nK

),(~ pnBX ,)()( xnx
X qp

x
n

xfxXP −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ,,,0 nx K=   .1 pq −=

Η  είναι πράγµατι µία συνάρτηση πιθανότητας διότι και 

προφανώς  Αν  η τυχαία µεταβλητή 

Xf ∑ ∑
= =

− ==+=−⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
=

n

x

nn
n

x

xnx
X qppp

x
n

xf
0 0

11)()1()(  

.,,0,0)( nxxf X K=≥ 1=n X  καλείται τυχαία µεταβλητή Bernoulli 

(Bernoulli random variable) και γράφουµε ~X Bernoulli   ).( p
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Παράδειγµα 2.6 Πόσα παιδιά πρέπει να αποκτήσει µία οικογένεια ώστε να έχει µε πιθανότητα µεγαλύτερη ή 

ίση του 0.9 τουλάχιστον ένα αγόρι και τουλάχιστον ένα κορίτσι; Υποθέτουµε ότι σε κάθε γέννηση είναι εξίσου 

πιθανό να γεννηθεί αγόρι ή κορίτσι. 

Λύση. Έστω  ο ζητούµενος αριθµός παιδιών που πρέπει να αποκτήσει η οικογένεια. Έστω n X  η τυχαία 

µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των αγοριών που έχει αποκτήσει η οικογένεια στο σύνολο των  

παιδιών και  η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των κοριτσιών που έχει αποκτήσει η οικογένεια 

στο σύνολο των  παιδιών. Ισχύει ότι 

n

Y

n ⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛

2
1,~ nBinX  και .

2
1,~ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛nBinY  Επιπλέον   .nYX =+

Είναι )()0(1)11()1,1()1,1( nXPXPnXPXnXPYXP =−=−=−≤≤=≥−≥=≥≥  
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
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⎠
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⎝

⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
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⎞
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⎝

⎛
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nn
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 Πρέπει .32.5
2ln
1.0ln19.0

2
11 1 ≈−≥⇒≥− − nn   

Εποµένως, η οικογένεια θα πρέπει να έχει τουλάχιστον έξι παιδιά. 

 

Για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων που σχετίζονται µε τη διωνυµική κατανοµή χρησιµοποιούµε 

κατάλληλους πίνακες (για παράδειγµα, βλέπε βιβλίο Γ. Ρούσσα, Θεωρία Πιθανοτήτων, σελ. 280-288). 

 

(γ) Τυχαία µεταβλητή Poisson. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό των πελατών που 

φθάνουν σε ένα ταµείο εντός ορισµένου χρονικού διαστήµατος ή τον αριθµό των τροχαίων ατυχηµάτων που 

συµβαίνουν σε µία περιοχή κατά τη διάρκεια µιας ηµέρας ή τον αριθµό των σωµατιδίων που εκπέµπονται από 

µία ραδιενεργό πηγή εντός δοθέντος χρονικού διαστήµατος. Σε όλα τα παραπάνω παραδείγµατα η τυχαία 

µεταβλητή X  λαµβάνει τιµές  και η πιθανότητα K,1,0=x )( xXP =  µπορεί να προσεγγισθεί ικανοποιητικά 

από µία κατανοµή πιθανότητας που καλείται κατανοµή Poisson (Poisson distribution). H συνάρτηση 

πιθανότητας της X  ορίζεται ως εξής : ,
!

)()(
x

exXPxf
x

X
λλ−===  ,,1,0 K=x  .0>λ   

Η ποσότητα λ  καλείται παράµετρος της κατανοµής Poisson και η παραπάνω συνάρτηση είναι πράγµατι µία 

σ.π. διότι ∑ ∑
∞

=

∞

=

−− ====
0 0

0 .1
!

)(
x x

x

X eee
x

exf λλλ λ  Αν µία τυχαία µεταβλητή X  ακολουθεί την κατανοµή 

Poisson µε παράµετρο ,0>λ  γράφουµε ).(~ λPoissonX  Ισχύει το ακόλουθο οριακό θεώρηµα σύµφωνα µε το 

οποίο η κατανοµή Poisson προσεγγίζεται από τη διωνυµική κατανοµή. 

 

Θεώρηµα 2.1 (Προσέγγιση της κατανοµής Poisson από τη διωνυµική κατανοµή). Έστω µία ακολουθία 

τυχαίων µεταβλητών  που ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους  και .  Έστω ότι 

καθώς  και 

1}{ ≥nnX n np

,∞→n 0→np ,λλ →= nn np  για κάποιο .0>λ   
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Τότε ,
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Παράδειγµα 2.7 Μία πόλη έχει χίλια σπίτια. Κατά τη διάρκεια ενός χρόνου η πιθανότητα να παραβιαστεί 

οποιοδήποτε από αυτά είναι 0.001. Να υπολογιστεί η πιθανότητα κατά τη διάρκεια ενός έτους να γίνουν 

τουλάχιστον δύο διαρρήξεις. 

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό των διαρρήξεων κατά τη διάρκεια ενός έτους. 

Ισχύει ότι  Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.1, έχουµε ).001.0,1000(~ BX

.211)1()0(1)2(1)2( 111 −−− −=−−==−=−=<−=≥ eeeXPXPXPXP  

 

Παράδειγµα 2.8 Έστω ότι ο αριθµός των θανάτων σε ένα νοσοκοµείο των Αθηνών σε ένα µήνα ακολουθεί την 

κατανοµή Poisson. Αν η πιθανότητα να συµβεί το πολύ ένας θάνατος σε ένα µήνα είναι τετραπλάσια της 

πιθανότητας να συµβούν δύο ακριβώς θάνατοι σε ένα µήνα να υπολογιστεί η πιθανότητα (α) να µη συµβεί 

θάνατος σε ένα µήνα (β) να συµβούν το πολύ δύο θάνατοι σε ένα µήνα. 

Λύση. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή X  αναπαριστά τον αριθµό των θανάτων σε ένα µήνα. Τότε 

).(~ λPoissonX  Από τα δεδοµένα προκύπτει ότι  

)2(4)1( ==≤ XPXP  δηλαδή .21
!2

4 2
2

λλλλ λλλ =+⇒=+ −−− eee  Έπεται ότι 1=λ  ή 2
1−=λ  η οποία είναι 

µία µη αποδεκτή λύση. Άρα  ).1(~ PoissonX

(α)  (β) .37.0)0( 1 ≅== −eXP ∑
=

−− ≅==≤
2

0

11 .92.05.2
!

1
)2(

x

x

e
x

eXP  

 

(ε) Γεωµετρική τυχαία µεταβλητή. Έστω ότι η πιθανότητα επιτυχίας ενός πειράµατος τύχης µε δύο µόνο 

δυνατά αποτελέσµατα («επιτυχία», «αποτυχία») είναι ίση µε .0≠p  Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που 

αναπαριστά τον αριθµό των δοκιµών µέχρι την εµφάνιση της πρώτης επιτυχίας. Το πεδίο τιµών της τυχαίας 

µεταβλητής X  είναι το διακριτό σύνολο  Λέµε ότι η }.,2,1{ K X  ακολουθεί τη Γεωµετρική κατανοµή 
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(Geometric distribution) µε παράµετρο  και γράφουµε p ~X ).( pG  Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής X  είναι 

()()( PxXPxf X === αποτυχία στη 1η δοκιµή, ,K αποτυχία στη −−1x οστή δοκιµή, επιτυχία στη −x οστή 

δοκιµή  ,)1()1()1() 1 ppppp x−−=⋅−−= L }.,1{ K  ∈x

Η  είναι πράγµατι µία σ.π. διότι Xf ∑ ∑∑
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11 .11
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1)1()( K  Καταλήγουµε στον ακόλουθο 

τύπο:   και   ,0)( =xF 1<x ,1)( xqxF −= .1≥x

 

Παράδειγµα 2.9 Από έρευνες έχει διαπιστωθεί ότι οι µαθητές της 'Γ  τάξης του Γυµνασίου καπνίζουν σε 

ποσοστό 4%. Αν αρχίσουµε και ρωτάµε τον ένα µετά τον άλλον µαθητές της '  τάξης του Γυµνασίου να 

απαντήσουν στο ερώτηµα αν καπνίζουν ή όχι µέχρις ότου λάβουµε την πρώτη θετική απάντηση, να υπολογιστεί 

η πιθανότητα να κάνουµε (α) άρτιο αριθµό ερωτήσεων (β) περισσότερες από 8 ερωτήσεις και λιγότερες από 13. 

Γ

Λύση. Έστω X  η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των ερωτήσεων που θα κάνουµε µέχρις ότου 

λάβουµε για πρώτη φορά θετική απάντηση. Τότε ~X G ( ).100
4=p   
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(β) Η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε  
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(δ) Υπεργεωµετρική τυχαία µεταβλητή. Έστω ότι µία κάλπη περιέχει  λευκές και  µαύρες σφαίρες. 

Εξάγουµε διαδοχικά τη µία µετά την άλλη  σφαίρες χωρίς επανατοποθέτηση. Έστω η τυχαία µεταβλητή 

a b

n X  

που αναπαριστά τον αριθµό των λευκών σφαιρών που περιέχονται στο δείγµα των  σφαιρών. Η κατανοµή της 

τυχαίας µεταβλητής 

n

X  καλείται υπεργεωµετρική κατανοµή (hypergeometric distribution) µε παραµέτρους 
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ba,  και  και θα συµβολίζεται µε  Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής µε 

παραµέτρους  και  δίνεται από τον τύπο: 

n ).,,( banh
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Τα αποτελέσµατα του πειράµατος είναι όλες οι δυνατές επιλογές  σφαιρών από τις  συνολικά σφαίρες 

που υπάρχουν στην κάλπη. Τα ευνοϊκά αποτελέσµατα για το ενδεχόµενο 

n ba +

}{ xX =  προκύπτουν επιλέγοντας  

λευκές σφαίρες από τις  που είναι διαθέσιµες και 

x

a xn −  µαύρες από τις  που είναι διαθέσιµες. Το πλήθος 

των τρόπων επιλογής των  λευκών σφαιρών είναι  και για κάθε τέτοια επιλογή υπάρχουν  δυνατές 

επιλογές για τις  µαύρες σφαίρες που χρειάζονται για να συµπληρωθεί το δείγµα. Ο αριθµός των τρόπων 

επιλογής των ευνοϊκών αποτελεσµάτων θα είναι, από τη Bασική Aρχή Απαρίθµησης, ίσος µε  Το 

πεδίο τιµών της τυχαίας µεταβλητής 
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X  είναι το διακριτό σύνολο  όπου  Αν η τυχαία 

µεταβλητή 
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X  ακολουθεί την υπεργεωµετρική κατανοµή µε παραµέτρους  και  γράφουµε  ba, n ).,,(~ banhX

 

Παράδειγµα 2.10 Οι τύποι οµάδων αίµατος είναι O, A, B και ΑΒ. Έχουµε εκατό άτοµα από τα οποία σαράντα 

πέντε έχουν τύπο αίµατος Ο. Επιλέγουµε τυχαία είκοσι άτοµα. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή X  που 

αναπαριστά τον αριθµό των ατόµων µε οµάδα αίµατος Ο. Ζητάµε να βρούµε την πιθανότητα .8=X   
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2.4 Παραδείγµατα συνεχών τυχαίων µεταβλητών 

(α) Οµοιόµορφη συνεχής τυχαία µεταβλητή. Μία συνέχης τυχαία µεταβλητή X  καλείται οµοιόµορφη αν η 

συνάρτηση πυκνότητας  δίνεται από τον τύπο Xf .
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abxf X  Η  είναι πράγµατι µία σ.π. 
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X ab

dxxf .11)(  Λέµε ότι η τυχαία µεταβλητή X  ακολουθεί τη συνεχής οµοιόµορφη κατανοµή 

(continuous uniform distribution) στο διάστηµα  και γράφουµε  Είναι µία κατανοµή η οποία 

έχει κατασκευαστεί έτσι ώστε σε υποδιαστήµατα του  µε ίσο πλάτος να αντιστοιχεί η ίδια πιθανότητα. 

],[ ba ).,(~ baUX

],[ ba
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Επειδή σε µία συνεχή κατανοµή, σε ενδεχόµενα της µορφής }{ xX =   αντιστοιχούν µηδενικές πιθανότητες, δεν 

έχει σηµασία κατά πόσο στον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας της  χρησιµοποιούµε ανισότητες της 

µορφής 

),( baU

xa ≤  ή  κλπ.  xa <

Η συνάρτηση κατανοµής  της XF X  δίνεται από τον τύπο .

,1

,

,0

)(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤≤
−
−

<

=

bx

bxa
ab
ax

ax

xFX Οι ποσότητες  και  

είναι οι παράµετροι της οµοιόµορφης κατανοµής. 

a b

 

Παράδειγµα 2.11 Ένας αριθµός X  επιλέγεται τυχαία στο διάστηµα  Να υπολογιστούν οι πιθανότητες 

(α) το πρώτο δεκαδικό ψηφίο του αριθµού 

].2,0[

X  να διαιρείται µε το 3. 

(β) το πρώτο δεκαδικό ψηφίο της τρίτης ρίζας του X  να είναι το 2. 

Λύση. Αφού ο αριθµός επιλέγεται τυχαία από το διάστηµα  η τυχαία µεταβλητή ],2,0[ X  θα ακολουθεί την 

οµοιόµορφη κατανοµή στο  και η συνάρτηση κατανοµής της θα δίνεται από τον τύπο ]2,0[

.

2,1

20,
2

0,0

)(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤≤

<

=

t

tt
t

tF  

(α) Για να διαιρείται µε το 3 το πρώτο δεκαδικό ψηφίο του  θα πρέπει να είναι 0 ή 3 ή 6 ή 9. Στην πρώτη 

περίπτωση έχουµε  ή 

,X

1.00.0 <≤ X 1.10.1 <≤ X  ή ,2=X  στην δεύτερη 4.03.0 <≤ X  ή ,4.13.1 <≤ X  στην 

τρίτη  ή  ενώ στην τέταρτη 7.06.0 <≤ X 7.16.1 <≤ X 19.0 <≤ X  ή .29.1 <≤ X  Όµως, ,0)2( ==XP  οπότε 

)1.11()1.00(})2{}1.10.1{}1.00.0({ <≤+<≤==∪<≤∪<≤ XPXPXXXP    

.1.0
2
1

2
1.1

2
0

2
1.0))1()1.1(())0()1.0(( =−+−=−+−= FFFF  

Παρόµοια, 1.0})4.13.1{}4.03.0({ =<≤∪<≤ XXP , 1.0})7.16.1{}7.06.0({ =<≤∪<≤ XXP  

.1.0})29.1{}19.0({ =<≤∪<≤ XXP  Η ζητούµενη πιθανότητα είναι .4.01.01.01.01.0 =+++  

(β) Ζητάµε την πιθανότητα }).3.12.1{}3.02.0({ 33 <≤∪<≤ XXP  

Όµως, 

=<≤ })3.02.0({ 3 XP }))3.0()2.0({( 33 <≤ XP .0095.0)008.0()027.0()027.0008.0( =−=<≤= FFXP  

Παρόµοια έχουµε 

.136.0
2
728.11)728.1()197.2(}))3.1()2.1({(})3.12.1({ 333 =−=−=<≤=<≤ FFXPXP  

Εποµένως, %.55.14136.00095.0})3.12.1{}3.02.0({ 33 =+=<≤∪<≤ XXP  
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(β) Εκθετική τυχαία µεταβλητή. Λέµε ότι η X  είναι µία εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο 0>λ  

αν η συνάρτηση πυκνότητας της  δίνεται από τον τύπο  Η  είναι πράγµατι µία 

συνάρτηση πυκνότητας διότι 

Xf .
0,0

0,
)(

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

x
xe

xf
x

X

λλ
Xf

.1)'()(
00
∫∫∫
∞

−
∞

−
∞

∞−

=−== dxedxedxxf xx
X

λλλ  Η συνάρτηση κατανοµής  της XF X  δίνεται από τον τύπο 

∫
∞−

−

⎩
⎨
⎧

≤
>−

==≤=
x x

XX x
xe

dxxfxXPxF .
0,0

0,1
)()()(

λ

 Επιπλέον,  .0,)(1)( >=≤−=> − xexXPxXP xλ

Μία σηµαντική ιδιότητα της εκθετικής τυχαίας µεταβλητής είναι η αµνήµων ιδιότητα, σύµφωνα µε την οποία 

ισχύει ότι  .0,),()|( >>=>+> trtXPrXtrXP

Είναι ).(
)(

)(
)(

),()|(
)(

tXPe
e

e
rXP

trXP
rXP

rXtrXPrXtrXP t
r

tr

>===
>
+>

=
>

>+>
=>+> −

−

+−
λ

λ

λ

  

Μπορούµε να σκεφτούµε την X  ως το χρονικό διάστηµα που απαιτείται για να παρουσιάσει βλάβη ένα 

µηχάνηµα. Η τυχαία µεταβλητή X  µετριέται από τη στιγµή που αρχίζει το µηχάνηµα να λειτουργεί. Οι 

τελευταίες ισότητες µας λένε ότι αν το µηχάνηµα δεν είχε παρουσιάσει βλάβη µέχρι τη χρονική στιγµή r  η 

πιθανότητα να µην παρουσιάσει βλάβη στις επόµενες  χρονικές µονάδες είναι ίση µε τη µη-δεσµευµένη 

πιθανότητα το µηχάνηµα να µην είχε υποστεί βλάβη στις πρώτες  χρονικές µονάδες. Αυτό σηµαίνει ότι η 

γήρανση του µηχανήµατος δεν αυξάνει ούτε µειώνει την πιθανότητα να υποστεί βλάβη το µηχάνηµα εντός ενός 

καθορισµένου χρονικού διαστήµατος. Η Εκθετική κατανοµή (Exponential distribution) αποτελεί, µεταξύ 

άλλων, το κατάλληλο πιθανοθεωρητικό µοντέλο για το χρονικό διάστηµα µεταξύ διαδοχικών κλήσεων σε ένα 

τηλεφωνικό κέντρο ή για το χρονικό διάστηµα µεταξύ δύο διαδοχικών ατυχηµάτων σε ένα συγκεκριµένο 

σηµείο της Εθνικής οδού.  

t

t

 

Παράδειγµα 2.12 Ο χρόνος ζωής ενός ανθρώπου είναι µία τυχαία µεταβλητή X  που ακολουθεί την Εκθετική 

κατανοµή µε παράµετρο .75
1=λ  Βρείτε την πιθανότητα ο άνθρωπος αυτός να ζήσει (α) το πολύ εβδοµήντα 

χρόνια (β) ακριβώς εβδοµήντα χρόνια (γ) τουλάχιστον εβδοµήντα χρόνια (δ) πάνω από εβδοµήντα χρόνια αν 

είναι τριάντα χρονών. 

Λύση. (α) .61.01)70()70( 75
70

=−==≤
−

eFXP X  

(β)  .0)70( ==XP

(γ) .39.0)70( 75
70

==≥
−

eXP  
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(δ) .59.0)40()30|70( 75
40

==>=>>
−

eXPXXP  

 

Παράδειγµα 2.13 Έστω ότι η διάρκεια X  µιας τηλεφωνικής συνδιάλεξης ακολουθεί την Εκθετική κατανοµή 

µε παράµετρο .15
1=λ  (α) Αν κάποιος φτάσει σε ένα τηλεφωνικό θάλαµο ακριβώς πριν απο εµάς, ποια είναι η 

πιθανότητα να χρειαστεί να περιµένουµε περισσότερο από 15 λεπτά; (β) Αν τη στιγµή που φτάνουµε στον 

τηλεφωνικό θάλαµο, το άτοµο που είναι µέσα, µιλάει ήδη για 15 λεπτά, ποια είναι η πιθανότητα να χρειαστεί να 

περιµένουµε περισσότερο από 15 λεπτά; 

Λύση. Η συνάρτηση κατανοµής της X  δίνεται από τον τύπο ,0)( =tF  0<t  και .0,1)( 15 ≥−=
−

tetF
t

 

(α) Έχουµε   %.8.36)1(1)15(1)15(1)15( 11 ≅=−−=−=≤−=> −− eeFXPXP

(β) Με χρήση της ιδιότητας της έλλειψης µνήµης της Εκθετικής κατανοµής, έχουµε: 

%.8.36)15(1)15()15|1515( 1 ≅=−=>=>+> −eFXPXXP  

 

(γ) Τυχαία µεταβλητή Γάµµα. Λέµε ότι η X  είναι µία τυχαία µεταβλητή Γάµµα (Gamma) µε θετικές 

παραµέτρους a  και λ  αν η σ.π. της  είναι Xf ,
0,0

0,
)()(

1

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤

>
Γ=

−
−

x

xe
a

x
xf

xa
a

X

λλ
  

όπου,  είναι η συνάρτηση Γάµµα (Gamma function) και ορίζεται ως εξής . Η 

τυχαία µεταβλητή 

)(aΓ 0,)(
0

1 >=Γ ∫
∞

−− adyeya ya

X  ακολουθεί την κατανοµή Γάµµα (Gamma distribution) µε παραµέτρους  και a λ  και 

γράφουµε ~X  Γάµµα ).,( λa  Έστω η διακριτή τυχαία µεταβλητή  η οποία µετρά τον αριθµό των 

γεγονότων που συµβαίνουν στο χρονικό διάστηµα  Έστω οι τυχαίες µεταβλητές  που 

αναπαριστούν τον ενδιάµεσο χρόνο µεταξύ της πραγµατοποίησης του 

,0),( ≥ttN

].,0[ t nXX ,,1 K

−− )1(n οστού και του −n οστού 

γεγονότος. Η κατανοµή Γάµµα εκφράζει το συνολικό χρόνο µέχρι την −n οστή πραγµατοποίηση ενός 

γεγονότος. Εποµένως,  Για τον υπολογισµό της συνάρτησης κατανοµής της  έχουµε .1 nXXX ++= K ,X

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

−

=

−− ≥−====≥=≤=
ni ni

n

i

i
t

i
t t

i
te

i
teitNPntNPtXPtF ,0,

!
)(1

!
)())(())(()()(

1

0

λλ λλ   

διότι η τυχαία µεταβλητή  αποδεικνύεται ότι ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο )(tN .tλ  Η 

συνάρτηση Γάµµα αποτελεί γενίκευση της έννοιας του παραγοντικού, όπως φαίνεται και από τις ακόλουθες 

ιδιότητές της. 

(i)  όπου   ),1()1()( −Γ−=Γ aaa .1>a
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Άµεση συνέπεια της ιδιότητας (i) είναι η ιδιότητα  

(ii) διότι  ,,2,1,)!1()( K=−=Γ aaa

,)!1()1()2)(1()2()2)(1()1()1()( −=Γ−−=−Γ−−=−Γ−=Γ aaaaaaaaa L  επειδή  

∫
∞

− ==Γ
0

.1)1( dye y  Επιπλέον ισχύει ότι .
2
1 π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ  

Η  είναι πράγµατι µία συνάρτηση πυκνότητας διότι, αν θέσουµε Xf ,xy λ=  διαδοχικά έχουµε  

∫ ∫
∞

∞−

∞
−

−

=
Γ

=
0

1

)(
)( dxe

a
xdxxf xa

a

X
λλ ∫

∞
−−

Γ 0

1

)(
1 dyey
a

ya .1)(
)(

1
=Γ

Γ
= a

a
 

Στην περίπτωση που  η 1=a X  είναι µία Εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο .0>λ  Λέµε ότι η X  

είναι µία Χι-τετράγωνο (chi-squared) τυχαία µεταβλητή µε r  βαθµούς ελευθερίας (degrees of freedom) και 

γράφουµε ~X ,2
rX   αν ισχύει ότι  K,2,1=r

~X Γάµµα ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

2
1,

2
λra  και  η σ.π. της,  είναιXf .

0,0

0,
2

2

1

)(

2
1

2

2

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤

>
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=

−−

x

xex
rxf

xr

r

X  

 

Παράδειγµα 2.14 Ο χρόνος επισκευής (σε ώρες) µιας βλάβης ακολουθεί την κατανοµή Γάµµα µε παραµέτρους 

.2== λa  Ποια είναι η πιθανότητα να χρειαστεί για την επισκευή της βλάβης (α) το πολύ µία ώρα; (β) χρόνος 

από 60 έως 90 λεπτά;  

Λύση. Η σ.π. του χρόνου επισκευής X  της βλάβης δίνεται από τον τύπο .0,4
)2(

2)( 2212
2

≥=
Γ

= −−− xxeexxf xx  

Η σ.κ. είναι ),21(1
!
)2(1)( 2

12

0

2 te
i
tetF t

i

i
t +−=−= −

−

=

−∑   .0≥t

(α) Είναι  %.4.5931)1()1( 2 ≅−==≤ −eFXP

(β) Είναι  %.7.2043)1()5.1()5.11( 32 ≅−=−=<≤ −− eeFFXP

 

(δ) Τυχαία µεταβλητή Βήτα. Λέµε ότι η X  είναι µία τυχαία µεταβλητή Βήτα (Beta) µε θετικές παραµέτρους 

 και γράφουµε ba, ~X Βήτα  αν η σ.π. της,  είναι ),( ba Xf .
)1,0(,0

10,)1(
)()(
)(

)(
11

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

<<−
ΓΓ
+Γ

=
−−

x

xxx
ba
ba

xf
ba

X   

Η  είναι πράγµατι µία σ.π. διότι Xf ∫ ∫
∞

∞−

−− =−
ΓΓ
+Γ

= ,1)1(
)()(
)()(

1

0

11 dxxx
ba
badxxf ba

X   
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επειδή dxxx
ba
babaB ba∫ −− −=

+Γ
ΓΓ

=
1

0

11 )1(
)(
)()(),(  και η συνάρτηση  καλείται συνάρτηση Βήτα (Beta 

function). Αν  τότε µία τυχαία µεταβλητή τέτοια ώστε  συµπίπτει µε την οµοιόµορφη 

τυχαία µεταβλητή στο διάστηµα  δηλαδή 

),( baB

,1== ba )1,1(~ BX

),1,0( ).1,0()1,1( UB ≡  Λέµε ότι η X  ακολουθεί την κατανοµή Βήτα 

µε παραµέτρους  και  Η κατανοµή Βήτα παρέχει ένα ικανοποιητικό µοντέλο για την περιγραφή τυχαίων 

µεταβλητών που παίρνουν τιµές µεταξύ δύο συγκεκριµένων ορίων όπως για παράδειγµα, το ποσοστό ατόµων 

ενός πληθυσµού που έχουν µία συγκεκριµένη ιδιότητα. 

a .b

 

(ε) Κανονική τυχαία µεταβλητή. Λέµε ότι η X  είναι µία κανονική τυχαία µεταβλητή (normal random 

variable) µε παραµέτρους ∈µ ℜ,  και γράφουµε  αν η συνάρτηση πυκνότητας της,  

είναι 

02 >σ ),,(~ 2σµNX Xf

∈=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

xexf
x

X ,
2

1)(
2

2
1

σ
µ

πσ
ℜ. Εναλλακτικά λέµε ότι η X  ακολουθεί την κανονική κατανοµή ή την 

κατανοµή Gauss. H  είναι πράγµατι µία σ.π. (βλέπε βιβλίο Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Μέρος 

Ι, σελ. 396-397).  

Xf

Το γράφηµα της  είναι µία κωδωνοειδής καµπύλη και επιπλέον ισχύει ότι Xf ∈−=+ xxfxf XX ),()( µµ ℜ. Η 

 µεγιστοποιείται στο σηµείο Xf µ=0x  και τα σηµεία καµπής της είναι τα σµ −=1x  και .2 σµ +=x  

Επιπλέον ισχύει ότι )()(' 2 xfxxf XX σ
µ−

−=  και ),(11)(''
2

2 xfxxf XX
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
σ
µ

σ
 για κάθε ∈x ℜ. Αν 0=µ  

και  τότε  και η ,12 =σ )1,0(~ NX X  είναι µία τυπική (standard, unit) κανονική τυχαία µεταβλητή ή µία 

τυποποιηµένη κανονική τυχαία µεταβλητή. Εναλλακτικά λέµε ότι η X  ακολουθεί την τυπική κανονική ή 

την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή. Αν )  τότε η συνάρτηση κατανοµής  

της 

,(~ 2σµNX ∫
∞−

=
x

XX dttfxF )()(

X  δεν µπορεί να βρεθεί σε κλειστή µορφή. Για τη τυχαία µεταβλητή  οι τιµές της συνάρτησης 

κατανοµής της,  δηλαδή της συνάρτησης 

),1,0(~ NX

XΦ ∫∫
∞−

−

∞−

==Φ
x tx

XX dtedttx ,
2
1)()( 2

2

π
φ  ℜ, όπου ∈x Xφ  είναι η σ.π. 

της  βρίσκονται σε κατάλληλους πίνακες τιµών (βλέπε βιβλίο Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, 

Μέρος Ι, σελ. 398). Η κανονική κατανοµή είναι η πιο σπουδαία κατανοµή στη Θεωρία Πιθανοτήτων και στη 

Στατιστική. Είναι κατάλληλη για την περιγραφή πληθυσµιακών χαρακτηριστικών (π.χ. ύψος, βάρος) και για την 

πιθανοθεωρητική περιγραφή των τυχαίων σφαλµάτων σε διάφορες πειραµατικές µετρήσεις. Ισχύει η ακόλουθη 

σηµαντική πρόταση.  

,X
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Πρόταση 2.1 Αν  τότε ),(~ 2σµNX ).1,0(~ NXZ
σ
µ−

=  

Απόδειξη. Έχουµε ).()()()( µσµσ
σ
µ

+=+≤=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤

−
=≤= zFzXPzXPzZPzF XZ  Παραγωγίζουµε ως προς 

 και διαδοχικά έχουµε z ).1,0(~
2
1)()()()( 2'

2

NZezfzF
dz
dzFzf

z

XXZZ ⇒=+=+==
−

π
µσσµσ  ■ 

Παράδειγµα 2.15 Έστω τυχαία µεταβλητή  Να βρεθεί η πιθανότητα  ).2,5(~ NX ).31( << XP

Λύση. Χρησιµοποιούµε την Πρόταση 2.1 και έχουµε 

,
2
51

2
53

2
53

2
5

2
51)31( ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
Φ−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
Φ=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
<

−
=<

−
=<< ZZ

XZPXP   

διότι η τυχαία µεταβλητή  ).1,0(~ NZ

 

Πρόταση 2.2 Αν  τότε ),1,0(~ NX ,1)()( =−Φ+Φ xx XX  ∈x ℜ.  

Απόδειξη. Αν θέσουµε  διαδοχικά έχουµε  tu −=

∫ ∫
∞−

−

∞−

−−
+=−Φ+Φ

x x tt

XX dtedtexx 22
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2
1

2
1)()(

ππ
= ∫ ∫
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x x ut

duedte )1(
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1 22
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2
1 222
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dteduedte
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Παράδειγµα 2.16 Αν τότε ),(~ 2σµNX )1()1(11)( −Φ−Φ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤

−
=≤−=+≤≤− ZZ

XZPXP
σ
µσµσµ  

.68.0184.021)1(2))1(1()1( =−⋅=−Φ=Φ−−Φ= ZZZ  

 

Σύµφωνα µε το παραπάνω παράδειγµα, το 68% του χωρίου της κανονικής κωδωνοειδούς καµπύλης βρίσκεται 

ανάµεσα στα όρια σµ −  και .σµ +  Ο αριθµός  για τον οποίον z ,)( α=> zZP  ,10 << α  καλείται 

−α ποσοστιαίο σηµείο (ή ποσοστηµόριο) της κανονικής κατανοµής και συµβολίζεται µε  .αz

 

Παράδειγµα 2.17 Αν  να βρεθεί ο  τέτοιος ώστε )1,0(~ NZ z ,)( α=> zZP  .10 <<α  

Λύση. Είναι .)(1)(1)( α=Φ−=≤−=> zzZPzZP  Άρα, .1)( α−=Φ z  Για ,01.0=α  .99.0)( =Φ z  Από τους 

πίνακες της τυπικής κανονικής κατανοµής .33.2≅z  Για ,05.0=α  .95.0)( =Φ z  Από τους πίνακες της τυπικής 

κανονικής κατανοµής  Για .64.1≅z ,1.0=α  .9.0)( =Φ z  Από τους πίνακες της τυπικής κανονικής κατανοµής 

 Επιπλέον, αν  από τους πίνακες της τυπικής κανονικής κατανοµής, έχουµε  .28.1≅z ),1,0(~ NZ
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%.686826.01)8413.0(21)1(2)1()1()11( ≅=−=−Φ=−Φ−Φ=≤≤− ZP    

%.959544.01)9772.0(21)2(2)2()2()22( ≅=−=−Φ=−Φ−Φ=≤≤− ZP  

%.7.999974.01)9987.0(21)3(2)3()3()33( ≅=−=−Φ=−Φ−Φ=≤≤− ZP  

Επιπλέον, αν )  τότε, από την Πρόταση 2.1, έχουµε ,(~ 2σµNX

).11()|(|)( ≤≤−=≤−=+≤≤− ZPXPXP σµσµσµ   

Εποµένως, περίπου το 68% των τιµών ενός κανονικού πληθυσµού βρίσκεται σε απόσταση το πολύ µιας τυπικής 

απόκλισης σ  από τη µέση τιµή ,µ  περίπου 95% βρίσκεται σε απόσταση δύο τυπικών αποκλίσεων από τη µέση 

τιµή και περίπου 99% βρίσκεται σε απόσταση τριών τυπικών αποκλίσεων από τη µέση τιµή. 

 

Παράδειγµα 2.18 Η εσωτερική διάµετρος (σε ίντσες) των σωλήνων από χαλκό που παράγει ένα εργοστάσιο 

ακολουθεί την κανονική κατανοµή  Σωλήνες µε εσωτερική διάµετρο εκτός των ορίων ).,10( 2σN 1.010±  

ίντσες ανακυκλώνονται. (α) Αν 1.0=σ  να βρεθεί η πιθανότητα να ανακυκλωθούν ακριβώς τρεις σωλήνες σε 

ένα δείγµα πέντε σωλήνων που επιλέγεται τυχαία από την παραγωγή του εργοστασίου. (β) Πόση θα πρέπει να 

γίνει η παράµετρος  έτσι ώστε η πιθανότητα ανακύκλωσης ενός σωλήνα να είναι 0.06; 2σ

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά την εσωτερική διάµετρο των σωλήνων.  

Τότε  Η πιθανότητα ανακύκλωσης των σωλήνων είναι  ).,10(~ 2σNX

1.10( >= XPp  ή )1.109.9(1)9.9 <<−=< XPX  

.1.0121.01.01101.1010109.91 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−Φ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

<
−

<
−

−=
σσσσσσ

XP  

(α) Η πιθανότητα ανακύκλωσης είναι [ ] .3174.0]8413.01[2)1(12 =−=Φ−=p  Έστω  η τυχαία µεταβλητή 

που αναπαριστά τον αριθµό των σωλήνων από το δείγµα των πέντε σωλήνων που ανακυκλώνονται. Ισχύει ότι 

 Τότε  

Y

).3174.0,5(~ == pnBinY .149.0)3174.01()3174.0(
3
5

)3( 23 ≅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==YP

(β) Θα πρέπει ( .88.197.01.006.01.012 Φ≅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ⇒=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ−=

σσ
p )  Άρα, .053.088.11.0

=⇒= σ
σ

 

.002809.02 =σ  

 

2.5 Προτάσεις, εφαρµογές και προβλήµατα 

Πρόταση 2.3 Αν X  είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε σ.π.  και Xf 2XY =  τότε η σ.π.  της Y  δίνεται 

από τη σχέση 

Yf

( ) ( )[ ]
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤

>−+
=

0,0

0,
2

1
)(

y

yyfyf
yyf XX

Y  
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Απόδειξη. Η συνάρτηση κατανοµής της Y  είναι 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>≤≤−
=≤=≤=

0,0
0,

)()()( 2

y
yyXyP

yXPyYPyFY  

( ) ( )
.

0,0
0,

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>−−
=

y
yyFyF XX  Παραγωγίζοντας ως προς  έχουµε y

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤

>−+=−−−
==

0,0

0,
2

1
2

1)1(
2

1
)()( '

y

yyfyf
yy

yf
y

yf
yFyf XXXX

YY  

Μία εφαρµογή της παραπάνω πρότασης έχουµε στην ακόλουθη εφαρµογή. 

 

Εφαρµογή 2.1 Αν  τότε  )1,0(~ NX .~ 2
1

2 XXY =

Είναι ( ) ( )[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=−−=

−−
22

2
1

2
1

2
1

2
1)(

yy

XXY ee
y

yfyf
y

yf
ππ

.0,

2
1

2
1

2
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1
2
1

2
1

2 >
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

==
−−−

yeye
y

yy

π
  

Η τελευταία ισότητα δίνει τη συνάρτηση πυκνότητας της  .2
1X

 

Πρόταση 2.4 Έστω ότι  είναι η συνάρτηση κατανοµής της συνεχούς τυχαίας µεταβλητής  Τότε η τυχαία 

µεταβλητή  

XF .X

).1,0(~)(: UXFY X=

Απόδειξη. Είναι    .
1,1

10,))(())((
0,0

))(()()( 11

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<<==≤

<

=≤=≤= −−

y
yyyFFyFXP

y
yXFPyYPyF XXXXY

Μία εφαρµογή της παραπάνω πρότασης έχουµε στην περίπτωση κατά την οποία  Τότε ).,(~ 2σµNX

),1,0(~ Ux
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ
σ
µ  όπου  είναι η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονικής κατανοµής. ■ )(xΦ

 

Πρόβληµα 2.1 Αν  βρείτε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής  )1,0(~ NX .XeY =

Λύση. Είναι    .
0)),(log())log((

0,0
)()()(

⎩
⎨
⎧

≥=≤
<

=≤=≤=
yyFyXP

y
yePyYPyF

X

X
Y

Άρα, .0,
2

1))(log(1))(log()( 2
))(log( 2

>===
−

ye
y

yf
y

yF
dy
dyf

y

XXY π
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Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Y  καλείται λογαριθµοκανονική (lognormal). 

 

Πρόβληµα 2.2 Επαληθεύσατε ότι οι συναρτήσεις ∈
+

= −

−

x
e

exf x

x

,
)1(

)( 2 ℜ και ∈
+

= − x
ee

xg xx ,12)(
π

ℜ 

είναι συναρτήσεις πυκνότητας. 

Λύση. Είναι ∫∫
∞

∞∞

∞−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
+

−=
+

−=
0

0
2 .1

1
1

)1(
)(

tt
dtdxxf  Η πρώτη ισότητα προκύπτει αν θέσουµε  .xet −=

Είναι [ ] .1
2

2)(2
1

2
1

2)( 0
0

22 ===
+

=
+

= ∞
∞∞

∞−

∞

∞−
∫∫∫

π
π

τοξεφ
πππ

t
t

dtdx
e

edxxg x

x

 Η δεύτερη ισότητα προκύπτει αν 

θέσουµε  .xet =

 

Πρόβληµα 2.3 Αν ~X  Poisson ),(λ  ,0>λ  δείξτε ότι η πιθανότητα να πάρει η τυχαία µεταβλητή X  άρτια 

τιµή είναι ίση µε .2
)1( 2λ−+ e  

Λύση. η (P X  παίρνει άρτια τιµή) ∑
∞

=

−
−

−−
∞

=

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

0

2
2

0

).1(
2
1

2)!2(
}2{

x

x

x

eeee
x

exXP λ
λλ

λλ λ
U  

 

2.6 Μέση τιµή 

Στα δύο επόµενα εδάφια θα µελετήσουµε συγκεκριµένες ποσότητες που προκύπτουν από τη συνάρτηση 

πιθανότητας (ή πυκνότητας) ή τη συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής, καλούνται παράµετροι 

(parameters) και δίνουν µία συνοπτική περιγραφή της συµπεριφοράς της τυχαίας µεταβλητής. ∆ίνουν κάποιες 

ενδείξεις για τη θέση και το σχήµα της κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής. Η πρώτη παράµετρος που θα 

µελετήσουµε είναι η µέση τιµή (mean) η οποία αποτελεί για τη Θεωρία Πιθανοτήτων το ανάλογο του µέσου 

όρου ή του αριθµητικού µέσου µιας ακολουθίας αριθµών. ∆ίνει µία ένδειξη για τη θέση γύρω από την οποία 

είναι τοποθετηµένες οι τιµές της τυχαίας µεταβλητής. Για το λόγο αυτό συχνά καλείται µέτρο θέσης της 

αντίστοιχης κατανοµής. 

  

Ορισµός 2.3 Η µέση τιµή (ή µέσος ή µαθηµατική ελπίδα ή αναµενόµενη τιµή) µιας τυχαίας µεταβλητής X  

ορίζεται ως εξής: (α) αν ∑ ==
x

xXxPXE ),()(  ∑ ∞<=
x

xXPx )(||  και η X  είναι διακριτή.  

(β)  αν  και η ∫
∞

∞−

= ,)()( dxxxfXE X ∫
∞

∞−

∞<dxxfx X )(|| X  είναι συνεχής. 
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Παράδειγµα 2.19 Έστω ~X Poisson ).(λ  

Είναι ∑∑ ∑∑
∞
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 Η πέµπτη ισότητα προκύπτει αν θέσουµε .1−= xy  

 

Παράδειγµα 2.20 Έστω  Είναι ).,(~ baUX [ ] .|||,|max1||∫ ∞<≤
−

b

a

badx
ab

x  

.
22

1
2

11 222 baab
ab

x
ab

dx
ab

xEX
b

a

b

a

+
=

−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
−

= ∫  

 

Η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής δεν υπάρχει πάντα. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η κατανοµή 

Pareto η οποία, µεταξύ άλλων, χρησιµοποιείται αρκετά συχνά για την περιγραφή του εισοδήµατος, του 

µεγέθους ενός πληθυσµού (βλέπε Παράδειγµα 6.3.1 στο βιβλίο Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Μέρος 

Ι, σελ. 353-354). Ισχύει η ακόλουθη σηµαντική πρόταση η οποία παρατίθεται χωρίς απόδειξη (για την απόδειξη 

βλέπε βιβλίο Hoel, Port, Stone, Μετάφραση: Απόστολος Γιαννόπουλος, Εισαγωγή στη Θεωρία Πιθανοτήτων, 

σελ. 102-103). 

 

Πρόταση 2.5 Έστω µία τυχαία µεταβλητή X  και µία συνάρτηση ℜ ℜ τέτοια ώστε η  να είναι 

επίσης µία τυχαία µεταβλητή. Τότε (α) 

:g → )(Xg

∑ ==
x

xXPxgXgE ),()())(( αν ∑ ∞<=
x

xXPxg )(|)(|  και η X  είναι 

διακριτή (β)  αν  και η ∫
∞

∞−

= ,)()())(( dxxfxgXgE X ∫
∞

∞−

∞<dxxfxg X )(|)(| X  είναι συνεχής. 

 

Πρόταση 2.6 Ισχύει ότι  ,)( baEXbaXE +=+ ∈ba, ℜ. 

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει στην περίπτωση που η X  είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή. 

Είναι  ■ .)()()()()( baEXdxxfbdxxxfadxxfbaxbaXE XXX +=+=+=+ ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

 

Πρόταση 2.7 Αν  τότε  ,cX = .cEX =

Απόδειξη. Έστω ότι η X  είναι διακριτή τυχαία µεταβλητή. Είναι ∑ ∑ =====
x x

cxXPcxXxPEX .)()(  ■ 
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Πρόταση 2.8 Ισχύει ότι  .|||| XEEX ≤

Απόδειξη. Είναι  και 0|||||| ≥−⇒≤≤− XXXXX .0|| ≥+XX  

Εποµένως,  και   { } 0|| ≥−XXE { } .0|| ≥+XXE

Άρα,  και  ∫
∞

∞−

≥− 0)()|(| dxxfxx X ∫
∞

∞−

≥+ 0)()|(| dxxfxx X

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

≥ dxxxfdxxfx XX )()(||  και  ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−≥ dxxfxdxxxf XX )(||)(

EXXE ≥||  και  Άρα, .|| XEEX −≥ |||| XEEXXE ≤≤−  και συνεπώς,  ■ .|||| XEEX ≤

 

2.7 Ροπές τυχαίων µεταβλητών 

Οι ροπές (moments) µιας τυχαίας µεταβλητής, που θα ορίσουµε στο παρόν εδάφιο, παρέχουν επιπρόσθετες 

χρήσιµες πληροφορίες για τη συµπεριφορά µιας τυχαίας µεταβλητής. 

 

Ορισµός 2.4 (Ροπή τάξεως). Έστω −k X  µία τυχαία µεταβλητή. Η ροπή −k τάξεως,  της K,2,1=k X  ή της 

κατανοµής της είναι η ποσότητα  ή ισοδύναµα k
k EX=:µ ∑ ==

x

k
k xXPx ),(µ  αν η X  είναι διακριτή, 

 αν η ∫
∞

∞−

= ,)( dxxfx X
k

kµ X  είναι συνεχής.   

Παρατηρούµε ότι για  ,1=k ,1 EX=µ  δηλαδή η ροπή πρώτης τάξεως συµπίπτει µε τη µέση τιµή της  .X

 

Ορισµός 2.5 (Κεντρική ροπή τάξεως). Έστω −k X  µία τυχαία µεταβλητή. Η κεντρική ροπή (central 

moment) τάξεως,  της −k K,2,1=k X  ή της κατανοµής της είναι η ποσότητα  ή 

ισοδύναµα  αν η 

,)(:' k
k EXXE −=µ

∑ =−=
x

k
k xXPXEx ),())(('µ X  είναι διακριτή,  αν η ∫

∞

∞−

−= ,)()(' dxxfEXx X
k

kµ X  είναι 

συνεχής. 

 

Για  η κεντρική ροπή δευτέρας τάξεως της ,2=k X  καλείται διασπορά (ή διακύµανση) (variance) της X  και 

γράφουµε .  Η διασπορά δίνει ένα µέτρο της διάχυσης της κατανοµής της )(: 2'
2 σµ == XVar X  γύρω από τη 

µέση τιµή της. Όσο περισσότερο αποκλίνει η X  από τη µέση τιµή της τόσο µεγαλύτερη είναι η διαφορά 

 άρα και η διασπορά. Η ποσότητα 2)( EXX − 3

'
3

σ
µ

α =  είναι γνωστή ως µέτρο ασυµµετρίας της  διότι ,X
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δείχνει πόσο συµµετρική )0( =α  ή ασύµµετρη 0( >α  ή )0<α  είναι η σ.π. της  Η ποσότητα .X 4

'
4

σ
µ

β =  είναι 

γνωστή ως µέτρο κύρτωσης διότι δείχνει πόσο επίπεδη ή µη είναι η σ.π. της  Όταν η .X X  είναι µία κανονική 

τυχαία µεταβλητή τότε .3=β  Για 3>β  η σ.π. έχει πιο οξεία µορφή από την κανονική κατανοµή ενώ για 

3<β  είναι πιο επίπεδη.  

 

Παράδειγµα 2.21 Έστω X  η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά το αποτέλεσµα της ρίψης ενός αµερόληπτου 

ζαριού. Η ροπή τρίτης τάξεως της X  είναι ∑ ∑
= =

=====
6

1

6

1

2
333

3 .
6

21
6
1)(

x x

xxXPxEXµ  

 

Πρόταση 2.9 Ισχύει ότι   ( ) .)( 22 EXEXXVar −=

Απόδειξη. Είναι [ ] 2
11

22
11

22
1

'
2 22)()( µµµµµµ +−=+−=−== EXEXXXEXEXVar  

.2
12 µµ −=  Άρα,  ή ισοδύναµα 2

12
'
2 µµµ −= ( ) .)( 22 EXEXXVar −=  ■  

 
Ο τύπος της Πρότασης 2.9 είναι ιδιαίτερα χρήσιµος για τον υπολογισµό της διασποράς τυχαίων µεταβλητών. 

 

Παράδειγµα 2.22 Έστω ~X Bernoulli  ),( p ].1,0[∈p  Να υπολογιστούν η µέση τιµή και η διασπορά της  .X

Λύση. Είναι   ∑
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=+−===
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x
pppxXxPEX ∑
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Άρα,  ( ) ).1()( 222 ppppEXEXXVar −=−=−=

 

Παράδειγµα 2.23 Έστω ~X Εκθετική ),(λ .0>λ  Να υπολογιστούν η µέση τιµή και η διασπορά της  .X

Λύση. Είναι [ ]∫ ∫∫
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Παράδειγµα 2.24 Έστω ~X Poisson ),(λ  .0>λ  Να υπολογιστούν η µέση τιµή και η διασπορά της  .X

Λύση. Είναι ∑∑∑∑∑
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Η πέµπτη ισότητα προκύπτει αν θέσουµε .1−= xn  
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Η πέµπτη ισότητα προκύπτει αν θέσουµε .2−= xn  

Άρα,  =)(XVar ( ) .22 λ=− EXEX

Παράδειγµα 2.25 Έστω  Η σ.π. της ).1,0(~ NX X  δίνεται από τον τύπο ∈=
−

xexf
x

X ,
2
1)( 2

2

π
ℜ. ∆είξτε ότι 

,0=kµ αν k περιττός.  

Λύση. Είναι  Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό ∫ ∫
∞−

∞

+==
0

0

.)()( dxxfxdxxfxEX X
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X
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kµ xu −=  στο πρώτο 
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Η δεύτερη ισότητα προκύπτει διότι  περιττός και  άρτια συνάρτηση. k Xf

 

Θεωρούµε µία τυχαία µεταβλητή X  και τις πραγµατικές σταθερές  Ισχύει η ακόλουθη σηµαντική 

πρόταση. 

.,ba

 

Πρόταση 2.10 (∆ιασπορά γραµµικού συνδυασµού).  ).()( 2 XVarabaXVar =+

Απόδειξη. Είναι [ ]22 )()()( baXEbaXEbaXVar +−+=+  

2222 )()2( baEXabXbXaE +−++= ( ) abEXbEXaabEXbEXa 22 222222 −−−++=  

[ ] ).()( 2222 XVaraEXEXa =−=  ■ 

 

2.8 Ανισότητες ροπών και πιθανοτήτων 

Όταν υπάρχουν δυσκολίες στον υπολογισµό πιθανοτήτων ή ροπών κάποιων τυχαίων µεταβλητών µπορούµε να 

υπολογίσουµε κάποια φράγµατα αυτών των τιµών µε τη βοήθεια κατάλληλων ανισοτήτων.  

 

Πρόταση 2.11 (Ανισότητα του Markov).  Έστω µία µη-αρνητική τυχαία µεταβλητή X  και µία σταθερά 

 Για οποιαδήποτε τιµή του  ισχύει ότι .0>c ,c .][][
c
XEcXP ≤≥  

 42



Απόδειξη. Αποδεικνύουµε την ανισότητα για την περίπτωση κατά την οποία η X  είναι µία συνεχής τυχαία 

µεταβλητή µε σ.π.  Ισχύει ότι .Xf

].[)()()()()()(][
00

cXcPdxxfcdxxcfdxxxfdxxxfdxxxfdxxxfXE
c

c
X

c
X

c
X

c
XXX ≥==≥≥+== ∫ ∫∫∫∫∫

∞∞∞∞∞

 ■ 

 

Πρόταση 2.12 (Ανισότητα του Chebyshev). Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µ  και 

πεπερασµένη διασπορά  Τότε για κάθε πραγµατικό αριθµό  ισχύει ότι .2σ ,0>c ( ) .|| 2

2

c
cXP σµ ≤≥−  

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την ανισότητα του Markov για τη µη-αρνητική τυχαία µεταβλητή  και τον 

αριθµό  Έχουµε ότι 

2)( µ−X

.2c ( ) .)()( 2

2

2

2
22

cc
XEcXP σµµ =
−

≤≥−  Επειδή η ανισότητα  είναι 

ισοδύναµη µε την 

22)( cX ≥− µ

,|| cX ≥− µ  έπεται ότι η ανισότητα ( ) 2

2

||
c

cXP σµ ≤≥−  ισχύει.  ■ 

 

Οι ανισότητες των Markov και Chebyshev παρέχουν κάποια φράγµατα για την κατανοµή της X  όταν είναι 

γνωστή η µέση τιµή και η διασπορά της. Η ανισότητα του Chebyshev δίνει ένα φράγµα, συναρτήσει της 

διασποράς της X  και της σταθεράς  για την πιθανότητα η ,c X  να αποκλίνει από τη µέση τιµή της 

περισσότερο από  ∆εν υποθέτει τίποτε άλλο για την κατανοµή της .c X  παρά µόνο το ότι έχει πεπερασµένη 

διασπορά. 

 

Παράδειγµα 2.26 Υποθέτουµε ότι ο αριθµός των ηλεκτρικών λαµπτήρων που παράγονται από ένα εργοστάσιο 

κατά τη διάρκεια µιας εβδοµάδας είναι µία τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή .50=µ  (α) Κάντε µία εκτίµηση για 

την πιθανότητα η παραγωγή των ηλεκτρικών λαµπτήρων κατά τη διάρκεια αυτής της εβδοµάδας να ξεπεράσει 

τον αριθµό 75. (β) Αν η διασπορά της εβδοµαδιαίας παραγωγής των ηλεκτρικών λαµπτήρων βρέθηκε ίση µε 25 

κάντε µία εκτίµηση για την πιθανότητα η εβδοµαδιαία παραγωγή των λαµπτήρων να είναι µεταξύ των αριθµών 

40 και 60. 

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό των ηλεκτρικών λαµπτήρων που παράγονται 

κατά τη διάρκεια µιας εβδοµάδας.  

(α) Από την ανισότητα του Markov, έχουµε .
3
2

75
][}75{ =≤≥

XEXP  

(β) Από την ανισότητα του Chebyshev, έχουµε .
4
1

10
25

10
}10|50{| 22

2

==≤≥−
σXP  Εποµένως, 
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.
4
3

4
11}10|50{| =−≥<−XP  Συνεπώς η πιθανότητα η εβδοµαδιαία παραγωγή των ηλεκτρικών λαµπτήρων να 

είναι µεταξύ των αριθµών 40 και 60 είναι τουλάχιστον ίση µε 0.75. 

 

Είναι σαφές ότι αν είναι γνωστή η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής  οι πιθανότητες του παραπάνω 

παραδείγµατος θα µπορούσαν να υπολογιστούν µε ακρίβεια και δεν θα ήταν απαραίτητη η χρήση των 

ανισοτήτων Markov και Chebyshev.  

,X

 

Πρόταση 2.13 (Η ανισότητα του Schwarz). Υποθέτουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές X  και  έχουν 

πεπερασµένες ροπές δεύτερης τάξεως. Τότε ισχύει ότι 

Y

[ ] )].()][([)( 222 YEXEXYE ≤  Επιπλέον η ανισότητα 

ισχύει ως ισότητα αν και µόνο αν είτε 1)0( ==YP  ή ,1)( == cYXP  για κάποια σταθερά  .c

Απόδειξη. Αν  τότε ,1)0( ==YP 1)0( ==XYP  εποµένως 0)( =XYE  και .  Σε αυτή την περίπτωση 

η ανισότητα του Schwarz ισχύει ως ισότητα. Επίσης, αν 

0)( 2 =YE

,1)( == cYXP  τότε και τα δύο µέλη της ανισότητας 

είναι ίσα µε .Συνεπώς και σε αυτή την περίπτωση η ανισότητα του Schwarz ισχύει ως ισότητα. Για 

το υπόλοιπο της απόδειξης υποθέτουµε ότι 

)]([ 222 YEc

.1)0( <=YP  Εποµένως,  Για κάθε πραγµατικό αριθµό .0)( 2 >YE

λ  ισχύει ότι  Η τελευταία ισότητα είναι µία τετραγωνική  

συνάρτηση του 

).()(2)()(0 2222 XEXYEYEYXE +−=−≤ λλλ

.λ  Αφού 0  η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης επιτυγχάνεται για κάποια τιµή του )( 2 >YE λ  που 

υπολογίζεται αν θέσουµε την παράγωγο ίση µε µηδέν και επιλύσουµε. Μετά από απλές πράξεις καταλήγουµε 

ότι η τιµή του λ  που µηδενίζει την παράγωγο είναι ίση µε . Για την τιµή του )]()][([* 12 −= YEXYEλ *,λ  µετά 

από πράξεις, καταλήγουµε ότι η αντίστοιχη τιµή της συνάρτησης, είναι .
)(
)]([)()*( 2

2
22

YE
XYEXEYXE −=− λ  

Επειδή ,  η απόδειξη ολοκληρώθηκε. ■ 0)*( 2 ≥− YXE λ
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