
Φυλλαδιο 1

΄Ασvκησvη 1. α) ΄Εσvτω x 6= 0 η ακριβής λύσvη του σvυσvτήματος Ax = b όπου
A ∈ Rn×n

αντισvτρέψιμος πίνακας και x, b ∈ Rn
. ΄Εσvτω y μια προσvέγγισvη της

λύσvης x και r = Ay − b το αντίσvτοιχο υπόλοιπο. Δείξτε ότι για κάθε νόρμα
‖·‖ σvτον Rn

, και για την αντίσvτοιχη φυσvική νόρμα ισvχύει:

‖y − x‖
‖x‖

≤ k (A) ‖r‖
‖b‖

όπου k (A) σvυμβολίζει τον δείκτη κατάσvτασvης.
β) Δίνεται ο πίνακας:

Α=

 4 1 0
1 4 1
0 1 4


Να δοθεί μία εκτίμησvη του σvφάλματος (με βάσvη τον τύπο του (α) ) για την

προσvέγγισvη της λύσvης του σvυσvτήματος Ax = b με b =
(

1 0 −1
)T
εκ-

τελώντας 2 επαναλήψεις της επαναληπτικής μεθόδου Gauss-Seidel.

΄Ασvκησvη 2. ΄Εσvτω ο σvυμμετρικός πίνακας

Α=

 3 0 1
0 1 0
1 0 5


α) Να δείξετε ότι είναι θετικά ορισvμένος.

β) Να μελετήσvετε τη σvύγκλισvη των μεθόδων Jacobi και Gauss - Seidel.
γ) Να κατασvκεύασvετε την επαναληπτική μέθοδο χαλάρωσvης JOR. Να βρε-

θούν οι τιμές της παραμέτρου χαλάρωσvης ω, για τις οποίες η JOR σvυγκλίνει.
Μπορείτε να επιταγχύνετε την Jacobi με κατάλληλη επιλογή της παραμέτρου
χαλάρωσvης;

΄Ασvκησvη 3. Για τον πίνακα της προηγούμενης ΄Ασvκησvης 2 να απαντήσvετε

σvτο ερώτημα (γ) για την SOR.
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΄Ασvκησvη 4. α) Να περιγράψετε τη μέθοδο των κλίσvεων ως γενική επαναλη-

πτική διαδικασvία Richardson, για το πρόβλημα Ax = b με:

Α=

 4 0 1
0 2 0
1 0 3

 και b =

 5
2
4


β) Να εκτελέσvετε δύο επαναλήψεις της μεθόδου.

΄Ασvκησvη 5. Αριθμητική επίλυσvη τριδιαγώνιων σvυσvτημάτων. Κατασvκευάσvτε

αλγόριθμο της μορφής LU για την επίλυσvη τριδιαγώνιων σvυσvτημάτων. Π.χ.
για 3× 3 πίνακες, οι τριδιαγώνιοι πίνακες παίρνουν τη μορφή:

A =

 d1 f1 0
e2 d2 f2
0 e3 d3


δηλαδή για n×n πίνακες τα μόνα μη μηδενικά σvτοιχεία βρίσvκονται σvτην κύρια
διαγώνιο, καθώς και σvτις δύο δευτερεύουσvες διαγώνιες (υπερ- και υπο-δια-

γώνιό) του. Οι πίνακες αυτής της μορφής αποτελούν τυπικά παραδείγματα

αραιών πινάκων και εμφανίζονται σvυχνά σvτις εφαρμογές (π.χ. σvτη μέθοδο των

πεπερασvμένων σvτοιχείων, θεωρία κατασvκευών Splines κτλ.).Υποθέτουμε ότι η
κύρια διαγώνιος είναι αυσvτηρώς κυρίαρχη, δηλαδή:

di, ei, fi 6= 0 , ∀ 1 ≤ i ≤ n :

fi = ei+1 (symmetric) , ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1 :

|d1| > |f1| , |dn| > |en| , :

|di| ≥ |ei|+ |fi| , 2 ≤ i ≤ n− 1 :

α) Αποδείξτε ότι Α αντισvτρέψιμος.

β) Κατασvκευάσvτε ένα αλγόριθμο που να επιλύει τριδιαγώνια σvυσvτήματα

της παραπάνω μορφής με βάσvη τον αλγόριθμο LU.
γ) Υπολογίσvτε τον αριθμό των πράξεων που απαιτούνται για την κατασvκευή

του εν λόγω αλγορίθμου.

δ) (Εφαρμογή) Χρησvιμοποιήσvτε τον αλγόριθμο που κατασvκευάσvατε για την

επίλυσvη του σvυσvτήματος Ax = b , όπου ο Α είναι ένας 10 × 10 πίνακας, με
σvτοιχεία:

di = 100 + i , για 1 ≤ i ≤ 10 ,
ei = 10 + i , για 2 ≤ i ≤ 10 ,
fi = ei+1 , για 1 ≤ i ≤ 9
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Φυλλαδιο 2

΄Ασvκησvη 6. α) Κατασvκευάσvτε αλγόριθμο της μορφής QR για τον υπολ-
ογισvμό των ιδιοτιμών/ ιδιοδιανυσvμάτων ενός σvυμμετρικού πίνακα. Για την

παραγοντοποίησvη QR των πινάκων που προκύπτουν κατά την εκτέλεσvη των
επαναλήψεων, χρησvιμοποιήσvτε τη σvυνάρτησvη QR_factor(A) που περίεχεται
σvτη βιβλιοθήκη προγραμμάτων του Matlab.
β) Να χρησvιμοποιήσvετε τον παρακάτω αλγόριθμο για την εύρεσvη των ιδιο-

τιμών του πίνακα:

A =



4 2
3 −4

3
4
3

2
3 4 0 0

−4
3 0 6 2

4
3 0 2 6



΄Ασvκησvη 7. α) Να υπολογίσvετε τη μέγισvτη (κατά μέτρο) ιδιοτιμή του πίνακα:

A =

 21 7 −1
5 7 7
4 −4 20


χρησvιμοποιώντας τρεις (3) επαναλήψεις της μεθόδου των δυνάμεων.

β) Να υπολογίσvετε τη δεύτερη μεγαλύτερη (κατά μέτρο) ιδιοτιμή του πίνακα

Α.

΄Ασvκησvη 8. Για το σvυμμετρικό πίνακα Α της ΄Ασvκησvης 6:

A =



4 2
3 −4

3
4
3

2
3 4 0 0

−4
3 0 6 2

4
3 0 2 6


υπολογίσvτε την μέγισvτη (κατά μέτρο) ιδιοτιμή χρησvιμοποιώντας:

(1) Τη μέθοδο των δυνάμεων με 5 επαναλήψεις.

(2) Τη μέθοδο των δυνάμεων με βάσvη το υπόλοιπο Rayleigh.
Να σvυγκρίνετε τα αποτελέσvματα.
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΄Ασvκησvη 9. Δίνεται ο πίνακας:

A =


3 2 0

10−3 5 2

0 2 5


Για την επαναληπτική διαδικασvία Gauss-Seidel για τη λύσvη του σvυσvτήματος

Ax = b, με b =
(

5 7.001 7
)T
,να υπολογίσvετε μία προσvέγγισvη της νόρμας

του επαναληπτικού πίνακα BG−S μετά από δύο επαναλήψεις με τη βοήθεια των

διαφορών: δj =
∥∥∥x(j) − x(j−1)

∥∥∥ . Να υπολογίσvετε μία A-posteriori εκτίμησvη
για το σvφάλμα με βάσvη τις διαφορές δj μετά από δύο επαναλήψεις και να

βρεθεί το πλήθος των επαναλήψεων που απαιτούνται, ώσvτε το σvφάλμα να είναι

μικρότερο από 10−5
.

΄Ασvκησvη 10. α) Να εφαρμόσvετε τη μέθοδο των κλίσvεων και τη μέθοδο των

σvυζυγών κλίσvεων με δύο επαναλήψεις για το σvύσvτημα:

Ax = b, b = [3, 4]T ,
με αρχικό δίανυσvμα:

x0 =
(

0 0
)T
,

όπου:

A =
(

2 1
1 3

)
β) Να υπολογίσvετε μία εκτίμησvη σvφάλματος για τη δεύτερη επανάληψη του

ερωτήματος (α) για τη μέθοδο των κλίσvεων.
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