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1 Jèma 1

1. ΄Εσvτω x 6= 0 η ακριβής λύσvη του σvυσvτήματος Ax = b όπουA ∈ Rn×n
αντισvτρέψ-

ιμος πίνακας και x, b ∈ Rn
. ΄Εσvτω y μια προσvέγγισvη του x και r = Ay − b

το αντίσvτοιχο υπόλοιπο. Δείξτε ότι για κάθε νόρμα ‖·‖ σvτον Rn
, και για την

αντίσvτοιχη φυσvική νόρμα ισvχύει:

‖y − x‖
‖x‖

≤ k (A) ‖r‖
‖b‖

όπου k (A) σvυμβολίζει τον δείκτη κατάσvτασvης.

2. Δίνεται ο πίνακας:

Α=

 3 0 1
−1 5 −1
1 0 3


Να δοθεί μία εκτίμησvη του σvφάλματος (με βάσvη τον τύπο του ερωτήματος (1) ) για

την προσvέγγισvη της λύσvης του σvυσvτήματοςAx = b με b =
(

4 3 4
)T
εκτελώντας

2 επαναλήψεις της επαναληπτικής μεθόδου Gauss-Seidel.

Απόδειξη. 1. Ax = b⇒ ‖Ax‖ = ‖b‖ και από την ιδιότητα της νόρμας πίνακα:

‖b‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ , x 6= 0⇒ 1
‖x‖

≤ ‖A‖
‖b‖

(1.1)

και:

‖y − x‖ =
∥∥∥y −A−1b

∥∥∥ =
∥∥∥A−1Ay −A−1b

∥∥∥ =
∥∥∥A−1 (Ay − b)

∥∥∥ =

=
∥∥∥A−1 (−r)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥A−1
∥∥∥ · ‖r‖ (1.2)

Από (1.1) και (1.2):

‖y − x‖
‖x‖

≤ ‖A‖ ·
∥∥A−1∥∥ · ‖r‖
‖b‖

= k (A) ‖r‖
‖b‖

(1.3)
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ΑΓΑ Κανονική 2010 Θέμα 1

2. Παρατηρούμε ότι ο Α δεν είναι σvυμμετρικός. Υπολογισvμός BG-S:

BG−S = (D −AR)−1 A

Ψάχνω τον (D −AR)−1
. Δεν αντισvτρέφω, αλλά:

 3 0 1
0 5 −1
0 0 3

 ·
 d1 x1 x2

0 d2 x3
0 0 d3

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1




3 d1 = 1 =⇒ d1 = 1
3 , 3x1 = 0 =⇒ x1 = 0

5d2 = 1 =⇒ d2 = 1
5 , d3 = 1

3
5x3 − d3 = 0 =⇒ x3 = 1

15
3x2 + d3 = 0 =⇒ x2 = −1

9

΄Αρα

BG−S = (D −AR)−1A =

 0.8889 0 0
−0.1333 1 −0.0800
0.3333 0 1


Είναι:

x(k+1) = − (D −AR)−1Ax(k) + (D −AR)−1 b

με

(D −AR)−1 b =

 0.3333 0 −0.1111
0 0.2000 0.0667
0 0 0.3333


 4

3
4

 =

 0.8889
0.8667
1.3333


΄Αρα

 x
(k+1)
1
x

(k+1)
2
x

(k+1)
3

 =

 −0.8889 0 0
0.1333 −1 0
−0.3333 0 −1


 x

(k)
1
x

(k)
2
x

(k)
3

+

 0.8889
0.8667
1.3333


Εδώ πρέπει να εκτελέσvουμε τις επαναλήψεις. Χρειαζόμασvτε μια αρχική τιμή (x0). Μια

καλή επιλογή του τελευταίου είναι: x0 =
(

0 0 0
)T

. Ο Α δεν είναι σvυμμετρικός και

άρα είναι δύσvκολος ο υπολογισvμός του δείκτη κατάσvτασvης k(A). ΄Ετσvι πάω με διαφορές:
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Θέμα 1 ΑΓΑ Κανονική 2010

Πίνακας 1.1: Πίνακας επαναλήψεων της Gauss-Seidel.

Gauss-Seidel k = 1 k = 2

x
(k)
1 0.8889 0.9877

x
(k)
2 0.8667 0.9852

x
(k)
3 1.3333 1.0370

dk =
∥∥∥x(k) − x(k−1)

∥∥∥ 1.8218 0.3341

Τότε είναι:

∥∥∥B(2)
GS

∥∥∥ ≈ d2
d1

= 0.1834 = c

και ∥∥∥e(2)
∥∥∥ = ‖y − x‖ ≈ d2

2
d1 − d2

= 0.0750
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2 Jèma 2

Για το σvύσvτημα Ax = b με b = [4, 3, 5]Tκαι πίνακα:

Α=

 5 0 1
0 3 0
1 0 4


1. Να κατασvκεύασvετε την επαναληπτική μέθοδο χαλάρωσvης που αντισvτοιχεί σvτη μέ-

θοδο Jacobi (JOR) ως σvτάσvιμη επαναληπτική διαδικασvία Richardson ( x(k+1) =
x(k) + akQ

−1r(k)
, όπου r(k) = b−Ax(k), ak = a ) .

2. Να υπολογισvτεί ο επαναληπτικός πίνακας της παραπάνω διαδικασvίας και να βρεθούν

οι τιμές της παραμέτρου χαλάρωσvης α, για τις οποίες η JOR σvυγκλίνει.

3. Μπορείτε να επιταγχύνετε την Jacobi με κατάλληλη επιλογή της παραμέτρου
χαλάρωσvης;

Υπόδειξη: Αν Q αντισvτρέψιμος και Q−1A έχει θετικές και πραγματικές ιδιοτιμές, τότε η
σvτάσvιμη διαδικασvία Richardson σvυγκλίνει αν και μόνο αν: 0 < α < 2

l1
, όπου λ1 είναι η

μεγαλύτερη ιδιοτιμή του Q−1A . Επίσvης, aopt = 2
l1+ln

, όπου λ1, λn είναι η μεγαλύτερη
και η μικρότερη ιδιοτιμή αντίσvτοιχα.

Απόδειξη. 1. Γενικά:

x(k+1) = x(k) + akQ
−1
(
b−Ax(k)

)
ak=a

Jacobi= 1=

=
(
I −Q−1A

)
x(k) +Q−1b

Στην Jacobi ειδικά έχουμε Q−1A = D−1A :

xk+1 = −D−1(AL +AR)x(k) +D−1b = BJacobi x
(k) + d

2. Για D =

 5 0 0
0 3 0
0 0 4

 , AL =

 0 0 0
0 0 0
−1 0 0

 , AR =

 0 0 −1
0 0 0
0 0 0

 έχουμε:

−D−1(AL +AR) =

 0 0 0.2
0 0 0

0.25 0 0
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και

D−1b =

 1
5 0 0
0 1

3 0
0 0 1

4


 4

3
5

 =

 0.80
1.00
1.25


΄Αρα:

 x
(k+1)
1
x

(k+1)
2
x

(k+1)
3

 =

 0 0 0.2
0 0 0

0.25 0 0


 x

(k)
1
x

(k)
2
x

(k)
3

+

 0.80
1.00
1.25



Συνεπώς: BJacobi =

 0 0 0.2
0 0 0

0.25 0 0

 .
΄Επειτα αναζητούμε την ρ

(
D−1A

)
:

D−1A =

 1
5 0 0
0 1

3 0
0 0 1

4


 5 0 1

0 3 0
1 0 4

 =

 1 0 0.2
0 1 0
1
4 0 1


και ιδιοτιμές του Q−1A = D−1A :

λ1 = 1.2236, λ2 = 1 , λ3 = 0.7764⇐⇒

⇐⇒ ρ
(
D−1A

)
= 1.2236

και από Υπόδειξη (2) η JOR θα σvυγκλίνει για: 0 < α = 1 < 2
1.2236 = 1.6345.

3. Είναι:

αopt = 2
λ1 + λ3

= 1 = aJacobi

(δεν σvταματάμε εδώ αλλά ελέγχουμε και την φασvματική ακτίνα):

ρ (Ropt) = λ1 − λ3
λ1 + λ3

= 1.2236− 0.7764
1.2236 + 0.7764 = 0.2236 = ρ (BJacobi) =⇒

Δεν επιδέχεται βελτίωσvη η μέθοδος Jacobi με κατάλληλη επιλογή της παραμέτρου
χαλάρωσvης

1
.

1Anamenìmeno apotèlesvma, afoÔ A svummetrikìc kai jetik� orisvmènoc kai oi max kai min idiotimèc
tou diafèroun kat� mÐa svtajer�.
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3 Jèma 3

1. Να περιγράψετε τη μέθοδο των κλίσvεων ως γενική επαναληπτική διαδικασvία τύπου

Richardson για το πρόβλημα Ax = b με b = [5, 2, 4]Tκαι πίνακα:

Α=

 4 0 1
0 2 0
1 0 3


2. Να εκτελέσvετε δύο επαναλήψεις της μεθόδου.

3. Να υπολογίσvετε μία εκτίμησvη για το σvφάλμα μετά από δύο επαναλήψεις χρησvι-

μοποιώντας τον τύπο:

∥∥∥e(k+1)
∥∥∥ ≤ k2 (A)− 1

k2 (A) + 1 ·
∥∥∥e(k)

∥∥∥
Απόδειξη. 1. Παρατηρούμε ότι Α: σvυμμετρικός και λόγω κριτηρίου Sylvester:



∣∣∣∣∣∣∣∣
4 0 1
0 2 0
1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 22 > 0
∣∣∣∣∣ 2 0

0 3

∣∣∣∣∣ > 0

και 3 > 0

⇐⇒

A : θετικά ορισvμένος.

΄Εσvτω η ενέργεια του Ax = b :

Φ (y) = 1
2 y

TAy − yT b.

Τότε

∇Φ (y) = 1
2
(
AT +A

)
y − b A=AT

= Ay − b.

Αντίσvτροφα, αν το x είναι λύσvη του Ax = b, τότε:

Φ (y) = Φ (x+ (y − x)) = Φ (x) + 1
2 (y − x)T A (y − x) ∀y ∈ Rn.
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Δηλαδή,

Φ (y) > Φ (x) , y 6= x.

Παρατηρούμε ότι:

Φ (y)− Φ (x) = 1
2 (y − x)T A (y − x) = 1

2 ‖x− y‖
2
A .

΄Αρα το πρόβλημα επίλυσvης του Ax = b είναι ισvοδύναμο με το πρόβλημα ελαχισvτοποίησvης
της Φ. Το τελευταίο γίνεται με τον παρακάτω αλγόριθμο των κλίσvεων:
΄Εσvτω

x(0) ∈ Rn, r(0) = b−Ax(0).

Για κ=0,1,2,...

αk =

(
r(k)

)T
r(k)(

r(k))T Ar(k)

και:

x(k+1) = x(k) + ak r
(k) , r(k+1) = r(k) − ak Ar

(k)

Παρατηρούμε εύκολα ότι η μέθοδος των κλίσvεων σvυμπίπτει με τις μεθόδους Richardson
για Q = I (ταυτοτικός).
2. Αφού Α: σvυμμετρικός και θετικά ορισvμένος, η μέθοδος των κλίσvεων σvυγκλίνει για

κάθε επιλογή x(0) ∈ Rn , άρα:

r(0) = b−Ax(0) =
(

5 2 4
)T

x(0) =
(

0 0 0
)T

(
r(0)

)T
r(0) = 25 + 4 + 16 = 45

Ar(0) =

 4 0 1
0 2 0
1 0 3


 5

2
4

 =

 24
4
17


(
r(0)

)T
Ar(0) = 196

α0 = 45
196

8 Κωνσταντίνος Στούρας



Θέμα 3 ΑΓΑ Κανονική 2010

x(1) = x0) + α0 r
(0) = 45

196
(

5 2 4
)T

Επίσvης,

r(1) = b−Ax(1) =

 −0.5102
1.0816
0.0969


(
r(1)

)T
r(1) = 1.4396(

r(1)
)T

Ar(1) = 3.3104 =⇒ α1 = 1.4396
3.3104 = 0.4349

και

x(2) = x(1) + a1 r
(1) =

 0.9261
0.9296
0.9605

 .
3. Α: σvυμμετρικός και θετικά ορισvμένος, σvυνεπώς:

k2 (A) = max |λi|
min |λi|

Υπολογισvμός λi:

|λI −A| = 0⇐⇒


λ1 = 4.6180
λ2 = 2.3820
λ3 = 2.0000

⇐⇒

⇐⇒ k (A) = 4.6180
2.0000 ≈ 2.309.

΄Αρα η σvταθερά είναι:

C = 2.309− 1
2.309 + 1 ≈ 0.3955.

Επομένως:

∥∥∥e(k+1)
∥∥∥ ≤ 0.3955 ·

∥∥∥e(k)
∥∥∥⇐⇒ ∥∥∥e(k)

∥∥∥ ≤ (0.3955)k ·
∥∥∥e(0)

∥∥∥ .
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4 Jèma 4

1. Να υπολογίσvετε μία προσvέγγισvη της μέγισvτης (κατά μέτρο) ιδιοτιμής του πίνακα:

Α=

 3 0 1
0 4 0
1 0 5


χρησvιμοποιώντας δύο επαναλήψεις της μεθόδου των δυνάμεων με αρχικό διάνυσvμα

το x0 =
[
−3

2 ,
1
4 ,

3
4

]T
.

2. Να υπολογίσvετε μία προσvέγγισvη της δεύτερης μεγαλύτερης (κατά μέτρο) ιδιοτιμής

του πίνακα του ερωτήματος (1) (εκτελώντας μία μόνο επανάληψη).

Απόδειξη. 1. ΄Εχουμε:

x1 = Ax0 =

 3 0 1
0 4 0
1 0 5


 −3

2
1
4
3
4

 =

 −3.7500
1.0000
2.2500



x2 = Ax1 =

 3 0 1
0 4 0
1 0 5


 −3.7500

1.0000
2.2500

 =

 −9.0000
4.0000
7.5000


Πρώτη εκτίμησvη για το λ1:

λ1 ≈
x1,1
x1,0

= 2.2500
0.75 = 3

Δεύτερη εκτίμησvη για το λ1:

λ1 ≈
x1,2
x1,1

= 7.5000
2.2500 = 3.33

που είναι και η ζητούμενη προσvέγγισvη με τη μέθοδο των δυνάμεων.
1

1ParathroÔme ìti me dÔo epanal yeic eÐmasvte arket� kont� svthn pragmatik  mègisvth idiotim  l1 =
5.4142.
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2. ΄Εχουμε ότι η δεύτερη προσvέγγισvη για το ιδιοδιάνυσvμα u1 είναι:

w2 = ± x2
‖x2‖2

= ±1√
92 + 42 + 7.52

 −9.0000
4.0000
7.5000

 =

= ±
(
−0.7270 0.3231 0.6058

)
΄Αρα θα εφαρμόσvω μία επανάληψη της μεθόδου των δυνάμεων σvτον πίνακα:

A1 = A− λ1w2w
T
2 =

 1.2399 0.7823 2.4667
0.7823 3.6523 −0.6519
2.4667 −0.6519 3.7777



x1 = Ax0 =

 1.2399 0.7823 2.4667
0.7823 3.6523 −0.6519
2.4667 −0.6519 3.7777


 −3

2
1
4
3
4

 =

 0.1857
−0.7492
−1.0298


και

λ2 =≈ x2,1
x2,0

= 0.7492
0.25 = 3.33

που είναι η ζητούμενη προσvέγγισvη της δεύτερης μεγαλύτερης (κατά μέτρο) ιδιοτιμής του

Α
2
.

2ParathroÔme ìti me mÐa epan�lhyh eÐmasvte arket� kont� svthn pragmatik  deÔterh megalÔterh (kat�
mètro) idiotim  l2 = 4.
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