
ΣΧΟΛΗ ΕΜΦΕ – ΤΟΜΕΑΣ ΦΥΣΙΚΗΣ 

Φυσική Συµπυκνωµένης Ύλης  (6
ο
  Εξάµηνο Σπουδών) 

 

1
η
 Σειρά Ασκήσεων        19/5/2010 

 

Ι. Σ. Ράπτης  

 

1. Η σχέση διασποράς  για τη ζώνη αγωγιµότητας, Εc=Ec(k), ενός κυβικού ηµιαγώγιµου υλικού, 

κατά µήκος της διεύθυνσης [100], του αντίστροφου χώρου, στην οποία παρουσιάζει τοπικό 

ελάχιστο, και σε µικρές αποστάσεις γύρω απ’ αυτό, (µε επίπεδο αναφοράς (Ε=0) το µέγιστο της 

ζώνης σθένους), έχει τη µορφή : 
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όπου Ε0, D, F, και G, θετικές σταθερές, και m η µάζα του ελεύθερου ηλεκτρονίου.  

(α) ∆ώστε τις µονάδες των Ε0, D, F, και G, και προσδιορίστε τη θέση (στον αντίστροφο χώρο), 

και την τιµή, του ελαχίστου της ζώνης αγωγιµότητας . (β) Αν η ζώνη σθένους του υλικού 

παρουσιάζει µέγιστο στο κέντρο της ζώνης Brillouin, δείξτε ότι το υλικό αυτό έχει έµµεσο 

ενεργειακό χάσµα, και προσδιορίστε το µήκος κύµατος που πρέπει να έχουν οι πλεγµατικές 

ταλαντώσεις (φωνόνια) που θα µπορούσαν να συµµετάσχουν σε µία οπτική διέγερση 

ηλεκτρονίου από το µέγιστο της ζώνης σθένους στο ελάχιστο της ζώνης αγωγιµότητας. (γ) Αν η 

θέση και η τιµή του ελαχίστου της ζώνης αγωγιµότητας είναι αντίστοιχα 0
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min 0CE E E= − ∆ , (όπου 0 < ξ < 1, ∆Ε > 0 και a: η πλεγµατική σταθερά), να υπολογιστούν τα D 

και F, συναρτήσει των (a, m, ξ, ∆Ε). (δ) Να υπολογιστούν η εγκάρσια και η διαµήκης µάζα του 

ηλεκτρονίου, κοντά στο ελάχιστο της ζώνης αγωγιµότητας. 

 

2. Ενδογενής ηµιαγωγός µε δοµή αδάµαντα και πλεγµατική σταθερά a, έχει µέγιστο της ζώνης 

σθένους στο κέντρο της ζώνης Brillouin (σηµείο Γ) και παρουσιάζει την εξής δοµή ζώνης-

αγωγιµότητας:   

i) υπάρχουν έξι (6) ελάχιστα στα 6 ισοδύναµα σηµεία Χ, [στα όρια της ζώνης Brillouin, κατά 

µήκος της διεύθυνσης (0,0,k) και των συµµετρικά ισοδυνάµων διευθύνσεων του αντίστροφου 

χώρου], µε ενέργεια ΕΧ,ως προς το µέγιστο της ζώνης σθένους, 

 ii) υπάρχει επίσης ένα τοπικό ελάχιστο της ζώνης αγωγιµότητας, στο σηµείο Γ της ζώνης 

Brillouin, µε ενέργεια ΕΓ, ως προς το µέγιστο της ζώνης σθένους.  

Οι ενεργές µάζες των ελευθέρων ηλεκτρονίων, στη ζώνη αγωγιµότητας είναι m
*
(Γ), m

*
(X)||, 

m
*
(X)⊥.  

α) ∆ώστε, συναρτήσει του a, τις συντεταγµένες (kx, ky, kz) των 6 ισοδύναµων τοπικών 

ελαχίστων ΕC(Χ). 

β) Μέ ενεργειακό επίπεδο αναφοράς το µέγιστο της ζώνης σθένους, γράψτε µία έκφραση για 

την ενέργεια των ηλεκτρονίων αγωγιµότητας, που έχουν κρυσταλλική ορµή (kx, ky, kz) τέτοια 

ώστε να ευρίσκονται, ενεργειακά, λίγο πάνω από το τοπικό ελάχιστο ΕC(Γ) 

γ) Μέ ενεργειακό επίπεδο αναφοράς το µέγιστο της ζώνης σθένους, γράψτε µία έκφραση για 

την ενέργεια των ηλεκτρονίων αγωγιµότητας, που έχουν κρυσταλλική ορµή (kx, ky, kz) τέτοια 

ώστε να ευρίσκονται, ενεργειακά, λίγο πάνω από το τοπικό ελάχιστο ΕC(Χ), κοντά σε ένα από 

τα 6 σηµεία της ερώτησης (α), το οποίο µπορείτε να επιλέξετε ελεύθερα. 

δ) Ποιά σχέση πρέπει να ικανοποιούν τα µεγέθη m
*
(Γ), m

*
(X)||, m

*
(X)⊥, ώστε να υπάρχει 

πεπερασµένη θερµοκρασία κατά την οποία οι πυκνότητες ηλεκτρονίων στα ελάχιστα Γ και Χ να 

εξισώνονται; 



ε) Στην περίπτωση που ικανοποιείται η συνθήκη (δ), υπολογίστε, συναρτήσει των ΕΓ, ΕΧ, 

m
*
(Γ), m

*
(X)||, m

*
(X)⊥, την θερµοκρασία κατά την οποία εξισώνονται οι πυκνότητες 

ηλεκτρονίων στα δύο ελάχιστα (Γ και Χ) της ζώνης αγωγιµότητας; 

 

 

3. Στο διπλανό σχήµα φαίνονται: i) ισοενεργειακές 

επιφάνειες, ΕC(k)=σταθ., γύρω από το ελάχιστο 

της ζώνης αγωγιµότητας στον αντίστροφο χώρο, 

(kx, ky, kz), για τρία ηµιαγώγιµα υλικά (Α1, Α2, 

Α3), και, ii) τρείς δοµές ζώνης, (σχέσεις 

διασποράς, Β1, Β2, Β3), που αντιστοιχούν στα 

ίδια υλικά, ΑΛΛΑ ΟΧΙ ΜΕ ΤΗΝ Ι∆ΙΑ ΣΕΙΡΑ.  

iii) Για τα ίδια υλικά, δίνονται στον παρακάτω 

Πίνακα τιµές για τον αριθµό των ισοδυνάµων 

ακροτάτων και τις ενεργές µάζες, ΜΕ ΤΗΝ 

ΣΩΣΤΗ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΑ. 

 

Συµπληρώστε τον Πίνακα, γράφοντας κάτω 

από κάθε στοιχείο, (Si, Ge, GaAs), την 

σωστή αντιστοιχία α) των ισοενεργειακών επιφανειών, β) των σχέσεων διασποράς, γ) την 

ενεργό µάζα πυκνότητας καταστάσεων ηλεκτρονίων, δ) την ενεργό µάζα πυκνότητας 

καταστάσεων οπών, για κάθε υλικό. ε) Εξηγήστε τις τιµές Μ=6 και Μ=4 του Πίνακα. 

 

 

4. ∆ίδονται τα παρακάτω δύο ηµιαγώγιµα υλικά, (αντιπροσωπευτικά των κυβικών ηµιαγωγών 

τύπου V και II-VI, αντίστοιχα), καθώς και οι αντίστοιχες παράµετροι, (τιµή και τύπος 

ενεργειακού χάσµατος, πλεγµατική σταθερά, σχετική διηλεκτρική σταθερά, και ενεργές µάζες 

ηλεκτρονίων-οπών).   

Υλικό Ενεργειακό Χάσµα  

Αµεσο(Α)/Εµµεσο(Ε) 

[eV] 

Πλεγµατική 

Σταθερά 

[Α
ο
] 

Σχετική 

∆ιηλ/κή 

Σταθερά 

Ενεργός Μάζα 

οπών  

(mlh/mhh) [m0] 

Ενεργός Μάζα 

ηλεκτρονίων  

(m⊥ / m|| ) [m0]  

Ge 0,74 / (Ε) 5,66 16 0,04 / 0,30 0,08 / 1,60 

ZnSe 2,82 (A) 6,67 7 0,50 / 0,75 0,15 / 0,15 

α) Σχολιάστε το γεγονός ότι η εγκάρσια (m⊥) και η διαµήκης (m||) ενεργός µάζα ηλεκτρονίων, 

του ZnSe, είναι ίσες, αντίθετα από το Ge. Τι µορφή έχουν και πού βρίσκονται, (ως προς το 

κέντρο της ζώνης Brillouin), οι ισοενεργειακές επιφάνειες των ηλεκτρονίων που 

καταλαµβάνουν τον πυθµένα της ζώνης αγωγιµότητας, στα δύο αυτά υλικά; Σχεδιάστε τα 

ενεργειακά διαγράµµατα στον αντίστροφο χώρο, κατ’ εκτίµηση. 

β) Να υπολογιστεί η «µέση ενεργός µάζα», [me=(m||m⊥
2
)
1/3

], για τα ηλεκτρόνια  των δύο 

υλικών, καθώς και η απόσταση πλησιεστέρων γειτόνων, ( Ge-Ge), και (Zn-Se), αντίστοιχα. 

γ) Να υπολογιστούν οι ενεργειακές στάθµες δοτών ΕD σε καθένα από αυτά τα υλικά, καθώς και 

οι αντίστοιχες ακτίνες Bohr. Σχεδιάστε τα ενεργειακά διαγράµµατα στον ευθύ χώρο, κατ’ 

εκτίµηση. 

 Si (Μ=6) Ge (Μ=4) GaAs 

(m⊥ /m) 0.19/0.91 0.08/1.60 0.07/0.07 

(mlh /mhh ) 0.15/0.54 0.04/0.30 0.07/0.50 
(α)–Α(1,2,3)    

(β)–Β(1,2,3)    

(γ)    

(δ)    

 

A1 A2 A3

B1 B2 B3
L   (111) Γ (100)     X L   (111) Γ (100)     X L   (111) Γ (100)     X

 



δ) Συγκρίνοντας: τις αποστάσεις πλησιεστέρων γειτόνων, του ερωτήµατος (β) και τις ακτίνες 

Bohr, του ερωτήµατος (γ), σχολιάστε το βαθµό αξιοπιστίας για τις ενεργές στάθµες δοτών που 

υπολογίστηκαν στο ερώτηµα (γ). 

ε) Εκτιµήστε, για ένα από τα δύο υλικά, (κατά προτίµηση εκείνο για το οποίο το ηµικλασσικό 

µοντέλο του Bohr ισχύει καλύτερα, σύµφωνα µε το ερώτηµα (δ)), την κρίσιµη συγκέντρωση 

δοτών (≈ τάξη µεγέθους) πάνω από την οποία η διάκριτη στάθµη των προσµείξεων 

µετατρέπεται σε ζώνη, λόγω αλληλεπικάλυψης των κυµατοσυναρτήσεων  των ηλεκτρονίων 

γειτονικών δοτών. 

 [Υπόδειξη για το (β): Θεωρείστε το κάθε υλικό ως συνεχές διηλεκτρικό µέσο και 

χρησιµοποιείστε: τα δεδοµένα του Πίνακα, την ενεργό µάζα του ερωτήµατος (β), και το 

ηµικλασικό µοντέλο του Bohr, σύµφωνα µε το οποίο, για ένα µονοηλεκτρονιακό άτοµο στο 

κενό, En=-(mee
4
)/(8εο

2
h

2
n

2
)=-(13.6 eV)/n

2
, rn=(εoh

2
)n

2
/(πmee

2
)=(0.5 A

o
)n

2
 ] 

 

5.  Κρύσταλλος πυριτίου νοθεύεται µε προσµίξεις αρσενικού, σε συγκέντρωση 10
17

 (άτοµα 

As)/cm
2
. Να υπολογιστεί η στάθµη Fermi σε θερµοκρασίες, α) δωµατίου (300 κ), β) υγρού 

αζώτου (77 Κ),  γ) υγρού ηλίου (4Κ), µε βάση τη συνθήκη ουδετερότητας, στη µη-

προσεγγιστική της έκφραση. (Υπόδειξη: Σχεδιάστε, µε τη βοήθεια υπολογιστή, συναρτήσει της 

µεταβλητής ΕF, την συνάρτηση συνολικού φορτίου D AQ p � n �+ −= + − − , και προσδιορίστε την 

τιµή της µεταβλητής για την οποία η συνάρτηση φορτίου Q µηδενίζεται). δ) Να υπολογιστούν 

τα ποσοστά ιονισµού των προσµίξεων, σε κάθε περίπτωση.  ε) Να σχολιασθεί η συνέπεια των 

απαντήσεων στα ερωτήµατα α-δ, αν αυτά προέκυπταν µε βάση την σχέση που προϋποθέτει τον 

ολικό ιονισµό. 

 

6. α) Υπολογίστε το επίπεδο Fermi, σε θερµοκρασία δωµατίου, για τρία δείγµατα πυριτίου (Si) 

εµπλουτισµένα µε προσµίξεις φωσφόρου (P) µε συγκεντρώσεις 10
15

 άτοµα/cm
3
, 10

17
 

άτοµα/cm
3
, 10

19
 άτοµα/cm

3
, αντίστοιχα, υποθέτοντας πλήρη ιονισµό των προσµείξεων. β) 

Χρησιµοποιείστε τις τιµές που υπολογίσατε, στο προηγούµενο ερώτηµα, για το επίπεδο Fermi 

του καθενός δείγµατος, και ελέγξτε κατά πόσο η υπόθεση του ολικού ιονισµού ευσταθεί, κατά 

περίπτωση. 

 

7. α) Στο πλαίσιο του απλού µοντέλου ενός υδρογονειδούς ατόµου του Bohr, για µία πρόσµειξη 

από την στήλη V του περιοδικού Πίνακα, (όπως το αρσενικό), σε ένα µονοστοιχειακό 

ηµιαγώγιµο υλικό από την στήλη IV του περιοδικού συστήµατος, (όπως το πυρίτιο), το 

ηµιαγώγιµο υλικό αντιµετωπίζεται ως ένα συνεχές διηλεκτρικό µέσο. Να αναφέρετε αν η 

ενέργεια της ενδοχασµατικής κατάστασης της πρόσµειξης εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά 

της πρόσµειξης, από τα χαρακτηριστικά του ηµιαγώγιµου υλικού που την φιλοξενεί, ή και από 

τα δύο, και να γράψετε την σχέση που υποστηρίζει τον ισχυρισµό σας. β) Στον παρακάτω 

πίνακα, θεωρήστε ότι κάθε κενό τετράγωνο αντιστοιχεί στο σύστηµα «ηµιαγωγός-πρόσµειξη», 

που ορίζουν οι συντεταγµένες του, και συνδέστε µε ευθείες γραµµές, (οριζόντιες, κατακόρυφες 

ή διαγώνιες, κατά περίπτωση), τα κενά τετράγωνα που χαρακτηρίζονται από την ίδια 

ενδοχασµατική ενέργεια δοτών, 

 Ηµιαγωγός 

Πρόσµειξη Ge Si 

As   

P   

γ) Αν υποθέσουµε ότι δύο ηµιαγώγιµα υλικά, όπως τα Si και Ge, έχουν περίπου ίδιες τιµές 

πλεγµατικής σταθεράς και περίπου ίδιες τιµές για την ενεργό µάζα των ηλεκτρονίων, αλλά 

διαφορετικές τιµές σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς, (εr(Si)=12, εr(Ge)=16), να αναφέρετε για 

ποιό υλικό περιµένετε να ισχύει καλύτερα το παραπάνω µοντέλο (βλ. Ερώτηµα (α)) 

δ) Eνας στοιχειακός ηµιαγωγός, όπως οι παραπάνω, έχει πυκνότητα ενδογενών ηλεκτρονίων, σε 

θερµοκρασία δωµατίου, ni=10
11

 cm
-3

. Στον ηµιαγωγό αυτόν προσθέτουµε οµοιόµορφα 



κατανεµηµένες προσµείξεις, τύπου «δότες», µε συγκέντρωση, ND=3×10
16

 cm
-3

, και τύπου 

«αποδέκτες», µε συγκέντρωση NΑ=8×10
16

 cm
-3

. Να υπολογισθούν, σε θερµοκρασία δωµατίου, 

οι συγκεντρώσεις ηλεκτρονίων (n) και οπών (p), καθώς και η διαφορά EF-EV, του επιπέδου 

Fermi από την κορυφή της ζώνης σθένους, αν το ενεργειακό χάσµα του υλικού είναι 0.8 eV, και 

οι ενεργές µάζες πυκνότητας καταστάσεων είναι mn
*
=m0 και mp

*
=0.5m0, 

 

 

8. Θεωρήστε γνωστό ότι η συγκέντρωση ατόµων πυριτίου, σε έναν καθαρό κρύσταλλο πυριτίου 

είναι 5×10
22

 cm
-3

, η πυκνότητα ενδογενών φορέων σε θερµοκρασία δωµατίου ni=1.45×10
10

 cm
-

3
, ενώ οι κινητικότητες ηλεκτρονίων και οπών είναι µe=1350 cm

2
V

-1
s

-1
 και µh=450 cm

2
V

-1
s

-1
, 

αντίστοιχα. 

α) ∆είξτε ότι, τόσο στην περίπτωση προσµίξεων τύπου n, (µε συγκέντρωση ND), όσο και 

(ανεξάρτητα) στην περίπτωση προσµίξεων τύπου p, (µε συγκέντρωση NA), µπορεί να 

προσδιορισθεί κατάλληλη συγκέντρωση προσµείξεων, (ΝD,κρίσιµη= ; , ή NA,κρίσιµη = ; , 

αντίστοιχα), για την οποία το υλικό παρουσιάζει ελάχιστη αγωγιµότητα. Ποιά είναι η τιµή της 

ελάχιστης αγωγιµότητας στις δύο περιπτώσεις; 

β) Να υπολογιστεί η αντίσταση ενός κύβου 1×1×1 cm
3
 πυριτίου σε θερµοκρασία δωµατίου όταν 

είναι: β1) απολύτως καθαρός, β2) όταν έχει προσµίξεις αρσενικού (As: της στήλης V του 

περιοδικού συστήµατος), σε αναλογία ατόµων 1/10
9
, β3) όταν έχει προσµίξεις βορίου (B: της 

στήλης III του περιοδικού συστήµατος), στην ίδια αναλογία ατόµων 1/10
9
, ως προς το πυρίτιο. 

γ) Η προσθήκη προσµίξεων αυξάνει πάντοτε την αγωγιµότητα ενός ηµιαγωγού, ή όχι, και γιατί; 

[Σε όλους τους υπολογισµούς να θεωρηθεί ότι οι προσµίξεις έχουν υποστεί ολικό ιονισµό] 

 

9. α) Υποθέστε ότι οι ενεργές µάζες πυκνότητας καταστάσεων ηλεκτρονίων και οπών του 

πυριτίου (Si) και του γερµανίου (Ge) είναι της ίδιας τάξης µεγέθους, τα ενεργεικά τους χάσµατα 

είναι 1.17eV και 0.66eV, αντίστοιχα, και η ενδογενής συγκέντρωση φορέων του πυριτίου, σε 

θερµοκρασία δωµατίου είναι ni=1.5x10
10

cm
-3

.  Εξηγείστε γιατί προσµείξεις Sb, σε 

συγκέντρωση 10
12

 cm
-3

, καθιστούν, σε θερµοκρασία 300Κ, ηµιαγωγό τύπου n το πυρίτιο αλλά 

όχι το γερµάνιο. β) Υποθέστε ότι έχετε επαφή p-n πυριτίου µε συγκεντρώσεις ολικά ιονισµένων 

προσµείξεων ΝΑ και ND, αντίστοιχα σε κάθε πλευρά. Εκφράστε την τάση επαφής συναρτήσει, 

του ενεργειακού χάσµατος Εg, των συγκεντρώσεων NA και ND,  των ενεργών µαζών mn
*
 και 

mp
*
, των παγκοσµίων σταθερών e (φορτίο ηλεκτρονίου), k(σταθερά του Bolzmann) και h 

(σταθερά του Planck), και της θερµοκρασίας Τ.  

 

10. Ο λεγόµενος νόµος δράσης των µαζών, np=ni
2
=NVNCexp(-Eg/kT), ισχύει ανεξάρτητα από 

την προέλευση (ενδογενή ή εξωγενή) των ηλεκτρονίων και των οπών, µε συγκεντρώσεις n και 

p, αντίστοιχα. α) Να υπολογίσετε τις ενδογενείς συγκεντρώσεις ηλεκτρονίων και οπών στο 

οµογενές πυρίτιο, σε θερµοκρασία 600Κ, οπότε το ενεργειακό του χάσµα έχει µειωθεί στο 1eV. 

β) Να υπολογίσετε τις συγκεντρώσεις φορέων, για πυρίτιο µε οµογενείς προσµείξεις δοτών και 

αποδεκτών, σχεδόν ολικά ιονισµένων, (ΝD≈ND
+
, και ΝΑ≈NΑ

+
, αντίστοιχα) όπου ΝD-

NA=∆n=(5×10
16

 -1×10
16

) cm
-3

. γ) Να υπολογίσετε την τιµή της στάθµης Fermi, σε θερµοκρασία 

600Κ, ως προς το µέγιστο της ζώνης σθένους, για τις περιπτώσεις (α) και (β), αντίστοιχα. 

∆ίδονται, για το πυρίτιο σε θερµοκρασία δωµατίου (kT≈26meV): 

Ενεργειακό χάσµα= 1.1 eV, Ενεργές πυκνότητες κβαντικών ενεργειακών καταστάσεων: (Ζώνη 

Σθένους)= 1.×10
19

 cm
-3

, (Ζώνη Αγωγιµότητας)=2.4×10
19

cm
-3

, 

 

 


