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J E M A T A

J1. 'Estw S èna mh kenì uposÔnolo enìc �peirhc di�stashc migadikoÔ q¸rou Hilbert H.
(i) D¸ste ton orismì tou orjogwnÐou sumplhr¸matoc S⊥ tou S kai deÐxte ìti isqÔei S ⊆ S⊥⊥.
(ii) Na deiqjeÐ ìti an to S eÐnai puknì ston H tìte isqÔei S⊥ = {0}.
(iii) DeÐxte ìti to S⊥⊥ eÐnai o mikrìteroc kleistìc upìqwroc tou H pou perièqei to S kai sumper�nate ìti
an M eÐnai ènac upìqwroc tou H tìte isqÔei: M⊥ = {0} ⇔ M = H.

J2. 'Estw X, Y q¸roi me nìrma kai T : X → Y mÐa grammik  apeikìnish.
(i) Pìte lème ìti h T eÐnai fragmènoc telest c? D¸ste èna par�deigma fragmènou telest .
(ii) Na deÐxete ìti o T eÐnai fragmènoc telest c an kai mìno an up�rqei 0 < M < ∞ tètoioc ¸ste ‖Tx‖ ≤
M ‖x‖, gia k�je x ∈ X kai na sumper�nete ìti o fragmènoc telest c apeikonÐzei fragmèna uposÔnola tou
X se fragmèna uposÔnola tou Y .
(iii) Na deÐxete ìti h apeikìnish Mf : L2[a, b] → L2[a, b], (Mfϕ)(x) = f(x)ϕ(x) eÐnai fragmènoc telest c.

J3. Ston q¸ro L2(0,+∞) orÐzoume thn apeikìnish Tf(x) = f(x + 1), x > 0. DeÐxte ìti:
(i) Tnf(x) = f(x + n) gia k�je n ≥ 1.
(ii) lim

n→∞
‖Tnf‖ = 0 gia k�je f ∈ L2(0, +∞).

(iii) ‖Tn‖ = 1 gia k�je n ≥ 1.

J4. 'Estw H, K q¸roi Hilbert kai mia apeikìnish ϕ : H ×K → C.
(i) Na orÐsete pìte h ϕ lègetai hmiantidigrammik  (sesquilinear) morf . Na anafèrete th sqèsh pou up�rqei
metaxÔ twn morf¸n aut¸n kai twn fragmènwn telest¸n.
(ii) An A ∈ B(H,K) na deÐxete ìti up�rqei monadikìc telest c A∗ : K → H, A∗ ∈ .B(K, H) me 〈Ax, y〉 =
〈x,A∗y〉 gia k�je x ∈ H, y ∈ K kai ‖A∗‖ = ‖A‖.
(iii) 'Estw H = L2(0, 1) kai U ∈ B(H) tètoioc ¸ste Uf(x) =

√
2xf(x2), x ∈ (0, 1). Na brejeÐ o suzug c

U∗ kai na deiqjeÐ ìti eÐnai UU∗ = U∗U = I.

J5. 'Estw H ènac �peirhc di�stashc diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H).
(i) Na d¸sete ton orismì tou sumpagoÔc telest  kai na deÐxete ìti o A eÐnai sumpag c telest c an kai mìno
an gia k�je fragmènh akoloujÐa (xn) tou H h akoloujÐa (Axn) èqei mia sugklÐnousa upakoloujÐa.
(ii) Ti gnwrÐzete gia to f�sma twn autosuzug¸n sumpag¸n telest¸n? (anafèrate ìsec idiìthtec gnwrÐze-
te). Up�rqei autosuzug c sumpag c telest c pou na mhn mh mhdenikèc idiotimèc? An nai poioc eÐnai autìc?
AitiologeÐste.
(iii) DeÐxte ìti an T ∈ B(H) eÐnai autosuzug c sumpag c telest c, tètoioc ¸ste Tn = 0 gia k�poio n ∈ N,
tìte T = 0.

J6. 'Estw H ènac �peirhc di�stashc diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert kai èstw (Ni) mia akoloujÐa apì an� dÔo
k�jetouc upoq¸rouc tou H kai Pi h antÐstoiqh orj  probol  epÐ tou Ni.
(i) Na deÐxete ìti gia k�je x ∈ H h seir�

∑∞
i=1 Pix sugklÐnei se èna x′ ∈ H, tètoio ¸ste (x − x′)⊥Ni gia

k�je i = 1, 2, ... Epiplèon deÐxte ìti an [Ni : i ∈ N] = H tìte k�je x ∈ H gr�fetai wc x =
∑∞

i=1 Pix kai �ra
H =

∞⊕
i=1

Ni.

(ii) Na diatup¸sete to fasmatikì je¸rhma gia ènan autosuzug  sumpag  telest  A ∈ B(H).

Ta jèmata eÐnai isodÔnama. Gia to �rista apaitoÔntai tèssera oloklhrwmèna
jèmata. Di�rkeia exètashc 3 ¸rec.
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