
S.E.M.F.E 8o Ex�m. 1h exètash - IoÔnioc 2005
JewrÐa Telest¸n

Onomatep¸numo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

J E M A T A

J1. 'Estw S èna mh kenì uposÔnolo enìc �peirhc di�stashc migadikoÔ q¸rou Hilbert H.
(i) D¸ste ton orismì tou orjogwnÐou sumplhr¸matoc S⊥ tou S.
(ii) Na deiqjeÐ ìti an to S eÐnai puknì ston H tìte isqÔei S⊥ = {0}.
(iii) 'Estw M, N kleistoÐ upìqwroi tou H, me M ⊂ N , M 6= N . Na deÐxete ìti up�rqei z ∈ N , z 6= 0 tètoio
¸ste z ⊥ M .
(iv) An PM eÐnai h orj  probol  tou H epÐ tou M , m ∈ M kai x ∈ H na deiqjeÐ ìti m ⊥ PMx an kai mìno
an m ⊥ x.

J2. 'Estw X, Y q¸roi me nìrma kai T : X → Y mÐa grammik  apeikìnish.
(i) D¸ste ton orismì thc ènnoiac {T fragmènoc telest c}.
(ii) Na deÐxete ìti o T eÐnai fragmènoc telest c an kai mìno an up�rqei c > 0 tètoioc ¸ste ‖Tx‖ ≤ c ‖x‖,
gia k�je x ∈ X.
(iii) 'Estw o telest c T : `2 → `2, T{x1, x2, x3, ...} = {0, 4x1, x2, 4x3, x4, ...}. Na breÐte ton T 2 kai na
upologÐsete tic nìrmec ‖T‖, ‖T 2‖.
(iv) An (cn) eÐnai mia akoloujÐa stoiqeÐwn tou `∞ na deÐxete ìti h grammik  apeikìnish T : `2 → `2,
T{xn} = {cnxn} eÐnai kal� orismènh kai eÐnai fragmènoc telest c.

J3. 'Estw H ènac q¸roc Hilbert, M, N kleistoÐ upìqwroi tou H kai PN , PM oi antÐstoiqec orjèc probolèc.
(i) Na deÐxete ìti to ginìmeno PNPM eÐnai orj  probol  an kai mìno an PNPM = PMPN . Sthn perÐptwsh
aut  na deÐxete ìti eÐnai (PMPN )(H) = M ∩N . EpÐshc M⊥N ⇔ PMPN = 0.

(ii) 'Estw o q¸roc L2[a, b], ∆ ⊆ [a, b] èna upodi�sthma tou [a, b] kai h apeikìnish P∆f = g, ìpou

g(t) =
{

f(t), t ∈ ∆
0, t 6∈ ∆ .

Na deiqjeÐ ìti h P∆ eÐnai orjog¸nia probol  me sÔnolo tim¸n to R(P∆) = {f ∈ L2[a, b] : f(t) = 0, ∀t 6∈ ∆}.
Poiìc eÐnai o pur nac thc P∆?

J4. 'Estw H ènac q¸roc Hilbert kai A,B ∈ B(H). DeÐxte ìti:
(i) O A∗A eÐna jetikìc telest c.
(ii) ker (A) = ker (A∗A).
(iii) ImA∗ = ImA∗A.
(iv) (AB)∗ = B∗A∗.
(v) An oi A, B eÐnai autosuzugeÐc, tìte o AB eÐnai autosuzug c an kai mìno an AB = BA.

J5. 'Estw H ènac �peirhc di�stashc diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert.
(i) Na deÐxete ìti to sÔnolo K(H) twn sumpag¸n telest¸n tou H eÐnai èna dÐpleuro ide¸dec thc algebrac
B(H) twn fragmènwn telest¸n epÐ tou H.
(ii) Na deÐxete ìti k�je antistrèyimoc telest c tou B(H) den eÐnai sumpag c, diatup¸nontac ta sqetik�
apotelèsmata pou ja qrhsimopoi sete.

J6. (i) Na diatup¸sete to fasmatikì je¸rhma gia ènan autosuzug  sumpag  telest  A ∈ B(H) kai na
apodeÐxete ìti an (λn) eÐnai h akoloujÐa twn mh mhdenik¸n idiotim¸n tou A tìte h antÐstoiqh orjokanonik 
akoloujÐa (xn) twn idiodianusm�twn tou eÐnai mia orjokanonik  b�sh tou (ker A)⊥ = ImA.
(ii) An A ∈ K(H) eÐnai ènac autosuzug c sumpag c telest c, B ∈ B(H) eÐnai ènac fragmènoc telest c kai
Pi h orj  probol  tou H epÐ tou idiìqwrou Ni tou A, na deÐxete ìti AB = BA an kai mìno an BPi = PiB
gia k�je i ≥ 1.

Ta jèmata eÐnai isodÔnama. Gia to �rista apaitoÔntai tèssera oloklhrwmèna
jèmata. Di�rkeia exètashc 3 ¸rec.
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