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J E M A T A

J1. 'Estw S = {ei : i ∈ I} èna mh kenì uposÔnolo enìc �peirhc di�stashc migadikoÔ q¸rou Hilbert H.
(i) D¸ste touc orismoÔc: 1. S orjokanonikì. 2. S orjokanonik  b�sh tou H. DeÐxte ìti to S eÐnai
orjokanonik  b�sh tou H an kai mìno an to S eÐnai orjokanonikì kai isqÔei [ei : i ∈ I] = H.
(ii) 'Estw {fi : i = 1, 2, ..., n} èna (peperasmèno) orjokanonikì uposÔnolo tou H kai h ∈ H. Na deiqjeÐ ìti
eÐnai

n∑

i=1

|〈h, fi〉|2 ≤ ‖h‖2.

(iii) DeÐxte ìti an x, y ∈ H tìte eÐnai: 〈x, y〉 = 0 ⇔ ‖x + λy‖ = ‖x− λy‖ ∀ λ ∈ C.

J2. 'Estw H ènac q¸roc Hilbert, {e1, e2, ...} mia orjokanonik  b�sh tou kai (λn) mia fragmènh akoloujÐa
migadik¸n arijm¸n. OrÐzoume thn apeikìnish

T : H → H, Tx =
∞∑

i=1

λi〈x, ei〉ei

gia k�je x ∈ H. Na deÐxete ìti h T eÐnai ènac fragmènoc telest c kai na upologÐsete thn nìrma tou. Na
exet�sete an o T èqei idiotimèc.

J3. 'Estw A,B ∈ B(H). DeÐxte ìti gia touc suzugeÐc A∗, B∗ isqÔoun oi idiìthtec:
a) (i) (λA)∗ = λA∗ ∀λ ∈ C (ii) (AB)∗ = B∗A∗ (iii) ‖A∗A‖ = ‖A‖2.
b) Pìte ènac telest c A ∈ B(H) lègetai jetikìc? Gia èna jetikì telest  A deÐxte ìti isqÔei:

|〈Ax, y〉|2 ≤ 〈Ax, x〉 〈Ay, y〉.

J4. 'Estw X ènac q¸roc Banach kai T ∈ B(X). Pìte lème ìti o T eÐnai k�tw fragmènoc? Na deÐxete ìti
ènac telest c T ∈ B(X) eÐnai antistrèyimoc an kai mìno an eÐnai k�tw fragmènoc kai èqei puknì sÔnolo tim¸n
(R(T ) = X).

J5. 'Estw H ènac q¸roc Hilbert kai P ∈ B(H) ènac fragmènoc telest c.
(i) Pìte o P lègetai tautodÔnamoc telest c? Na deÐxete ìti o P eÐnai tautodÔnamoc an kai mìno an o I − P
eÐnai tautodÔnamoc.

(ii) 'Estw P ∈ B(H) ènac tautodÔnamoc telest c. DeÐxte ìti o P eÐnai orjog¸nia probol  an kai mìno an
eÐnai autosuzug c (P = P ∗).

J6. 'Estw H ènac �peirhc di�stashc diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert kai T ∈ B(H).
(i) Pìte o T lègetai telest c (peperasmènhc) t�xhc n? An eÐnai gnwstì ìti k�je telest c T t�xhc n gr�fetai
wc T =

∑n
i=1 ei⊗fi, ìpou ta dianÔsmata {ei} eÐnai gramik¸c anex�rthta kai ta {fi} orjokanonik�, na deÐxete

ìti o suzug c tou T eÐnai o T ∗ =
∑n

i=1 fi ⊗ ei.
(ii) Na d¸sete ton orismì tou sumpagoÔc telest . Na deÐxete ìti o A ∈ B(H) eÐnai sumpag c an kai mìno an
up�rqei akoloujÐa telest¸n peperasmènhc t�xhc h opoÐa sugklÐnei, wc proc thn topologÐa thc nìrmac, ston
A.

Ta jèmata eÐnai isodÔnama. Gia to �rista apaitoÔntai tèssera oloklhrwmèna
jèmata.
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