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J E M A T A

J1. a)'Estw M ènac kleistìc upìqwroc enìc �peirhc di�stashc migadikoÔ q¸rou Hilbert H. Na deÐxete ìti:
(i) H = M ⊕M⊥.
(ii) M = M⊥⊥.
b)DeÐxte ìti to orjog¸nio sumpl rwma tou upìqwrou tou `2, pou par�getai apì to di�nusma x0 = (1,− 1

3 , 1
9 ,− 1

27 ...),
eÐnai o upìqwroc [x1,x2, ...], ìpou xi = ( 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

i−1 forèc

, 1, 3, 0, ...). Katìpin na ekfr�sete to tuqìn di�nusma x ∈ `2

wc �jroisma x = x1 + x2, ìpou x1 ∈ [x0] kai x2 ∈ [x1,x2, ...].

J2. 'Estw o q¸roc `2 me th sunhjismènh b�sh (en), h akoloujÐa a = (an) migadik¸n arijm¸n kai h apeikìnish
Ta : `2 → `2 me Ta(x) = (a1x1, a2x2, ...). Na deiqjeÐ ìti o Ta eÐnai fragmènoc telest c an kai mìno an h
akoloujÐa (an) eÐnai fragmènh. Na deiqjeÐ oti isqÔei ‖Ta‖ = sup

n
|an| kai Taen = anen.

J3. 'Estw H, K q¸roi Hilbert kai mia apeikìnish

ϕ : H ×K → C.

Na orÐsete pìte h ϕ ja lègetai hmianti-digrammik  morf  (sesquilinear).
'Estw H, K q¸roi Hilbert. Na deÐxete ìti:

(i) An A ∈ B(H,K) tìte h apeikìnish ϕA(x,y) = 〈Ax,y〉 eÐnai mia fragmènh hmianti-digrammik  morf .

(ii) K�je fragmènh hmianti-digrammik  morf  prokÔptei m' autìn ton trìpo.

J4. (i) Na orÐsete thn ènnoia tou Hilbert-suzug  A∗ enìc fragmènou telest  A ∈ B(H,K) kai na deÐxete
ìti isqÔei ‖A∗‖ = ‖A‖.
(ii) 'Estw o q¸roc L2[a, b] kai mia sun�rthsh f ∈ C[a, b]. OrÐzoume thn apeikìnish:

Mf : L2[a, b] → L2[a, b], (Mfϕ)(x) = f(x)ϕ(x).

Na deÐxete ìti h Mf eÐnai fragmènoc telest c kai na breÐte ton suzug  tou.

J5. 'Estw X ènac q¸roc me nìrma kai P ∈ B(X) ènac fragmènoc telest c.
(i) Pìte o telest c P lègetai tautodÔnamoc? Na deÐxete ìti an o P ∈ B(X) eÐnai ènac tautodÔnamoc telest c,
tìte oi upìqwroi R(P ) (sÔnolo tim¸n) kai ker(P ) (pur nac) eÐnai kleistoÐ kai sumplhrwmatikoÐ.
(ii) 'Estw H ènac q¸roc Hilbert kai M ènac kleistìc upìqwrìc tou. Na d¸sete ton orismì thc orj c
probol c PM tou H epÐ tou M . Na deÐxete ìti h orj  probol  PM eÐnai suneq c (fragmènoc telest c) me
‖PM‖ = 1.

J6. (i) 'Estw T ∈ B(H,K). Pìte o telest c T lègetai t�xhc n? Na deÐxete ìti an T ∈ B(H,K) eÐnai
ènac telest c t�xhc n, tìte up�rqoun grammik¸c anex�rthta dianÔsmata {e1, e2, ..., en} tou H, {f1, f2, ..., fn}
tou K, tètoia ¸ste: Tx =

∑n
i=1〈x, ei〉fi, gia k�je x ∈ H. ('Ena apì ta dÔo sÔnola dianusm�twn mporeÐ na

epilegeÐ orjokanonikì)
(ii) Na d¸sete ton orismì tou sumpagoÔc telest . 'Estw o telest c W = SD, ìpou S,D oi telestèc ston
`2, me
S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...) kai D(x1, x2, ...) = (x1, 1/2x2, 1/3x3, ...). DeÐxte ìti o W eÐnai sumpag c kai den
èqei idiotimèc, en¸ o suzug c tou W ∗ èqei idiotimèc.

Ta jèmata eÐnai isodÔnama. Gia to �rista apaitoÔntai tèssera oloklhrwmèna
jèmata. Di�rkeia exètashc 3 ¸rec.
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