
Akèraioi kai RhtoÐ
'Eqontac oloklhr¸sei thn jemelÐwsh twn fusik¸n arijm¸n, akoloujoÔn ta dÔo epì-

mena b mata pou eÐnai oi akèraioi kai oi rhtoÐ. To pèrasma apì touc fusikoÔc stouc ake-
raÐouc kai en suneqeÐa stouc rhtoÔc eÐnai fusiologikì. Ja parajèsoume dÔo enallaktikoÔc
orismoÔc gia ta dÔo sust mata. Sto pr¸to mèroc oi orismoÐ eÐnai pio anamenìmenoi. En
toÔtoic up�rqoun k�poiec as�feiec, eidikìtera ston orismì twn rht¸n. Sto deÔtero mèroc
oi orismoÐ sthrÐzontai sthn ènnoia thc sqèshc isodunamÐac kai apì �poyh majhmatik c
austhrìthtac eÐnai saf¸c pio akribeÐc. En toÔtoic h kat� arq n epaf  me autoÔc mporeÐ
na dhmiourg sei aploðkèc antirr seic kai amfibolÐec.

1. To sÔnolo Z twn AkeraÐwn

Gia na orÐzoume to sÔnolo Z ja eis�goume èna nèo sÔnolo to −N pou orÐzetai wc
ex c

−N = {−n : n ∈ N}
Prèpei na parathr soume ìti to −N apoteleÐtai apì k�poia nèa sÔmbola pou orÐzontai
me qr sh twn sumbìlwn twn fusik¸n arijm¸n. To sÔnolo

Z = −N∪{0} ∪ N
ìpou ”0” eÐnai epÐshc èna nèo sÔmbolo. ParathroÔme katarq�c ìti to N eÐnai uposÔnolo
tou Z kai sto epìmeno b ma ja epekteÐnoume tic pr�xeic kai th di�taxh tou N sto Z,
orÐzontac thn prìsjesh ”+”, ton pollaplasiasmì ” · ” kai th di�taxh ” < ”. H epèktash
twn pr�xewn gÐnetai me th bo jeia twn pr�xewn pou èqoume  dh sto N kai to Ðdio isqÔei
gia th di�taxh. Stouc akìloujouc orismoÔc ja qrhsimopoi soume ta sÔmbola +N , ·N , <N

gia tic pr�xeic kai th di�taxh sto N ¸ste na mhn dhmiourghjeÐ sÔgqush me tic antÐstoiqec
tou Z.

PROSJESH
(i) Gia k�je m ∈ Z, m + 0 = m.
(ii) Gia k�je m,n ∈ N, n + m = n +N m.
(iii) Gia k�je −m,−n ∈ −N, (−n) + (−m) = −(n +N m)
(iv) Gia k�je m ∈ N kai −n ∈ −N ja orÐzoume to m + (−n) diakrÐnontac tic

akìloujec peript¸seic:
a) An n = m, tìte m + (−n) = 0.
b) An m >N n, tìte apì tic idiìthtec thc di�taxhc twn fusik¸n arijm¸n

up�rqei monadikì k ∈ N tètoio ¸ste m = n+N k kai orÐzoume m+(−n) = k.
g) An m <N n, tìte up�rqei monadikì k ∈ N tètoio ¸ste n = m +N k kai

orÐzoume m + (−n) = −k.
POLLAPLASIASMOS
(i) Gia k�je m ∈ Z, m · 1 = m.
(ii) Gia k�je m ∈ Z, m · 0 = 0.
(iii) Gia k�je m,n ∈ N, m · n = m ·N n.
(iv) Gia k�je −m,−n ∈ −N, (−m) · (−n) = m ·N n.
(v) Gia k�je m ∈ N kai −n ∈ −N, m · (−n) = −(m ·N n).
DIATAXH
(i) Gia k�je m,n ∈ N, n < m an kai mìnon an n <N m.
(ii) Gia k�je −m,−n ∈ −N, (−m) < (−n) an kai mìnon an n <N m.
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(iii) Gia k�je m ∈ N kai −n ∈ −N, −n < m.
(iv) −1 < 0 < 1.

Apì touc orismoÔc twn pr�xewn kai thc di�taxhc eÐnai eÔkolh h diapÐstwsh twn akìloujwn
idiot twn.
IDIOTHTES PROSJESHS

1 To stoiqeÐo 0 apoteleÐ to oudètero stoiqeÐo thc prìsjeshc sto Z, dhlad  gia
k�je m ∈ Z, m + 0 = 0 + m = m.

2 Gia k�je m ∈ Z up�rqei o antÐjetìc tou −m ¸ste m + (−m) = 0. (Pr�gmati
an m ∈ N, tìte o −m èqei orisjeÐ. An m ∈ −N me m = −n, tìte −m = n.)

3 Gia k�je m,n ∈ Z, n + m = m + n (antimetajetik ).
4 Gia k�je m,n, k ∈ Z, n + (n + k) = (n + m) + k (prosetairistik ).

IDIOTHTES POLLAPLASIASMOU
1 To stoiqeÐo 1 apoteleÐ to oudètero stoiqeÐo tou pollaplasiasmoÔ sto Z, dhlad 

gia k�je m ∈ Z, m · 1 = 1 ·m = m.
2 Gia k�je m,n ∈ Z, n ·m = m · n (antimetajetik ).
3 Gia k�je m,n, k ∈ Z, n · (n · k) = (n ·m) · k (prosetairistik ).

EPIMERISTIKH IDIOTHTA
Gia k�je m,n, k ∈ Z, k · (n + m) = k ·m + k ·m (epimeristik ).

IDIOTHTES DIATAXHS
1 H di�taxh ” < ” sto Z eÐnai olik  di�taxh.
1 Gia k�je m,n ∈ Z, n < m an kai mìno an up�rqei k ∈ N tètoio ¸ste m = n+k.
2 Gia k�je m,n, k ∈ Z, n < m an kai mìno an n + k < m + k.
3 Gia k�je m,n ∈ Z kai k ∈ N, n < m an kai mìno an n · k < m · k.
4 Gia k�je m,n ∈ Z kai k ∈ −N, n < m an kai mìno an n · k > m · k.

Orismìs 0.1. 'Estw (X,≤) èna merik� diatetagmèno sÔnolo kai A ⊆ X. 'Ena y ∈ X

kaleÐtai �nw fr�gma (antÐstoiqa k�tw fr�gma) tou A an gia k�je x ∈ A to x ≤ y

(antÐstoiqa x ≥ y). 'Ena y ∈ A kaleÐtai mègisto (antÐstoiqa el�qisto) stoiqeio tou A an
gia k�je x ∈ A to x ≤ y (antÐstoiqa x ≥ y).

Prìtash 0.2. K�je mh kenì �nw fragmèno uposÔnolo tou N èqei mègisto.

Apìdeixh. 'Estw A ⊆ N mh kenì kai �nw fragmèno. 'Estw B to sÔnolo ìlwn twn
�nw fragm�twn tou A. Efìson to A �nw fragmèno èpetai ìti B eÐnai mh kenì kai sunep¸c
lìgw thc kal c di�taxhc tou N to B èqei el�qisto stoiqeÐo n0. Gia na deÐxoume ìti to n0

apoteleÐ mègisto stoiqeÐo gia to A arkeÐ na deÐxoume ìti n0 ∈ A. Upojètoume ìti n0 6∈ A.
Tìte gia k�je n ∈ A, n <N n0. Epìmènwc gia k�je n ∈ A, n ≤N n0 − 1. Tìte ìmwc
n0 − 1 ∈ B pou eÐnai �topo kaj¸c n0 − 1 <N n0 kai n0 to el�qisto stoiqeÐo tou B. ¤

Prìtash 0.3. 'Ena A ⊂ Z èqei el�qisto stoiqeÐo an kai mìno an to −A = {−n : n ∈
A} èqei mègisto kai m�lista isqÔei min(A) = −max(−A).

Apìdeixh. 'Estw n0 to el�qisto stoiqeÐo tou A. Tìte to −n0 ∈ −A. Arkei na
deÐxoume ìti o n0 apoteleÐ �nw fr�gma tou −A. Pr�gmati, gia k�je l = −k ∈ −A to
k ∈ A kai k ≥ n0. Epomènwc to l = −k ≤ −n0. OmoÐwc apodeiknÔetai kai h antÐstrofh
for�. ¤

Je¸rhma 0.4. K�je mh kenì kai �nw fragmèno, (antoÐstiqa k�tw fragmèno) uposÔno-
lo tou Z èqei mègisto (antoÐstiqa el�qisto).
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Apìdeixh. 'Estw A ⊆ Z mh kenì kai �nw fragmèno. An A ∩ N 6= ∅, tìte to A ∩ N
eÐnai èna mh kenì uposÔnolo tou N, �ra apì thn Prìtash 0.5 ja èqei mègisto, to opoÐo ja
eÐnai kai mègisto tou A. An to A∩N = ∅ tìte to A ⊆ −N∪{0}. An to 0 ∈ A tìte apoteleÐ
kai mègisto gia to A. Alli¸c to A ⊆ −N kai epomènwc to −A mh kenì uposÔnolo tou
N. Apì thn kal  di�taxh tou N èpetai ìti to −A èqei el�qisto kai apì Prìtash 0.3 to
A èqei mègisto. ¤

2. To sÔnolo Q twn Rht¸n

Oi rhtoÐ prokÔptoun apì touc akeraÐouc kat� fusiologikì trìpo. Kat� arq�c orÐzoume
to sÔnolo Q twn rht¸n. To Q orÐzetai san èna sÔnolo nèwn sumbìlwn wc ex c:

Q =
{p

q
: p ∈ Z kai q ∈ N

}

To p
q eÐnai èna nèo sÔmbolo kai ìtan ja orÐsoume tic pr�xeic ja anaparist� ton antÐtoiqo

rhtì ìpwc eÐnai anamenìmeno na sumbeÐ. Mia idiaiterìthta tou Q eÐnai h isìthta twn stoi-
qeÐwn tou. Sun jwc ìtan orÐzoume èna sÔnolo pronooÔme ta stoiqeÐa pou sumbolÐzontai
me diaforetik� sÔmbola na eÐnai di�fora metaxÔ touc. Autì de sumbaÐnei sto Q ìpwc
to perigr�foume anwtèrw. 'Etsi up�rqoun stoiqeÐa pou en¸ eÐnai Ðsa metaxÔ touc touc
antistoiqoÔn diaforetik� sÔmbola. Autì bebaÐwc isqÔei kai stouc rhtoÔc ìpwc touc orÐzei
k�poioc stic propanepisthmiakèc spoudèc. (p.q oi rhtoÐ 1

2 kai 2
4 eÐnai Ðsoi.) EpÐshc prèpei

na parathr soume ìti sto Q den èqoume sumperil�bei ìlouc touc p
q me p, q ∈ Z kai q 6= 0.

O lìgoc eÐnai ìti autoÐ pou èqoume sumperil�bei eparkoÔn gia na perigr�youme to sÔnolo
twn rht¸n kai epÐshc mac epitrèpoun na orÐsoume th di�taxh me pio komyì trìpo. Sto Q
h isìthta, h di�taxh kai oi pr�xeic orÐzontai wc ex c:
ISOTHTA

p1

q1
=

p2

q2
⇔ p1q2 = p2q1

DIATAXH
p1

q1
<

p2

q2
⇔ p1q2 < p2q1

PROJESH
p1

q1
+

p2

q2
=

p1q2 + p2q1

q1q2

POLLAPLASIASMOS
p1

q1
· p2

q2
=

p1p2

q1q2

Askhsh 0.1. DeÐxte ìti an r1, r2, r3, r4 ∈ Q ¸ste r1 = r3 kai r2 = r4, tìte
a. r1 + r2 = r3 + r4.
b. r1 · r2 = r3 · r4.
g. r1 < r2 ⇔ r3 < r4.

Oi idiìthtec twn akeraÐwn sunep�gontai tic akìloujec idiìthtec twn pr�xewn kai thc
di�taxhc sto Q.
IDIOTHTES PROSJESHS

(1) Gia k�je r, s ∈ Q, r + s = s + r.
(2) Gia k�je r, s, t ∈ Q, r + (s + t) = (r + s) + t.
(3) Up�rqei èna stoiqeÐo 0 ∈ Q ¸ste gia k�je r ∈ Q, 0+r = r. (To 0 anaparÐstatai

apì opoiod pote 0
q me q ∈ N)

(4) Gia k�je r ∈ Q up�rqei o antÐjetìc tou −r ∈ Q ¸ste r + (−r) = 0.
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IDIOTHTES POLLAPLASIASMOU
(5) Gia k�je r, s ∈ Q, r · s = s · r.
(6) Gia k�je r, s, t ∈ Q, r · (s · t) = (r · s) · t.
(7) Up�rqei èna stoiqeÐo 1 ∈ Q ¸ste gia k�je r ∈ Q, 1 · r = r.
(8) Gia k�je r ∈ Q me r 6= 0 up�rqei o antÐstrofìc tou r−1 ∈ Q ¸ste r · r−1 = 1.

EPIMERISTIKH IDIOTHTA
(9) Gia k�je r, s, t ∈ Q, r · (s + t) = r · s + r · t.

IDIOTHTES DIATAXHS
(10) H di�taxh ” < ” sto Q eÐnai olik . Dhlad  gia k�je r, s ∈ Q, eÐte r = s   r < s

  r > s.
(11) Gia k�je r, s, t ∈ Q, an r < s tìte r + t < s + t.
(12) Gia k�je r, s, t ∈ Q, an r < s kai t > 0 tìte r · t < s · t.
Parathr seis.
(i) Gia r ∈ Q o antÐstrofìc tou r−1 anaparÐstatai wc ex c. An o r = p

q epeid  r 6= 0

èpetai ìti p 6= 0. (O q eÐnai di�foroc tou 0 giatÐ q ∈ N). Tìte o r−1 = sgn(p)·q
|p| ,

ìpou sgn(p) = 1 an p > 0 alli¸c sgn(p) = −1 kai |p| = p an p > 0 alli¸c
|p| = −p.

(ii) To Q san diatetagmèno sÔnolo diafèrei shmantik� apì to N kai to Z. H basik 
diafor� eÐnai ìti an r, s ∈ Q me r < s tìte up�rqei t ∈ Q ¸ste r < t < s.
Gia par�deigma t = r+s

2 ikanopoieÐ thn idiìthta. Akribèstera up�rqoun �peiroi
rhtoÐ metaxÔ aut¸n twn r kai s. Mia �llh diafor� eÐnai ìti ta �nw fragmèna
uposÔnola tou Q den èqoun p�ntote mègisto stoiqeÐo. p.q. to sÔnolo A = {r ∈
Q : r < 0} eÐnai �nw fragmèno all� den èqei mègisto stoiqeÐo. AntÐstoiqa
fainìmena emfanÐzontai gia ta k�tw fragmèna uposÔnola tou Q.

(iii) To sÔnolo Z twn akeraÐwn kai �ra to sÔnolo twn fusik¸n perièqontai sto Q.
To N anaparÐstatai apì to sÔnolo

{
p
q : p

q = p′

1 gia k�poio p′ ∈ N}
kai to Z

apì to sÔnolo
{

p
q : p

q = p′

1 gia k�poio p′ ∈ Z}
. Sto ex c ta stoiqeÐa twn N,Z

kai Q ja ta sumbolÐzoume me p, m, k, . . .

Askhsh 0.2. DeÐxte ìti an r < s rhtoÐ, tìte to sÔnolo {t ∈ Q : r < t < s} eÐnai
�peiro sÔnolo.

Askhsh 0.3. DeÐxte ìti to sÔnolo {r ∈ Q : r < 1} eÐnai �nw fragmèno kai ìti den
èqei mègisto stoiqeÐo.

Prìtash 0.5. IsqÔoun ta akìlouja:
a) To N den eÐnai �nw fragmèno uposÔnolo tou Q.
b) Gia k�je r, t ∈ Q me r > 0 up�rqei k ∈ N ¸ste k · r > t.

Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume to a) arkeÐ na deÐxoume ìti gia k�je rhtì r up�rqei
ènac fusikìc arijmìc n ¸ste r < n. Pr�gmati èstw r = p

q ∈ Q, ìpou p ∈ Z kai q ∈ N.
An p ∈ −N∪{0} tìte p · 1 = p < 1 ≤ q kai apì ton orismì thc di�taxh sto Q èpetai ìti
r < 1. An p ∈ N, tìte p · 1 = p < p + 1 ≤ (p + 1)q. Apì ton orismì thc di�taxhc sto Q
èpetai ìti to r < p + 1.

Ja deÐxoume to b) me eic �topo apagwg . 'Estw, loipìn, ìti up�rqoun r, t ∈ Q me
r > 0 tètoioi ¸ste gia k�je k ∈ N èqoume k · r < t. IsodÔnama apì tic idiìthtec thc
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di�taxhc sto Q èqoume ìti gia k�je k ∈ N isqÔei ìti k < q · r−1, to opoÐo eÐnai �topo
kaj¸c apì to a) èqoume ìti to N den eÐnai �nw fragmèno. ¤

3. EnallaktikoÐ OrismoÐ twn Z kai Q

Sth sunèqeia ja d¸soume dÔo diaforetikoÔc orismoÔc twn akeraÐwn Z kai twn rht¸n
Q oi opoÐoi eÐnai anamfÐbola pio komyoÐ kai apofeÔgoun thn dieurhmènh ènnoia thc isìth-
tac pou  dh suzht same sto Q. O lìgoc pou den touc parousi�same exarq c eÐnai ìti
qrhsimopoioÔn pio proqwrhmènh majhmatik  teqnologÐa kai pijanìn na xenÐzoun ton mh
exoikeiwmèno anagn¸sth. Kai oi dÔo orismoÐ sthrÐzontai stic sqèseic isodunamÐac kai tic
ex� aut¸n orizìmenec kl�seic isodunamÐac. H sqèsh isodunamÐac eÐnai èna ergaleÐo ta-
xinìmhshc me eureÐa qr sh sta majhmatik� kai sunafeÐc epist mec.

3.1. Sqèseic IsodunamÐac.

Orismìs 0.6. 'Estw X m  kenì sÔnolo. Mia sqèsh isodunamÐac sto X eÐnai mia
dimel c sqèsh ” ∼ ” pou ikanopoieÐ tic akìloujec idiìthtec:

(i) Gia k�je x ∈ X, x ∼ x.
(ii) Gia k�je x, y ∈ X, x ∼ y ⇒ y ∼ x.
(iii) Gia k�je x, y, z ∈ X, x ∼ y kai y ∼ z ⇒ x ∼ z.

To plèon �meso par�deigma miac sqèshc isodunamÐac eÐnai h isìthta. H idiìthta (i)
tou orismoÔ sunep�getai ìti h opoiad pote sqèsh isodunamÐac s� èna sÔnolo X epekteÐ-
nei thn isìthta tou X, dhlad  gia k�je sqèsh isodunamÐac to x = x sunep�getai x ∼ x.
To perieqìmeno tou orismoÔ eÐnai ìti epitrèpei na tautÐsoume antikeÐmena ta opoÐa an kai
diaforetik� ikanopoioÔn k�poiec koinèc idiìthtec. Tètoiou eÐdouc tautÐseic eÐnai sun jeic
sthn koinwnÐa, thn epist mh kai alloÔ kai epitrèpoun thn taxinìmhsh kai katanìhsh polÔ-
plokwn susthm�twn. Gia par�deigma h dimel c sqèsh metaxÔ twn anjr¸pwn o a ∼ b an
kai mìno an oi a, b èqoun touc Ðdiouc goneÐc eÐnai mia sqèsh isodunamÐac. Oi tautÐseic pou
up�rqoun metaxÔ isodÔnamwn antikeimènwn perigr�fontai apì tic kl�seic isodunamÐac pou
orÐzontai wc ex c.

Orismìs 0.7. 'Estw X mh kenì sÔnolo efodiasmèno me mia sqèsh isodunamÐac ” ∼ ”
kai x ∈ X. H kl�sh isodunamÐac tou x sumbolÐzetai me [x] kai eÐnai:

[x] = {y ∈ X : x ∼ y}
Prìtash 0.8. 'Estw X mh kenì sÔnolo kai ” ∼ ” sqèsh isodunamÐac sto X. Tìte

gia k�je x, y ∈ X èna apì ta epìmena sumbaÐnei
eÐte [x] = [y]
  [x] ∩ [y] = ∅.
Kat� sunèpeia h oikogèneia uposunìlwn tou X {[x] : x ∈ X} orÐzei mia pl rhc diamèrish
tou X se xèna ana dÔo sÔnola.

Apìdeixh. 'Estw x, y ∈ X. Upojètoume ìti up�rqei z ∈ [x] ∩ [y]. Ja deÐxoume ìti
[x] = [y]. Proc toÔto arkeÐ na deÐxoume ìti gia k�je w ∈ [x] isqÔei ìti w ∈ [y] kai
antÐstrofa. Pr�gmati èstw w ∈ [x]. Tìte x ∼ w kai epeid  z ∈ [x] èqoume omoÐwc ìti
z ∼ x. Apì thn idiìthta (iii) tou orismoÔ thc sqèshc isodunamÐac prokÔptei ìti z ∼ w.
En suneqeÐa qrhsimopoi¸ntac ìti z ∈ [y] sumperaÐnoume ìti w ∼ y kai �ra w ∈ [y].
Qrhsimopoi¸ntac ta Ðdia epiqeir mata deÐqnoume ìti an w ∈ [y] tìte w ∈ [x] kai �ra h
prìtash apodeÐqthke. ¤
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Orismìs 0.9. An X èna mh kenì sÔnolo efodiasmèno me mia sqèsh isodunamÐac ” sin ”,
tìte orÐzoume wc q¸ro phlÐko to sÔnolo X

/ ∼= {[x] : x ∈ X}. EpÐshc an [x] ∈ X
/ ∼

tìte k�je y ∈ [x] kaleÐtai ekprìswpoc thc kl�shc [x].

ParadeÐgma. 'Estw m ∈ N. OrÐzoume sto N thn ” ∼m ” sqèsh isodunamÐac wc ex c.
An k, l ∈ N, k ∼m l an up�rqei v ∈ N∪{0} me 0 ≤ v < m kai p1, p2 ∈ N∪{0} ¸ste
k = p1m + v kai l = p2m + v. EÐnai eÔkolo na doÔme ìti ” ∼m ” eÐnai sqèsh isodunamÐac
sto N. EpÐshc eÔkola elègqoume ìti

N
/ ∼m=

{
[0], [1], . . . , [m− 1]

}

ìpou [1] = {1,m + 1, 2m + 1, 3m + 1, . . .} kai genik� gia k�je j = 1, . . . , m

[j] =
{
j + m · l : l ∈ N∪{0}}

EpÐshc ac parathr soume ìti [1] = [m + 1] = [2m + 1] = . . . kai genikìtera gia k�je
j = 1, . . . , m kai n ∈ [j] èqoume ìti [j] = [n].

4. H sumbatìthta pr�xewn kai di�taxhc me sqèsh isodunamÐac

Orismìs 0.10. 'Estw X mh kenì sÔnolo efodiasmèno me mia sqèsh isodunamÐac ∼ ”.
(i) An ” ∗ ” eÐnai mai pr�xh sto X ja lème ìti oi ” ∗ ” kai ” ∼ ” eÐnai sumbatèc an

isqÔei to akìloujo. Gia k�je x, x′, y, y′ sto X ¸ste x ∼ x′ kai y ∼ y′ isqÔei
x ∗ y ∼ x′ ∗ y′.

(ii) An ” < ” eÐnai mia di�taxh sto X ja lème ìti oi ” < ” kai ” ∼ ” eÐnai sumbatèc
an isqÔei to akìloujo:
Gia k�je x, x′, y, y′ sto X ¸ste x ∼ x′ kai y ∼ y′ isqÔei x < y ⇔ x′ < y′.

Prìtash 0.11. 'Estw X mh kenì sÔnolo efodiasmèno me mia pr�xh ” ∗ ” kai mia
sqèsh isodunamÐac ” ∼ ” pou eÐnai sumbatèc metaxÔ touc. Tìte h ” ∗ ” ep�gei mia pr�xh
” ∗ ” sto q¸ro phlÐko X

/ ∼.

Apìdeixh. OrÐzoume thn pr�xh ∗ ston X wc ex c: [x] ∗ [y] = [x ∗ y]. To mìno pou
prèpei na elènxoume eÐnai ìti h ∗ eÐnai kal� orismènh. Gia na eÐnai kal� orismènh h pr�xh ∗
ston X

/ ∼ prèpei na apodeÐxoume ìti to apotèlesma thc pr�xhc eÐnai anex�rthto apì touc
ekpros¸pouc twn kl�sewn [x], [y] pou qrhsimopoioÔme gia na orÐsoume to apotèlesma thc
pr�xhc. Pr�gmati èstw x′ ∈ [x] kai y′ ∈ [y]. Tìte apì thn sumbatìthta twn ∗ kai ∼
prokÔptei ìti x ∗ y ∼ x′ ∼ y′ kai �ra [x ∗ y] = [x′ ∗ y′]. ¤

'Ena antÐstoiqo apotèlesma isqÔei kai gia thn di�taxh.

Prìtash 0.12. An s' èna mh kenì sÔnolo up�rqoun mia di�taxh < kai mai sqèsh
isodunamÐac ∼ sumbatèc metaxÔ touc, tìte h < ep�gei mia di�taxh sto X

/ ∼.

Apìdeixh. Gia [x], [y] sto X
/ ∼ orÐzoume [x] < [y] an x < y. To ìti h di�taxh eÐnai

kal� orismènh apodeiknÔetai me parìmoio trìpo ìpwc prohgoumènwc. ¤

5. Enallaktikìc orismìc tou Z

'Eqontac orÐsei to N, to Z mporeÐ na prokÔyei apì to N akolouj¸ntac ta epìmena
b mata. Ja jewr soume to sÔnolo N2 = N×N ìpou N×N = {(n,m) : n,m ∈ N}
to sÔnolo twn diatetagmènwn zeugari¸n fusik¸n arijm¸n. Dhlad  to (n,m) apoteleÐ
èna diatetagmèno zeug�ri ìpou (n,m) = (n′, m′) ⇔ n = n′ kai m = m′. Sto N×N
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ja orÐsoume prìsjesh, pollaplasiasmì kai di�taxh. Aut� ja orisjoÔn me qr sh twn
antÐstoiqwn tou N. Epiplèon ja orÐsoume mia sqèsh isodunamÐac h opoÐa ja eÐnai sumbat 
me tic pr�xeic kai th di�taxh. To Z ja eÐnai to N2

/ ∼ me tic epagìmenec pr�xeic kai
di�taxh. Ac doÔme pio prosektik� ta b mata pou perigr�yame.

5.1. OrismoÐ pr�xewn kai di�taxhc sto N2.
PROSJESH:

(m,n) + (k, l) = (m + k, n + l)

POLLLAPLASIASMOS:

(m,n) · (k, l) = (mk + nl, ml + nk)

DIATAXH:
(m, n) < (k, l) ⇔ m + l < n + k

Pijanìn oi parap�nw orismoÐ na faÐnontai perÐergoi kai Ðswc akatanìhtoi. 'Omwc eÐnai
fusiologikoÐ an fantastoÔme ìti o stìqoc mac eÐnai to diatetagmèno zeug�ri (m,n) na
anaparist� ton akèraio m − n. Me aut  thn antistoiqÐa eÐnai eÔkolo na eleqjeÐ ìti oi
pr�xeic kai h di�taxh eÐnai fusiologik� orismènec.

5.2. Orismìc thc sqèshc isodunamÐac sto N2. Sto N2 orÐzoume (m,n) ∼ (k, l)
an m + l = n + k. EÐnai eÔkolo na deÐxoume ìti h ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac sto N2.
Epomènwc orÐzetai o q¸roc phlÐko N2

/ ∼. Sto epìmeno sq ma perigr�fontai oi kl�seic
isodunamÐac sto N2.

0

−1

−2

−3

(1, 1)

(1, 3)

(1, 2)

(1, 4)

(2, 1)

(2, 3)

(2, 2)

(2, 4)

(3, 1)

(3, 3)

(3, 2)

(3, 4)

(4, 1)

(4, 3)

(4, 2)

(4, 4)

(5, 1)

(5, 3)

(5, 2)

(5, 4)

+1 +2 +3 +4

Prìtash 0.13. Oi pr�xeic +, · sto N2 kaj¸c kai h di�taxh < eÐnai sumbatèc me th
sqèsh isodunamÐac.

H apìdeixh ìti h prìsjesh kai h di�taxh eÐnai sumbatèc me thn ∼ eÐnai eÔkolec. Pio
polÔplokh eÐnai h apìdeixh gia ton pollaplasiasmì. H apìdeixh thc prìtashc af netai
ston anagn¸sth.

To sÔnola Z eÐnai o q¸roc phlÐko N2
/ ∼ efodiasmèno me tic pr�xeic kai th di�taxh

pou orÐsame st N2.
Sqìlia: O orismìc pou parajèsame dhmiourgeÐ k�poia eÔloga erwt mata pou axÐzei

na suzht soume.
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(a)Kat� arq�c o orismìc tou sunìlou Z = {[(m,n)] : m,n ∈ N} emfanÐzetai qaotikìc
wc proc th di�taxh twn stoiqeÐwn tou. En toÔtoic ìpwc emfanÐzetai apì to prohgoÔmeno
sq ma, ìpou k�je kl�sh isodunamÐac perigr�fetai apì mia diag¸nia lwrÐda, isqÔei to
akìloujo pou h apìdeix  tou af netai ston anagn¸sth.

L mma 0.14. Gia k�je m,n ∈ N, èna apì ta trÐa epìmena isqÔei:
(i) (m, n) ∼ (1, 1).
(ii) Up�rqei k ∈ N ¸ste (m,n) ∼ (k, 1).
(iii) Up�rqei k ∈ N ¸ste (m,n) ∼ (1, k).

Autì epitrèpei na perigr�youme to Z wc ex c:

Z =
{
[(1, k)] : k ∈ N kai k > 1

} ∪ {
[(1, 1)]

} ∪ {
[(k, 1)] : k ∈ N kai k > 1

}

EÐnai safèc ìti to pr¸to sÔnolo antiproswpeÔei to −N, h kl�sh [(1, 1)] eÐnai to 0 en¸
to trÐto sÔnolo eÐnai to N. Me thn prohgoÔmenh anapar�stash o arijmìc 1 antistoiqeÐ
sthn kl�sh [(2, 1)] kai o −1 sthn [(1, 2)].

(b) EpÐshc prèpei na shmei¸soume to ìti k�je akèraioc anaparÐstatai apì mÐa k-
l�sh isodunamÐac kai �ra apì èna uposÔnolo tou N2 den prèpei na xenÐzei. En gènei sta
sÔgqrona majhmatik� ìtan orÐzoume mia majhmatik  dom , dhlad  èna sÔnolo me k�poiec
pr�xeic kai sqèseic, to kurÐarqo eÐnai h sqèsh metax  twn stoiqeÐwn kai den endiafèrei
kajìlou h fÔsh twn stoiqeÐwn. To ìti jewroÔme touc akèraiouc san tic kl�seic [(m, 1)]
  [(1,m)]   [(1, 1)] kai ìqi (m, 1), (1, m), (1, 1) ofeÐletai sto ìti oi pr�xeic ìpwc tic
orÐsame den antistoiqoÔn to �jroisma twn ekpros¸pwn pou èqoume epilèxei se antÐstoiqo
ekprìswpo. Gia par�deigma, gia k�je m > 1, (1,m) + (m, 1) = (m + 1,m + 1) kai ìqi
(1, 1).

6. Enallaktikìc orismìc tou Q

O orismìc tou sunìlou twn rht¸n me qr sh sqèshc isodunamÐac eÐnai parìmoioc me ton
antÐstoiqo twn akeraÐwn. Se aut  thn perÐptwsh o orismìc eÐnai sqedìn o Ðdioc me autìn
pou èqoume  dh parajèsei. H mình diafor� eÐnai h isìthta, pou  dh èqoume anafèrei,
kai ìpwc parathr same parousi�zei thn idiomorfÐa na tautÐzei stoiqeÐa me diaforetikì
sumbolismì. Sthn enallaktik  prosèggish ja eÐnai, autì pou prèpei na eÐnai, mia sqèsh
isodunamÐac. JewroÔme to sÔnolo

Z×N =
{
(p, q) : p ∈ Z kai q ∈ N}

kai orÐzoume thn akìloujh sqèsh isodunamÐac.

(p1, q1) ∼ (p2, q2) ⇔ p1q2 = p2q1

Oi pr�xeic kai h di�taxh sto Z×N orÐzontai akrib¸c me ton Ðdio trìpo pou èqoun  dh
orisjeÐ sto prohgoÔmeno orismì tou Q. H �skhsh deÐqnei ìti up�rqei sumbatìthta metaxÔ
thc sqèshc isodunamÐac kai twn pr�xewn, di�taxhc. To sÔnolo Q eÐnai o q¸roc phlÐko
Z×N/ ∼ efodiasmènoc me tic pr�xeic pou ep�gontai apì ta antÐstoiqa tou Z×N.
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