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’Askhsh 1 - LÔseic

Prìblhma 1 [30 monĹdec] Apantăste sta parakĹtw erwtămata tekmhriÿnontac kĹje forĹ tic
apantăseic sac.

(aþ) [5 monĹdec] Upojèste ìti den epitrèpontai epanalăyeic. Pìsoi tetrayăfioi arijmoÐ eÐnai
dunatìn na sqhmatistoÔn apì ta yhfÐa 1, 2, 3, 5, 7, 8?

(bþ) [5 monĹdec] Pìsoi apì touc arijmoÔc sto tmăma (a’) eÐnai mikrìteroi apì 4000?

(gþ) [5 monĹdec] Pìsoi apì touc arijmoÔc sto tmăma (a’) eÐnai Ĺrtioi?

(dþ) [5 monĹdec] Pìsoi apì touc arijmoÔc sto tmăma (a’) eÐnai perittoÐ?

(eþ) [5 monĹdec] Pìsoi apì touc arijmoÔc sto tmăma (a’) eÐnai pollaplĹsia tou 5?

(˚þ) [5 monĹdec] Pìsoi apì touc arijmoÔc sto tmăma (a’) perièqoun ta yhfÐa 3 kai 5?

LÔsh:

(aþ) Ef’ ìson den èqoume epanalăyeic, èqoume 6 epilogèc gia to prÿto yhfÐo, 5 gia to deÔtero,
4 gia to trÐto kai 3 gia to tètarto. ’Etsi to plăjoc twn arijmÿn eÐnai

P (6, 4) = 6 · 5 · 4 · 3 = 360

(bþ) Oi arijmoÐ pou eÐnai mikrìteroi apì 4000 eÐnai ekeÐnoi pou èqoun prÿto yhfÐo to 1, to 2 ă
to 3. ’Etsi gia to prÿto yhfÐo èqoume 3 epilogèc, enÿ gia to deÔtero, trÐto kai tètarto
antÐstoiqa 5, 4, kai 3 epilogèc. KatĹ sunèpeia to plăjoc twn airjmÿn pou eÐnai mikrìteroi
apì 4000 eÐnai: 3 · 5 · 4 · 3 = 180.

(gþ) Oi arijmoÐ pou eÐnai Ĺrtioi eÐnai ekeÐnoi pou to teleutaÐo touc yhfÐo eÐnai to 2 ă to 8. ’Etsi
gia to teleutaÐo yhfÐo èqoume 2 epilogèc. Gia to prÿto èqoume 5 epilogèc (kajÿc ădh èqoume
epilèxei kĹpoion arijmì gia to teleutaÐo yhfÐo), gia to deÔtero 4 epilogèc kai gia to trÐto 3
epilogèc. ’Ara to plăjoc twn Ĺrtiwn arijmÿn eÐnai: 5 · 4 · 3 · 2 = 120.

(dþ) UpĹrqoun dÔo trìpoi na upologÐsoume plăjoc twn perittÿn arijmÿn. O prÿtoc sunÐstatai
sto na suneidhtopoiăsoume ìti oi perittoÐ eÐnai oi arijmoÐ ekeÐnoi pou den eÐnai Ĺrtioi, kai
katĹ sunèpeia to plăjoc touc eÐnai 360 − 120 = 240.

EnallaktikĹ, parathroÔme ìti oi perittoÐ arijmoÐ mporoÔn na èqoun wc teleutaÐto yhfÐo èna
ek twn 1, 3, 5 kai 7, dhladă 4 epilogèc. Gia to prÿto yhfÐo mac mènoun 5 epilogèc, gia to
deÔtero 4 kai gia to trÐto 3. ’Etsi to plăjoc twn perittÿn arijmÿn eÐnai: 5 · 4 · 3 · 4 = 240.

(eþ) O mìnoc trìpoc na eÐnai kĹpoioc apì touc tetrayăfiouc arijmoÔc pollaplĹsio tou 5 eÐnai
to teleutaÐo tou yhfÐo na eÐnai to 5. Gia ta upìloipa trÐa yhfÐa èqoume antÐstoiqa 5, 4,
kai 3 epilogèc. KatĹ sunèpeia to plăjoc twn arijmÿn pou eÐnai pollaplĹsia tou 5 eÐnai:
5 · 4 · 3· = 60.

(˚þ) Ac jewrăsoume ìti èqoume kajorÐsei tic jèseic twn yhfÐwn 3 kai 5 se kĹpoio tetrayăfio
arijmì. Gia ta upìloipa 2 yhfÐa èqoume 4 kai 3 epilogèc antÐstoiqa, kajÿc ef’ ìson èqoume
epilèxei to 3 kai to 5 mac mènoun 4 epilogèc kai ìtan plèon èqoume epilèxei èna apì ta
upoleipìmena 4 yhfÐa, mac mènoun 3 epilogèc. ’Ara gia kĹje kajorismènh jèsh twn 3 kai 5
èqoume 12 arijmoÔc. ArkeÐ plèon na metrăsoume me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume
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tic jèseic twn 3 kai 5 metaxÔ twn tessĹrwn jèsewn. To plăjoc twn trìpwn autÿn eÐnai
P (4, 2) kajÿc èqoume 4 dunatèc jèseic stic opoÐec jèloume na bĹloume dÔo diaforetikĹ
yhfÐa. Sunepÿc to plăjoc tw arijmÿn pou perièqoun ta yhfÐa 3 kai 5 eÐnai:

P (4, 2) · 12 = 12 · 12 = 144

�

Prìblhma 2 [25 monĹdec] Apantăste sta parakĹtw erwtămata tekmhriÿnontac kĹje forĹ tic
apantăseic sac.

(aþ) [5 monĹdec] ’Estw èna sÔnolo Σ n shmeÐwn sto epÐpedo, tètoia ÿste anĹ trÐa na mhn eÐnai
suneujeiakĹ. Pìsec diaforetikèc eujeÐec orÐzoun ta shmeÐa tou Σ?

(bþ) [10 monĹdec] ’Estw èna sÔnolo Σ n shmeÐwn sto epÐpedo ek twn opoÐwn k ≥ 2 brÐskontai
pĹnw se mÐa eujeÐa `, enÿ ta upìloipa den anăkoun sthn eujeÐa aută (k < n). Ja onomĹsoume
L to uposÔnolo twn shmeÐwn tou Σ pou brÐskontai pĹnw sthn ` kai F to sÔnolo twn upoloÐpwn
n− k shmeÐwn, dhladă, F = Σ \L. An ta shmeÐa sto F eÐnai anĹ trÐa mh suneujeiakĹ, enÿ
kĹje shmeÐo sto L den eÐnai suneujeiakì me opoiadăpote dÔo shmeÐa sto F , na upologÐsete
ton arijmì twn diaforetikÿn eujeiÿn pou orÐzoun ta shmeÐa sto Σ.

(gþ) [10 monĹdec] ’Estw èna sÔnolo Σ n shmeÐwn ston trisdiĹstato qÿro, ek twn opoÐwn
k ≥ 2 brÐskontai pĹnw se mÐa eujeÐa `, enÿ ta upìloipa den anăkoun sthn eujeÐa aută
(k < n). OnomĹzoume L to uposÔnolo tou Σ pou apoteleÐtai apì ta shmeÐa epÐ thc `, kai F
to sÔnolo twn upoloÐpwn shmeÐwn, dhladă F = Σ \ L. JewroÔme ìti ta shmeÐa tou F eÐnai
anĹ trÐa mh suneujeiakĹ, kai anĹ tèssera mh sunepÐpeda. EpÐshc jewroÔme ìti kĹje shmeÐo
tou L den eÐnai suneujeiakì me opoiadăpote dÔo shmeÐa sto F kai ìti den eÐnai sunepÐpedo
me opoiadăpote trÐa shmeÐa sto F . Tèloc, jewroÔme ìti opoiadăpote dÔo shmeÐa tou L den
eÐnai sunepÐpeda me opoiadăpote dÔo shmeÐa tou F . Me bĹsh tic parapĹnw jewrăseic, pìsa
diaforetikĹ epÐpeda orÐzoun ta n shmeÐa tou Σ?

LÔsh:

(aþ) Kajÿc den èqoume triĹdec suneujeiakÿn shmeÐwn, kĹje zeÔgoc shmeÐwn orÐzei akribÿc mÐa
monadikă eujeÐa. Sunepÿc to plăjoc twn eujeiÿn pou zhtĹme eÐnai to plăjoc twn (mh
diatetagmènwn) zeugÿn shmeÐwn, dhladă:

(

n

2

)

=
n(n− 1)

2
.

(bþ) Sthn perÐptwsh aută èqoume triÿn eidÿn eujeÐec. EujeÐec pou orÐzoun shmeÐa tou F , thn
eujeÐa `, kai tèloc tic eujeÐec pou èqoun èna shmeÐa epÐ thc ` kai èna ektìc thc ` (dhladă
orÐzontai apì èna shmeÐo tou L kai èna shmeÐo tou F ). Kajÿc ta shmeÐa tou F den èqoun
suneujeiakèc triĹdec, ta shmeÐa autĹ orÐzoun

(

n−k
2

)

diaforetikèc eujeÐec. Kajÿc kĹje shmeÐo
tou L den eÐnai suneujeiakì me dÔo shmeÐa tou F , kĹje zeÔgoc shmeÐwn ìpou to èna eÐnai
shmeÐo tou F kai to Ĺllo shmeÐo tou L orÐzei mÐa monadikă eujeÐa. To sÔnolo autÿn twn
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eujeiÿn eÐnai to plăjoc tètoiwn zeugÿn, dhladă k(n− k). Sunepÿc to plăjoc twn eujeiÿn
pou yĹqnoume eÐnai:

(

n− k

2

)

+ k(n− k) + 1 =
(n− k)(n− k − 1)

2
+ k(n− k) + 1

=
(n− k)(n− k − 1) + 2k(n− k)

2
+ 1

=
(n− k)(n + k − 1)

2
+ 1

=
n2 − k2 − n + k

2
+ 1

=
n(n− 1)− k(k − 1)

2
+ 1

=

(

n

2

)

−

(

k

2

)

+ 1

Parathrăste ìti gia k = 2, ìtan dhladă h eujeÐa ` èqei mìno dÔo shmeÐa opìte kai eÐmaste
sth genikă perÐptwsh, h parapĹnw parĹstash mac dÐnei akribÿc to plăjoc twn eujeiÿn pou
brÐkame sto prohgoÔmeno erÿthma.

(gþ) Sthn perÐptwsh aută èqoume triÿn eidÿn epÐpeda:

(1) EpÐpeda pou orÐzontai mìno apì shmeÐa tou F .

(2) EpÐpeda pou orÐzontai apì dÔo shmeÐa tou F kai èna shmeÐo tou L.

(3) EpÐpeda pou orÐzontain apì èna shmeÐo tou F kai ta shmeÐa tou L.

Parathrăste ìti se kĹje mÐa apì tic parapĹnw periptÿseic ta epÐpeda pou orÐzontai eÐnai
monadikĹ, kai ìti èna epÐpedo anăkei apokleistikĹ se akribÿc mÐa apì tic parapĹnw kath-
gorÐec. ’Etsi loipìn to plăjoc twn epipèdwn tÔpou (1) eÐnai Ðso me tic dunatèc (adiĹtaktec)
triĹdec twn n− k shmeÐwn, dhladh:

(

n−k
3

)

. Se ìti aforĹ ta epÐpeda tÔpou (2), parathroÔme
ìti gia kĹje zeÔgoc shmeÐwn sto F èqoume k epÐpeda, èna dhladă me kĹje shmeÐo tou L.
Epeidă to plăjoc twn zeugÿn sto F eÐnai

(

n−k
2

)

, katalăgoume ìti to plăjoc twn epipèdwn

tÔpou (2) eÐnai k
(

n−k
2

)

. Tèloc, kĹje èna apì ta shmeÐa sto F mazÐ me thn eujeÐa ` orÐzei èna
monadikì epÐpedo. ’Etsi to plăjoc twn diaforetikÿn epipèdwn pou ftiĹqnoun ta shmeÐa sto
F kai to L eÐnai:
(

n− k

3

)

+ k

(

n− k

2

)

+ n− k =
(n− k)(n− k − 1)(n− k − 2)

6
+ k

(n− k)(n− k − 1)

2
+ n− k

=
(n− k)(n− k − 1)(n + 2k − 2)

6
+ n− k

=
n− k

6
[(n− k − 1)(n + 2k − 2) + 6]

=
n− k

6
[(n− k + 1)(n− k + 2) + 3(k − 2)(n− k − 1)]

=
(n− k + 2)(n− k + 1)(n− k)

6
+

(k − 2)(n− k − 1)

2

To opoÐo mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti eÐnai Ðso me:
(

n

3

)

−

(

k

3

)

+

[

1−

(

k

2

)]

(n− k)

�
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Prìblhma 3 [45 monĹdec] To Pìker eÐnai èna paiqnÐdi pou paÐzetai me ta 52 fÔlla thc trĹpoulac
(dhladă qwrÐc ta Joker). KĹje paÐkthc èqei pènte qartiĹ (to legìmeno {qèri}) kai kerdÐzei analìg-
wc tou pìso {isqurĹ} eÐnai to fÔlla tou.
Oi dunĹmeic twn fÔllwn perigrĹfontai parakĹtw, apì to isqurìtero sto asjenèstero. An me bĹsh
touc parakĹtw orismoÔc kĹpoio qèri antistoiqeÐ se parapĹnw apì mÐa dÔnamh, tìte logÐzetai ìti
anăkei sthn isqurìterh dÔnamh.

Royal flush Kènta apì dèka ston Ĺsso kai ìla ta qartiĹ tou Ðdiou sumbìlou. P.q.

Kènta qrÿma Opoiadăpote kènta me ìla ta pènte qartiĹ tou Ðdiou sumbìlou h opoÐa den eÐnai
kènta ston Ĺsso (dhladă kènta pou den eÐnai Royal flush). P.q.

Karè Opoiadăpote tèssera qartiĹ tou Ðdiou eÐdouc. P.q.

Foul Opoiadăpote trÐa qartiĹ tou Ðdiou eÐdouc mazÐ me opoiadăpote dÔo qartiĹ tou Ðdiou eÐdouc.
Sto parĹdeigma parakĹtw deÐqnoume to {Foul Ĺsswn me rhgĹdec}.

Qrÿma Opoiadăpote pènte qartiĹ tou Ðdiou sumbìlou ta opoÐa den eÐnai suneqìmena. P.q.

Kènta Opoiadăpote pènte suneqìmena qartiĹ me diaforetikĹ sÔmbola. P.q.
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TrÐa ìmoia Opoiadăpote trÐa qartiĹ tou Ðdiou eÐdouc. P.q.

DÔo zeÔgh Opoiadăpote dÔo qartiĹ tou Ðdiou eÐdouc mazÐ me Ĺlla dÔo qartiĹ tou Ðdiou eÐdouc
allĹ diaforetikì apì to eÐdoc tou prÿtou zeugarioÔ. P.q.

’Ena zeÔgoc Opoiadăpote dÔo qartiĹ tou Ðdiou eÐdouc. P.q.

MegĹlo fÔllo Opoiodăpote qèri den èqei kĹpoio apì touc parapĹnw sunduasmoÔc. P.q.

Sto parapĹnw parĹdeigma deÐqnoume to kalÔtero dunatì {MegĹlo fÔllo} pou mporeÐ na èqei
kĹpoioc paÐkthc. UpĹrqoun ìmwc kai Ĺlla exÐsou kalÔtera megĹla fÔlla. Ta perÐ isodunamÐac
qeriÿn exhgoÔntai parakĹtw.

Se ì,ti aforĹ ta fÔlla autĹ kajautĹ, o Ĺssoc (A) eÐnai isqurìteroc ìlwn, metĹ akoloujeÐ o rhgĹc
(K), h ntĹma (Q), o balèc (J), to 10, to 9, to 8, ktl., mèqri to 2. QartiĹ diaforetikoÔ sumbìlou
jewroÔntai isodÔnama. ’Etsi parĹ to gegonìc ìti se kajèna apì ta parakĹtw dÔo qèria èqoume apì
èna zeÔgoc sto răga, to deÔtero qèri eÐnai isqurìtero giatÐ to tètarto fÔllo tou (apì aristerĹ)
eÐnai isqurìtero.
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AntÐjeta ta dÔo qèria pou faÐnontai parakĹtw eÐnai isodÔnama, kai sthn perÐptwsh aută den upĹrqei
nikhtăc.

Apantăste stic parakĹtw erwtăseic exhgÿntac me safăneia to trìpo me ton opoÐo bgĹlate to
apotèlesmĹ sac. JewroÔme ìti h trĹpoula eÐnai kalĹ anakatemmènh kai Ĺra ìlec oi dunatèc diatĹxeic
twn 52 qartiÿn eÐnai isopÐjanec.

(aþ) [7 monĹdec] An trabăxete 5 qartiĹ apì thn plărh trĹpoula, poia h pijanìthta na bgĹlete
foul?

(bþ) [5 monĹdec] An trabăxete 5 qartiĹ apì thn plărh trĹpoula, poia h pijanìthta na bgĹlete
qrÿma?

(gþ) [8 monĹdec] An trabăxete 5 qartiĹ apì thn plărh trĹpoula, poia h pijanìthta na bgĹlete
kènta?

(dþ) [5 monĹdec] An trabăxete 5 qartiĹ apì thn plărh trĹpoula, poia h pijanìthta na bgĹlete
trÐa ìmoia?

(eþ) [20 monĹdec] PaÐzete me kĹpoion antÐpalo. TrabĹte prÿtoc/h eseÐc 5 qartiĹ kai metĹ o
antÐpaloc Ĺlla pènta qartiĹ. An eseÐc èqete to parakĹtw qèri (dhladă qrÿma sta mpastoÔnia
me Ĺsso, rhgĹ, 9, 8 kai 7), poia h pijanìthta o antÐpalìc sac na èqei isqurìtero qèri?

ShmeÐwsh: Oi pijanìthtec tou sac zhteÐtai na upologÐsete erwtămata (a’)-(e’) parapĹnw prèpei
na parousiastoÔn dÔo morfèc: (1) wc rhtoÐ arijmoÐ se klasmatikă morfă (prèpei na eÐnai anĹgwgo
klĹsma), kai (2) wc arijmoÐ kinhtăc upodiastolăc me 6 shmantikĹ yhfÐa.

LÔsh:

(aþ) Gia na bgĹloume foul qreiazìmaste trÐa qartiĹ apì èna eÐdoc kai dÔo qartiĹ apì kĹpoio Ĺllo.
Oi dunatoÐ trìpoi na epilèxoume ta eÐdh qartiÿn eÐnai 13 ·12 kajÿc èqoume dekatreÐc epilogèc
gia to prÿto kai dÿdeka gia to deÔtero. Epeidă ìmwc upĹrqoun tèssera antÐgrafa kĹje
eÐdouc qartioÔ (ta tèssera diaforetikĹ sÔmbola), upĹrqoun

(

4

3

)

= 4 trìpoi na dialèxoume

ta trÐa prÿta qartiĹ kai
(

4

2

)

= 6 trìpoi na dialèxoume ta dÔo teleutaÐa. KatĹ sunèpeia oi

6



EM201 - DiakritĹ MajhmatikĹ 14 NoembrÐou 2005

sunduasmoÐ pènte qartiÿn pou mac dÐnoun foul eÐnai
(

4

3

)

· 13 ·
(

4

2

)

· 12 = 4 · 13 · 6 · 12 = 3744.

’Oloi oi dunatoÐ sunduasmoÐ pènte qartiÿn eÐnai
(

52

5

)

= 2598960, opìte kai katalăgoume ìti
h pijanìthta pfoul na bgĹloume foul trabÿntac pènte qartiĹ apì thn trĹpoula eÐnai:

pfoul =
3744

2598960
=

6

4165
≈ 0.00144058

(bþ) Qrÿma prokÔptei an èqoume pènte qartiĹ tou Ðdiou sumbìlou pou de dÐnoun oÔte Royal flush
oÔte Kènta qrÿma. An jewrăsoume ìti èqoume dialèxei to sÔmbolo, tìte o arijmìc twn
pentĹdwn apì qartiĹ tou sumbìlou autoÔ eÐnai

(

13

5

)

= 13·12·11·10·9
5!

= 154440

120
= 1287. Apì

autèc tic pentĹdec mÐa antistoiqeÐ sto Royal flush tou sumbìlou mac, kai Ĺllec ennèa pentĹdec
se kèntec qrÿma (eÐnai pentĹdec pou èqoun mègisto qartÐ to rhgĹ, th ntĹma, ton balè, to 10,
to 9, to 8, to 7 kai to 6, kajÿc h pentĹda apì to 5 mèqri ton Ĺsso ` sÔnolo ennèa pentĹdec).
’Etsi prèpei na tic afairèsoume apì tic 1287, kai ètsi to sÔnolo twn pentĹdwn pou mac
dÐnoun qrÿma anĹ sÔmbolo eÐnai 1277. Kajÿc èqoume tèssera qrÿmata kai dedomènou ìti oi
dunatoÐ sunduasmoÐ pènte qartiÿn eÐnai

(

52

5

)

= 2598960, prokÔptei ìti h pijanìthta pqrÿma
na bgĹloume qrÿma eÐnai:

pqrÿma = 4
1277

2598960
=

5108

2598960
=

1277

649740
≈ 0.00196540

(gþ) Ac jewrăsoume ìti jèloume na upologÐsoume ìlec tic kèntec me mègisto stoiqeÐo kĹpoio
10. Profanÿc èqoume tèssereic epilogèc gia to 10, tèssereic epilogèc gia to 9, tèssereic
epilogèc gia to 8, tèssereic epilogèc gia to 7, kai tèssereic epilogèc gia to 6. Kajÿc to
trìpoc pou epilèxame ta pènte qartiĹ den apokleÐei na èqoume epilèxei kai ta pènte tou idÐou
sumbìlou (dhladă na èqoume kĹnei kènta qrÿma), prèpei na afairèsoume tic kèntec qrÿmata
pou antistoiqoÔn, kai oi opoÐec eÐnai tèssereic (mÐa gia kĹje sÔmbolo). ’Etsi o sunolikìc
arijmìc twn kentÿn me mègisto stoiqeÐo to 10 eÐnai 4 ·4 ·4 ·4 ·4−4 = 1020. Kajÿc upĹrqoun
dèka diaforetikĹ dunatĹ mègista stoiqeÐa gia na kĹnoume kènta, prokÔptei ìti sunolikìc
arijmìc dunatÿn kentÿn eÐnai 10 · 1020 = 10200. KatĹ sunèpeia h pijanìthta pkènta na
bgĹloume kènta an trabăxoume pènte qartiĹ apì thn trĹpoula eÐnai:

pkènta =
10200
(

52

5

) =
10200

2598960
=

5

1274
≈ 0.00392465

(dþ) Ac upojèsoume ìti èqoume epilèxei to eÐdoc qartioÔ pou emfanÐzetai treic forèc. Tìte gia ta
upìloipa dÔo qartiĹ èqoume 48 · 44/2 epilogèc, kajÿc èqoume sarantaoktÿ epilogèc gia to
èna (ìla ta qartiĹ meÐon ta tèssera pou antistoiqoÔn sto triplì qartÐ) kai sarantatèssereic
epilogèc gia to Ĺllo (ìla ta qartiĹ meÐon ta tèssera pou antistoiqoÔn sto triplì qartÐ kai
meÐon ta tèssera tou eÐdouc tou Ĺllou qartioÔ pou epilèxame). Tèloc, o arijmìc twn triĹdwn
pou mporoÔme na ftiĹxoume me ta eÐdoc tou qartioÔ pou epilèxame eÐnai

(

4

3

)

= 4, kai fusikĹ
èqoume dekatrÐa diaforetikĹ eÐdh qartiÿn. ’Etsi o arijmìc twn pentĹdwn thc trĹpoulac pou
mac dÐnoun trÐan omoÐa eÐnai 13 ·

(

4

3

)

· 48·44
2

= 54912. KatĹ sunèpeia h pijanìthta ptrÐa ìmoia
na bgĹloume trÐa ìmoia an dialèxoume trÐa qartiĹ apì thn trĹpoula eÐnai:

ptrÐa ìmoia =
54912
(

52

5

) =
54912

2598960
=

88

4165
≈ 0.0211285

(eþ) Gia na èqei o antÐpalìc mac kalÔtero qèri prèpei na sumbeÐ èna apì ta parakĹtw endeqìmena

7
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1. Na èqei Royal flush.

2. Na èqei kènta qrÿma.

3. Na èqei karè.

4. Na èqei foul.

5. Na èqei qrÿma, allĹ kalÔtero apì to dikì mac.

Dedomènou ìti èqoume ădh pĹrei pènte qartiĹ apì thn trĹpoula, o antÐpalìc mac èqei mìno
sarantaeptĹ qartiĹ apì ta opoÐa sqhmatÐzei to qèri tou. O arijmìc twn dunatÿn sunduasmÿn
twn qartiÿn tou antipĹlou, ă alliÿc o arijmìc twn dunatÿn qeriÿn tou antipĹlou eÐnai
(

47

5

)

= 47·46·45·44·43
5!

= 1533939. Ac upologÐsoume tÿra thn pijanìthta kajenìc apì ta
parapĹnw endeqìmena.

Kajÿc emeÐc èqoume ènan apì touc tèssereic Ĺssouc, o antÐpaloc mporeÐ na kĹnei Royal
flush mìno me ta spajiĹ, tic koÔpec ta karì. KatĹ sunèpeia mìno treic apì tic 1533939
pentĹdec mporoÔn na dÿsoun Royal flush, kai ètsi h pijanìthta πRoyalflush o antÐpaloc na
èqei Royal flush eÐnai:

πRoyalflush =
3

1533939
=

1

511313
≈ 1.95575 · 10−6

Apì tic trianataèxi dunatèc kèntec qrÿmata pou mporeÐ kĹpoioc na èqei dialègontac pènte
qartiĹ apì thn trĹpoula o antÐpalìc mac èqei th dunatìthta na èqei mìno tic eikosioktÿ.
Autì giatÐ lìgw tou ìti èqoume emeÐc ton Ĺsso, to rhgĹ, to 9, to 7 kai to 8 twn mpastouniÿn,
o antÐpaloc den mporeÐ na èqei kènta qrÿma mpastouniÿn ston rhgĹ, th ntĹma, to balè, to
10, to 9, to 8, to 7 kai to 5. Me Ĺlla lìgia ta qartiĹ mac apokleÐoun ìti mporeÐ na kĹnei
oktÿ apì tic triantaèxi dunatèc kèntec qrÿmata. ’Etsi h pijanìthta πkènta qrÿma na èqei o
antÐpalìc mac kènta qrÿma eÐnai:

πkènta qrÿma =
28

1533939
≈ 1.82537 · 10−5

Dedomènou ìti èqoume ton Ĺsso, to rhgĹ, to 9, to 8 kai to 7 twn mpastouniÿn, o antÐpalìc
mac mporeÐ na kĹnei mìno karè me ntĹmec, balèdec, 10Ĺria, 6Ĺria, 5Ĺria, 4Ĺria, 3Ĺria kai 2Ĺria,
dhladă me oktÿ diaforetikĹ eÐdh qartiÿn. Ta dunatĹ karè, an èqoume epilèxei èna apì ta
oktÿ parapĹnw eÐdh, eÐnai sarantatrÐa, kajÿc tìsa qartiĹ èqoun apomeÐnei sthn trĹpoula
an afairèsoume ta pènte dikĹ mac kai ta tèssera tou karè. ’Etsi o sunolikìc arijmìc twn
dunatÿn karè pou mporeÐ na kĹnei o antÐpaloc eÐnai 43 · 8 = 344, kai Ĺra h pijanìthta πkarè
na èqei o antÐpalìc mac karè eÐnai:

πkarè =
344

1533939
=

8

35673
≈ 0.000224259

Gia na èqei o antÐpalìc mac foul prèpei na èqei trÐa qartiĹ tou Ðdiou eÐdouc kai Ĺlla
dÔo kĹpoiou Ĺllou eÐdouc. DiaqwrÐzoume ta dunatĹ qartiĹ tou antipĹlou stic parakĹtw
periptÿseic:

1. Ta dÔo eÐdh qartiÿn tou antipĹlou eÐnai eÐdh pou den èqoume sto dikì mac qèri. Me
Ĺlla lìgia ta eÐdh twn qartiÿn tou antipĹlou eÐnai ntĹmec ă balèdec ă 10Ĺria ă 6Ĺria
ă 5Ĺria ă 4Ĺria ă 3Ĺria ă 2Ĺria, dhladă oktÿ diaforetikĹ eÐdh qartiÿn. Apì ta oktÿ
autĹ eÐdh jèloume na dialèxoume dÔo. Pio sugkekrimèna èqoume oktÿ epilogèc gia to
èna fÔllo kai eptĹ epilogèc gia to Ĺllo. Kajÿc kai ta tèssera qartiĹ autÿn twn eidÿn

8
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brÐskontai sthn trĹpoula kai ìqi sto qèri mac, o antÐpaloc mporeÐ na sqhmatÐsei triĹda
apì èna eÐdoc me

(

4

3

)

diaforetikoÔc trìpouc kai duĹda apì èna eÐdoc me
(

4

2

)

diaforetikoÔc
trìpouc. Sunepÿc an o antÐpaloc èqei foul me qartiĹ pou den èqoume sto qèri mac, to
plăjoc autÿn twn foul eÐnai: 8 · 7 ·

(

4

3

)

·
(

4

2

)

= 56 · 4 · 6 = 1344.

2. Ta dÔo eÐdh qartiÿn tou antipĹlou eÐnai eÐdh pou èqoume sto qèri mac. Me Ĺlla lìgia
ta eÐdh qartiÿn tou antipĹlou eÐnai Ĺssoi ă rhgĹdec ă 9Ĺria ă 8Ĺria ă 7Ĺria, dhladă
5 diaforetikĹ eÐdh qartiÿn. Apì ta pènte autĹ eÐdh jèloume na dialèxoume dÔo, ìpote
èqoume pènte epilogèc gia to èna kai tèssereic epilogèc gia to deÔtero. Kajÿc emeÐc
èqoume sto qèri mac èna apì ta tèssera dunatĹ fÔlla twn eidÿn me ta opoÐa o antÐ-
paloc kĹnei foul, prokÔptei ìti o antÐpaloc mporeÐ na sqhmatÐsei triĹda me

(

3

3

)

= 1

diaforetikoÔc trìpouc kai duĹda me
(

3

2

)

= 3 diaforetikoÔc trìpouc. Sunepÿc an o an-
tÐpaloc èqei foul me qartiĹ pou èqoume sto qèri mac, to plăjoc autÿn twn foÔl eÐnai:
5 · 4 ·

(

3

3

)

·
(

3

2

)

= 20 · 1 · 3 = 60.

3. To triplì qartÐ tou antipĹlou eÐnai èna apì ta eÐdh pou èqoume sto qèri mac enÿ to diplì
den eÐnai èna apì autĹ. Gia to triplì fÔllo upĹrqoun pènte epilogèc kai kajÿc emeÐc
èqoume to èna apì ta tèssera tou eÐdouc, o antÐpaloc mporeÐ na kĹnei triĹda me 1 mìno
trìpo. Gia to diplì fÔllo èqoume oktÿ epilogèc kai kajÿc kai ta tèssera tou eÐdouc
upĹrqoun sthn trĹpoula, o antÐpaloc mporeÐ na kĹnei duĹda me

(

4

2

)

= 6 diaforetikoÔc
trìpouc. SumperaÐnoume loipìn, ìti sthn perÐptwsh aută to plăjoc twn foul pou mporeÐ
na kĹnei o antÐpaloc eÐnai 5 ·

(

3

3

)

· 8 ·
(

4

2

)

= 5 · 1 · 8 · 6 = 240.

4. To diplì qartÐ tou antipĹlou eÐnai èna apì ta eÐdh pou èqoume sto qèri mac enÿ to
triplì den eÐnai èna apì autĹ. Gia to diplì fÔllo upĹrqoun pènte epilogèc kai kajÿc
emeÐc èqoume to èna apì ta tèssera tou eÐdouc, o antÐpaloc mporeÐ na kĹnei triĹda me
(

3

2

)

= 3 trìpouc. Gia to diplì fÔllo èqoume oktÿ epilogèc kai kajÿc kai ta tèssera

tou eÐdouc upĹrqoun sthn trĹpoula, o antÐpaloc mporeÐ na kĹnei triĹda me
(

4

3

)

= 4
diaforetikoÔc trìpouc. SumperaÐnoume loipìn, ìti sthn perÐptwsh aută to plăjoc twn
foul pou mporeÐ na kĹnei o antÐpaloc eÐnai 5 ·

(

3

2

)

· 8 ·
(

4

3

)

= 5 · 3 · 8 · 4 = 480.

SunoyÐzontac thn parapĹnw anĹlush prokÔptei ìti to plăjoc twn dunatÿn foul tou an-
tipĹlou eÐnai 1344 + 60 + 240 + 480 = 2124, to opoÐo shmaÐnei ìti h pijanìthta o antÐpaloc
na èqei foul eÐnai:

πfoul =
2124

1533939
=

708

511313

Tèloc exetĹzoume thn perÐptwsh o antÐpaloc na èqei qrÿma, allĹ isqurìtero apì to
dikì mac. Epeidă den upĹrqei qrÿma sta mpastoÔnia isqurìtero apì ti dikì mac, o antÐpaloc
prèpei na èqei anagkastikĹ qrÿma sta karĹ, spajiĹ ă koÔpec. Pio sugkekrimèna gia na
sumbeÐ autì prèpei o antÐpalìc mac na èqei Ĺsso, rhgĹ kai anagkastikĹ èna ek twn ntĹma,
balè ă 10 tou antistoÐqou qrÿmatoc (kĹje Ĺllo qrÿma eÐnai isìtimo ă asjenèstero se sqèsh
me to dikì mac). Ta qrÿmata enìc sumbìlou pou èqoun Ĺsso, răga kai ntĹma wc to trÐto
kalÔtero fÔllo eÐnai

(

10

2

)

− 1, kajÿc èqoume
(

10

2

)

epilogèc gia ta upoloipìmena dÔo fÔlla
kai prèpei na afairèsoume to Royal flush pou mporeÐ na prokÔyei an ta Ĺlla dÔo fÔlla
eÐnai balèc kai 10. Ta qrÿmata enìc sumbìlou pou èqoun Ĺsso, răga kai balè wc to trÐto
kalÔtero fÔllo eÐnai

(

9

2

)

, kajÿc ta dÔo teleutaÐa fÔlla eÐnai dÔo ek twn 10, 9, 8, 7, 6, 5,
4, 3 kai 2. Tèloc, ta qrÿmata enìc sumbìlou pou èqoun Ĺsso, răga kai 10 wc to trÐto
kalÔtero fÔllo einai

(

8

2

)

, kajÿc ta dÔo ueleutaÐa fÔlla eÐnai dÔo ek twn 9, 8, 7, 6, 5, 4,
3 kai 2. ’Ara ta dunatĹ qrÿmata enìc sumbìlou pou eÐnai kalÔtera apì ta dikĹ mac eÐnai
(

10

2

)

+
(

9

2

)

+
(

8

2

)

−1 = 45+36+28−1 = 108. Dedomènou ìti o antÐpaloc mporeÐ na èqei qrÿma

9
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se opoiodăpote sÔmbolo ektìc twn mpastouniÿn, prokÔptei ìti h pijanìthta πkalÔtero qrÿma
na èqei o antÐpalìc mac kalÔtero qrÿma eÐnai:

πkalÔtero qrÿma = 3 ·
108

1533939
=

108

511313
≈ 0.000211221

SunoyÐzontac, h pijanìthta πkalÔtero qèri o antÐpalìc mac na èqei kalÔtero qèri eÐnai to
Ĺjroisma twn epÐ mèrouc pijanotătwn pou upologÐsame parapĹnw, dhladă:

πkalÔtero qèri = πRoyal flush + πkènta qrÿma + πkarè + πfoul + πkalÔtero qrÿma

=
1

511313
+

28

1533939
+

8

35673
+

708

511313
+

108

511313

=
941

511313
≈ 0.00184036

�

10



EM201 - DiakritĹ MajhmatikĹ 14 NoembrÐou 2005

Prìblhma 4 [80 monĹdec] KataskeuĹste mia grammatikă domăc glÿssac gia kĹje mÐa apì tic
parakĹtw glÿssec. Tekmhriÿste tic kataskeuèc sac.

(aþ) [10 monĹdec] L1 = {ai
b

j
c

k | i, j, k ≥ 0 kai eÐte i = j ă j = k, allĹ ìqi kai ta dÔo}

(bþ) [20 monĹdec] L2 = {a, b, c}∗ \ {an
b

n
c

n | n ≥ 1}

(gþ) [15 monĹdec] L3 = {w ∈ {a, b}∗ | h w èqei triplĹsia a ap’ ìti b}

(dþ) [15 monĹdec] L4 = {w#x | w, x ∈ {0, 1}∗ kai h lèxh wR eÐnai mia upolèxh† thc x}

(eþ) [20 monĹdec] L5 = {x1#x2# . . . #xk | k ≥ 1,∀i, xi ∈ {a, b}∗, kai gia kĹpoia i kai j, xi = xRj }

LÔsh:

(aþ) H glÿssa L1 mporeÐ na grafeÐ wc h ènwsh twn parakĹtw tessĹrwn glwssÿn:

L1,1 = {ai
b

i
c

j | i > j ≥ 0}

L1,2 = {ai
b

i
c

j | j > i ≥ 0}

L1,3 = {ai
b

j
c

j | i > j ≥ 0}

L1,4 = {ai
b

j
c

j | j > i ≥ 0}

Ja dÿsoume grammatikèc pou parĹgoun kĹje mÐa apì tic parapĹnw glÿssec. Parathrăste
ìti oi parakĹtw grammatikèc eÐnai tÔpou-1 kai ìqi tÔpou-2. MporoÔme mĹlista na apodeÐxoume
ìti den eÐnai dunatìn na paraqjoÔn oi glÿssec autèc me grammatikèc tÔpou-2, allĹ autì eÐnai
ektìc tou antikeimènou tou majămatoc.

Gia th glÿssa L1,1 èqoume loipìn thn parakĹtw glÿssa, thc opoÐac to arqikì sÔmbolo
eÐnai to S1:

S1 → A1, A1 → aA1b, A1 → ab,

S1 → B1T1C1, T1 → B1T1C1, T1 → B1B1c, C1 → c, C1 → ε,

B1 → aD1b, D1ba→ aD1b, D1bb→ bD1b, D1bc→ bE1c, E1 → ε

Oi prÿtec treic paragwgèc thc parapĹnw grammatikăc dhmiourgoÔn ìlec tic lèxeic thc mor-
făc ai

b
i, i ≥ 1, dhladă ìlec thc lèxeic thc glÿssac me mhdèn grĹmmata c. Oi upìloipec

paragwgèc dhmiourgoÔn ìlec thc lèxeic thc glÿssac pou èqoun toulĹqiston èna c. Pio
sugkekrimèna, oi paragwgèc S1 → B1T1C1, T1 → B1T1C1 kai T1 → B1B1c mac dÐnoun
akoloujÐec mh termatikÿn kai termatikÿn sumbìlwn thc morfăc (B1)

i
c(C1)

j , ìpou i = j−2.
Ta C1 mac dÐnoun to polÔ èna grĹmma c to kajèna, opìte prokÔptei telikĹ ìti oi treic
paragwgèc S1 → B1T1C1, T1 → B1T1C1 kai T1 → B1B1c mac dÐnoun akoloujÐec ter-
matikÿn kai mh termatikÿn sumbìlwn thc morfăc (B1)

i
c

j, ìpou i ≥ j − 1. Qrhsimopoiÿntac
thn paragwgă B1 → aD1b mporoÔme na pĹme èna băma parapèra kai na parathrăsoume ìti oi
akoloujÐec pou parĹgoume thc morfăc (aD1b)

i
c

j , ìpou i > j. Ja eÐqame sqedìn teleiÿsei,
allĹ upĹrqei to prìblhma ìti ìla ta a den eÐnai prin apì ìla ta b. Oi treic paragwgèc
D1ba → aD1b, D1bb → bD1b kai D1bc → bE1c eÐnai upeÔjunec gia na apokatastăsoun
autì to prìblhma, kajÿc autì pou kĹnoun eÐnai ìti sprÿqnoun ta D1 proc ta grĹmmata c.
Qrhsimopoiÿntac autèc tic paragwgèc h akoloujÐa (aD1b)

i
c

j metatrèpetai sthn akoloujÐa
a

i
b

i(E1)
i
c

j. Qrhsimopoiÿntac thn paragwgă E1 → ε, h teleutaÐa akoloujÐa mac dÐnei thn

†MÐa lèxh u eÐnai upolèxh miac lèxhc w, an upĹrqoun lèxeic v1 kai v2, tètoiec ÿste h w na mporeÐ na grafeÐ wc
w = v1uv2. Oi v1 kai v2 eÐnai dunatìn na eÐnai h kenă lèxh ε.

11
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akoloujÐa termatikÿn sumbìlwn ai
b

i
c

j, me i > j > 0, dhladă ìlec tic lèxeic thc glÿssac
pou den mac èdwsan oi treic prÿtec paragwgèc.

Me antÐstoiqo trìpo kai logikă kataskeuĹzoume tic grammatikèc gia tic Ĺllec treic
glÿssec. Pio sugkekrimèna h grammatikă gia ti glÿssa L1,2 eÐnai (to arqikì sÔmbolo eÐnai
to S2):

S2 → A2, A2 → cA2, A2 → c,

S2 → B2T2C2, T2 → B2T2C2, T2 → B2cc, C2 → cC2, C2 → c,

B2 → aD2b, D2ba→ aD2b, D2bb→ bD2b, D2bc→ bE2c, E2 → ε

Sthn perÐptwsh thc parapĹnw grammatikèc oi treic prÿtec paragwgèc mac dÐnoun ìlec tic
lèxeic thc morfăc ci, i ≥ 1, dhladă ìlec thc lèxeic thc glÿssac L1,2 pou den perièqoun ta
grĹmmata a kai b. Oi upìloipec paragwgèc dÐnoun ìlec tic lèxeic thc glÿssac pou perièqoun
toulĹqiston èna a kai b. Pio sugkekrimèna oi paragwgèc S2 → B2T2C2, T2 → B2T2C2 kai
T2 → B2cc mac dÐnoun akoloujÐec termatikÿn kai mh termatikÿn sumbìlwn thc morfăc
(B2)

i
c

2(C2)
j , ìpou j ≥ i − 1, kai en suneqeÐa me th boăjeia twn paragwgÿn C2 → cC2

kai C2 → c oi akoloujÐec autèc gÐnontai (B2)
i
c

j, ìpou j > i > 0. Sunèqeia me th boăjeia
thc paragwgăc B2 → aD2b paÐrnoume tic akoloujÐec (aD2b)

i
c

j, j > i > 0, enÿ th boăjeia
twn paragwgÿn D2ba → aD2b, D2bb → bD2b kai D2bc → bE2c, oi akoloujÐec autèc
metatrèpontai stic akoloujÐec ai

b
i(E2)

i
c

j, j > i > 0. Oi teleutaÐec, qrhsimopoiÿntac thn
teleutaÐa paragwgă thc grammatikăc mac dÐnoun tic akoloujÐec termatikÿn sumbìlwn ai

b
i
c

j,
j > i > 0, dhladă ìlec tic lèxeic thc glÿssac pou perièqoun toulĹqiston èna a kai b.

Me thn Ðdia logikă kataskeuĹzoume th grammatikă gia th glÿssa L1,3 h opoÐa faÐnetai
parakĹtw (arqikì sÔmbolo to S3):

S3 → A3, A3 → aA3, A3 → a,

S3 → F3T3G3, T3 → F3T3G3, T3 → aaG3, F3 → aF3, F3 → a,

G3 → bH3c, cbH3 → bH3c, bbH3 → bH3b, abH3 → aE3b, E3 → ε

kajÿc kai gia th glÿssa L1,4 h opoÐa paratÐjetai parakĹtw (arqikì sÔmbolo to S4):

S4 → A4, A4 → bA4c, A4 → bc,

S4 → F4T4G4, T4 → F4T4G4, T4 → aG4G4, F4 → a, F4 → ε,

G4 → bH4c, cbH4 → bH4c, bbH4 → bH4b, abH4 → aE4b, E4 → ε

Gia na katasteuĹsoume th grammatikă gia th glÿssa L1 arkeÐ na eisĹgoume èna kainoÔrgio mh
termatikì sÔmbolo, to S, to opoÐo ja eÐnai kai to arqikì sÔmbolo thc grammatikăc. To sÔno-
lo twn paragwgÿn thc grammatikăc eÐnai oi paragwgèc pou antistoiqoÔn stic grammatikèc
gia tic tèssereic glÿssec L1,i, i = 1, 2, 3, 4, mazÐ me tic parakĹtw tèssereic paragwgèc:

S → S1, S → S2, S → S3, S → S4

An sugkentrÿsoume ìlec tic parapĹnw paragwgèc, kai apaleÐyoume paragwgèc pou emfanÐ-
zontai dÔo forèc èqontac to Ðdio apotèlesma wc proc thn paragwgă lèxewn thc glÿssac,

12
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prokÔptei h parakĹtw grammatikă, me arqikì sÔmbolo to S:

S → S1, S → S2, S → S3, S → S4,

S1 → A1, A1 → aA1b, A1 → ab,

S2 → A2, A2 → cA2, A2 → c,

S3 → A3, A3 → aA3, A3 → a,

S4 → A4, A4 → bA4c, A4 → bc,

S1 → BT1C1, T1 → BT1C1, T1 → BBc,

S2 → BT2C2, T2 → BT2C2, T2 → Bcc,

S3 → F3T3G, T3 → F3T3G, T3 → aaG,

S4 → F4T4G, T4 → F4T4G, T4 → aGG,

C1 → c, C1 → ε, C2 → cC2, C2 → c,

F3 → aF3, F3 → a, F4 → a, F4 → ε,

B → aDb, Dba→ aDb, Dbb→ bDb, Dbc→ bEc,

G → bHc, cbH → bHc, bbH → bHb, abH → aEb,

E → ε

(bþ) Kat’ arqăn ja perigrĹyoume tÐ eidouc lèxeic upĹrqoun sth glÿssa L2. Profanÿc upĹrqoun
ìlec oi lèxeic pou èqoun mìno dÔo ek twn triÿn grammĹtwn a, b kai c, kajÿc kai h kenă
lèxh ε. EpÐshc upĹrqoun ìlec oi lèxeic pou perièqoun kai ta trÐa grĹmmata, allĹ ìqi sth
swstă seirĹ, dhladă perièqoun èna b prin apì èna a, ă èna c prin apì èna a ă èna b. Tèloc, h
glÿssa L2 perièqei ìlec tic lèxeic pou èqoun ta a, b kai c sth swstă seirĹ, allĹ o arijmìc
touc den eÐnai Ðdioc. Pio formalistikĹ mporoÔme na grĹyoume thn L2 wc ènwsh twn glwssÿn
L2,i, i = 1, . . . 8, ìpou

L2,1 = {a, b}∗

L2,2 = {a, c}∗

L2,3 = {b, c}∗

L2,4 = {ubvaw |u, v, w ∈ {a, b, c}∗}

L2,5 = {ucvaw |u, v, w ∈ {a, b, c}∗}

L2,6 = {ucvbw |u, v, w ∈ {a, b, c}∗}

L2,7 = {ai
b

j
c

k | i, j, k ≥ 1 kai i 6= j}

L2,8 = {ai
b

j
c

k | i, j, k ≥ 1 kai j 6= k}

Sth sunèqeia ja dÿsoume grammatikèc domăc frĹshc gia kĹje mÐa apì tic parapĹnw glÿssec.
Ja onomĹsoume Γi th grammatikă pou antistoiqeÐ sth glÿssa L2,i. AntÐstoiqa to arqikì
sÔmbolo gia kĹje glÿssa ja eÐnai to Si.

H grammatikă domăc frĹshc gia tic treic prÿtec glÿssec eÐnai polÔ aplèc:

Γ1 : S1 → aS1, S1 → bS1, S1 → ε

Γ2 : S2 → aS2, S2 → cS2, S2 → ε

Γ3 : S3 → bS3, S3 → cS3, S3 → ε

13
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PolÔ aplèc eÐnai kai oi grammatikèc gia tic epìmenec treic glÿssec.

Γ4 : S4 → UbUaU, U → aU, U → bU, U → cU, U → ε

Γ5 : S5 → V cV aV, V → aV, V → bV, V → cV, V → ε

Γ6 : S6 → WcWbW, W → aW, W → bW, W → cW, W → ε

H glÿssa L2,7 analÔetai peraitèrw stic glÿssec L2,7,1 kai L2,7,1 ìpou

L2,7,1 = {ai
b

j
c

k | i, j, k ≥ 1 kai i > j}, L2,7,2 = {ai
b

j
c

k | i, j, k ≥ 1 kai i < j}

Plèon eÐnai eÔkolo gia grĹyoume mia grammatikă domăc glÿssac gia tic kajemÐa apì tic
parapĹnw glÿssec, kai pio sugkekrimèna èqoume:

Γ7,1 : S7,1 → A1C1, A1 → aA1b, A1 → aB1b, B1 → aB1, B1 → a, C1 → cC1, C1 → c

Γ7,2 : S7,2 → A2C2, A2 → aA2b, A2 → aB2b, B2 → bB2, B2 → b, C2 → cC2, C2 → c

SunduĹzontac tic dÔo parapĹnw grammatikèc prokÔptei h parakĹtw grammatikă Γ7 gia th
glÿssa L2,7:

Γ7 : S7 → AB, A → aAb, A → aCb, A → aDb, C → aC, C → a,

D → bD, D → b, B → cB, B → c

Me entelÿc anĹlogo trìpo kataskeuĹzoume th grammatikă Γ8 kai gia th glÿssa L2,8:

Γ8 : S8 → EF, E → aE, E → a, F → bFc, F → bGc, F → bHc,

G → bG, G → b, H → cH, H → c

Plèon den èqoume parĹ na sunduĹsoume tic parapĹnw grammatikèc, gia na pĹroume th gram-
matikă Γ thc glÿssac L2. H grammatikă Γ dÐdetai parakĹtw, ìpou kai sugkerĹsame kĹpoiec
paragwgèc/mh termatikĹ diotÐ mporoÔsame na tic antikatastăsoume me Ĺllec paragwgèc kai
mh termatikĹ sÔmbola pou upărqan se Ĺllec glÿssec. To arqikì sÔmbolo thc grammatikăc
Γ eÐnai to S:

Γ : S → S1, S → S2, S → S3, S → S4, S → S5, S → S6, S → S7, S → S8,

S1 → aS1, S1 → bS1, S1 → ε,

S2 → aS2, S2 → cS2, S2 → ε,

S3 → bS3, S3 → cS3, S3 → ε,

S4 → UbUaU, S5 → UcUaU, S6 → UcUbU, S7 → AB, S8 → CF,

U → aU, U → bU, U → cU, U → ε

A → aAb, A → aCb, A → aDb,

F → bFc, F → bDc, F → bBc,

C → aC, C → a,

D → bD, D → b,

B → cB, B → c

14
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(gþ) ArkeÐ na kataskeuĹsoume kĹpoia grammatikă h opoÐa gia kĹje b emfanÐzei sth lèxh kai trÐa
a. H grammatikă mac epÐshc den prèpei na bĹzei kanèna periorismì wc proc to me poia diĹtaxh
ja emfanÐzontai to b kai ta antÐstoiqa trÐa a. H parakĹtw grammatikă kalÔptei tic sunjăkec
autèc kai mac parĹgei th glÿssa L3. To arqikì sÔmbolo thc grammatikăc eÐnai to S:

S → SaSaSaSb, S → SaSaSbSa, S → SaSbSaSa, S → SbSaSaSa, S → ε

(dþ) ParathroÔme kat’ arqăn ìti kĹje lèxh thc glÿssac mac èqei th morfă w#uwRv, ìpou ta
u kai v mporoÔn na eÐnai opoiasdăpote lèxeic apì to sÔnolo {a, b}∗, akìmh kai h kenă lèxh.
EÐnai endiafèron na parathrăsoume akìmh ìti oi parapĹnw lèxeic ousiatikĹ eÐnai h sugkìlhsh
lèxewn thc morfăc w#uwR me opoiadăpote dunată lèxh v. Ja prospajăsoume loipìn na
ftiĹxoume dÔo grammatikèc, mÐa gia tic lèxeic thc morfăc w#uwR kai mÐa gia tic lèxeic pou
antistoiqoÔn sto v. H grammatikă gia tic lèxeic ìpwc h v eÐnai polÔ aplă, kai dÐnetai akribÿc
parakĹtw (to arqikì sÔmbolo eÐnai to A):

A → aA, A → bA, A → ε

Se ìti aforĹ tic lèxeic thc prÿthc morfăc, parathroÔme ìti sta Ĺkra èqoun anĹstrofa
kommĹtia, enÿ sto kèntro èqoume to grĹmma # kai opoiadăpote lèxh u. ’Etsi katalăgoume
sthn parakĹtw grammatikă, thc opoÐac to arqikì sÔmbolo eÐnai to B:

B → aBa, B → bBb, B → #C, C → aC, C → bC, C → ε

SunduĹzontac tic parapĹnw grammatikèc prokÔptei h parakĹtw grammatikă me arqikì sÔm-
bolo to S:

S → BA

A → aA, A → bA, A → ε

B → aBa, B → bBb, B → #C, C → aC, C → bC, C → ε

H opoÐa mporeÐ na aplopoihjeÐ parathrÿntac ìti tìso to mh termatikì sÔmbolo A ìso kai
to mh termatikì sÔmbolo C mac dÐnoun ìlec tic dunatèc lèxeic me grĹmmata ta a kai b. Kai
pĹli to arqikì sÔmbolo eÐnai to S.

S → BA

A → aA, A → bA, A → ε

B → aBa, B → bBb, B → #A

(eþ) Oi lèxeic pou anăkoun sth glÿssa L5 eÐte eÐnai thc morfăc xwz me w = wR, eÐte thc morfăc
xwywRz, ìpou:

• To x eÐnai eÐte h kenă lèxh eÐte mia lèxh thc morfăc u1#u2# . . . #um#, m ≥ 1, kai
ui ∈ {a, b}∗.

• To y eÐnai thc morfăc #v1#v2# . . . #vn#, ìpou n ≥ 0, kai vi ∈ {a, b}∗. Sthn perÐptwsh
aută èqoume toulĹqiston èna grĹmma # (autì sumbaÐnei an n = 0).

• To z eÐnai eÐte h kenă lèxh eÐte eÐnai thc morfăc #t1#t2# . . . #t`, ` ≥ 1, kai ti ∈ {a, b}∗.
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H parakĹtw grammatikă kataskeuĹzei tètoiec lèxeic (to arqikì sÔmbolo eÐnai to S):

S → XAZ,

X → ε, X → U#X,

Z → ε, Z → #UZ,

A → aAa, A → bAb, A → ε, A → a, A → b, A → Y

Y → #UY, Y → #,

U → aU, U → bU, U → ε

Parathrăste ìti to mh termatikì sÔmbolo U dhmiourgeÐ opoiadăpote lèxh tou sunìlou
{a, b}∗. To A dhmiourgeÐ to kommĹti w thc lèxhc, an aută eÐnai thc morfăc xwz me w = wR,
eÐte to kommĹti wywR, an aută eÐnai thc morfăc xwywRz. Tèloc, ta X, Y kai Z dhmiourgoÔn
antÐstoiqa ta kommĹtia x, y kai z twn lèxewn thc glÿssac.

�

Prìblhma 5 [20 monĹdec] PerigrĹyte me sunolojewrhtikì sumbolismì th glÿssa pou antis-
toiqeÐ stic parakĹtw grammatikèc domăc frĹshc Γ. Tekmhriÿste tic apantăseic sac.

(aþ) [10 monĹdec] Γ = (N,T, P,A), ìpou

N = {A,B}, T = {0}

kai
P = {A → BAB,A → B,A → ε,B → 00, B → ε}

(bþ) [10 monĹdec] Γ = (N,T, P,A), ìpou

N = {A,S,X,U}, T = {a, b}

kai

P = {A → XAX,A → S, S → aUb, S → bUa, U → XUX,U → X,U → ε,X → a, X → b}

LÔsh:

(aþ) ParathroÔme ìti oi paragwgèc A → BAB, A → B, A → ε parĹgoun akoloujÐec mh termatikÿn
sumbolÿn thc morfăc BBBB . . . B, stic opoÐec plăjoc twn B eÐnai opoiosdăpote fusikìc
arijmìc (sumperimbanomènou kai tou 0). Epeidă kĹje B mac dÐnei mhdèn ă dÔo 0 sumperaÐnoume
ìti h dojeÐsa grammatikă dhmiourgeÐ th glÿssa:

L = {02i | i ≥ 0}

(bþ) ParathroÔme ìti oi paragwgèc U → XUX, U → X, U → ε dhmiourgoÔn apì to mh termatikì
sÔmbolo U mÐa akoloujÐa apì mh termatikĹ sÔmbola X, twn opoÐwn to plăjoc eÐnai opoios-
dăpote fusikìc arijmìc. Kajÿc to X eÐnai eÐte to a eÐte b prokÔptei ìti to U parĹgei ìlec tic
lexeic thc glÿssac {a, b}∗.
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Oi paragwgèc A → XAX kai A → S, parĹgoun akoloujÐec mh termatikÿn sumbìlwn thc
morfăc XXX . . . XSXXX . . . X, ìpou plăjoc twn X prin to S kai to plăjoc twn X metĹ
to S eÐnai Ðsa, kai mporeÐ na eÐnai opoiosdăpote jetikìc fusikìc arijmìc. To S me th seirĹ
tou, kai me bĹsh thn paratărhsă mac gia to ti lèxeic parĹgei to U , parĹgei ìlec tic lèxeic pou
arqÐzoun me a kai teleiÿnoun se b eÐte ìlec tic lèxeic pou arqÐzoun me b kai teleiÿnoun se a.
SumperaÐnoume loipìn ìti oi lèxeic thc glÿssac pou yĹqnoume eÐnai thc morfăc xyz, ìpou:

• Ta x kai z eÐnai opoiesdăpote lèxeic apì to sÔnolo {a, b}∗, kai to măkoc tou x eÐnai Ðso me
to măkoc tou z kai jetikì (autì ofeÐletai sto Ðso plăjoc twn X prin kai metĹ to S stic
akoloujÐec mh termatikÿn sumbìlwn pou parĹgoun oi paragwgèc A → XAX kai A → S).

• To y eÐnai opoiadăpote lèxh pou arqÐzei me a kai teleiÿnei se b, eÐte opoiadăpote lèxh pou
arqÐzei me b kai teleiÿnei se a.

Me bĹsh tic parapĹnw parathrăseic h glÿssa pou antistoiqeÐ sth dojeÐsa grammatikă eÐnai h
glÿssa:

L = {uavbw |u, v, w ∈ {a, b}∗ kai |u| = |w| > 0}∪{ubvaw |u, v, w ∈ {a, b}∗ kai |u| = |w| > 0}

�
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