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΄Ασκηση 2 - Λύσεις

Πρόβλημα 1 [25 μονάδες] Εφαρμόστε τον αλγόριθμο εύρεσης ελαχίστων μονοπατιών που έχει
παρουσιαστεί στο μάθημα για να βρείτε το ελάχιστο μονοπάτι μεταξύ των s και t στο γράφημα
του παρακάτω σχεδίου. Οι αριθμοί στις ακμές δηλώνουν τις αποστάσεις μεταξύ των κορυφών. Η
ποσότητα w1 είναι ίση με το ψηφίο των μονάδων του αριθμού μητρώου σας, η ποσότητα w10 είναι
ίση με το ψηφίο των δεκάδων του αριθμού μητρώου σας, ενώ η ποσότητα w100 είναι ίση με το ψηφίο
των εκατοντάδων του αριθμού μητρώου σας. Για παράδειγμα αν ο αριθμός μητρώου ενός φοιτητή
είναι 634, τότε w1 = 4, w10 = 3 και w100 = 6.

ΠΣφραγ ρεπλαςεμεντς

s

t

w1 3 4

3 8 1

5 w10 7

2 6 5

4 2 2 1

5 2 5 6

10 7 w100 7

Λύση: Θα εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο που παρουσιάστηκε στο μάθημα για δύο περιπτώσεις, τις
περιπτώσεις w1 = w10 = w100 = 0 και w1 = w10 = w100 = 9. ΄Ολες οι υπόλοιπες περιπτώσεις υπο-
λογίζονται ανάλογα. Προκειμένου να παρουσιάσουμε την εξέλιξη του αλγορίθμου δίνουμε ονόματα
στους κόμβους όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.
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Ο αλγόριθμος που παρουσιάστηκε στο μάθημα και τον οποίο θα χρησιμοποιήσουμε για την επίλυση
της άσκησης έχει ως εξής:

1. Αρχικά έστω P = {s} και T = V \ {s}. Για κάθε κορυφή v στο T έστω δ(v) ελάχιστη
απόσταση του v από τον s, αν χρησιμοποιήσουμε ως μονοπάτι ένα μονοπάτι του οποίου όλοι
οι κόμβοι, εκτός φυσικά τον v, ανήκουν στο P .

2. Επιλέγουμε την κορυφή του T που έχει τη μικρότερη τιμή δ(v), μεταξύ όλων των κορυφών
του T . ΄Εστω x η κορυφή αυτή.

3. Αν το x είναι το t τότε σταματάμε. Αν όχι, έστω P ′ = P ∪ {x} και T ′ = T \ {x}. Για κάθε
κορυφή v του T ′, υπολογίζουμε την τιμή δ(v) σύμφωνα με τη σχέση:

δ(v) = min{δ(v), δ(x) + w(x, v)},

όπου w(x, v) είναι το βάρος της ακμής του γράφου από τον κόμβο x στον κόμβο v. Αν δεν
υπάρχει ακμή μεταξύ των δύο κόμβων το w(x, v) θεωρείται άπειρο.

4. Επαναλαμβάνουμε τα βήματα 2 και 3 χρησιμοποιώντας το P ′ ως P και το T ′ ως T .

Ξεκινάμε πρώτα με την περίπτωση w1 = w10 = w100 = 0. Στον παρακάτω πίνακα δείχνουμε σε κάθε
γραμμή τις τιμές των ποσοτήτων δ(v) για όλους του κόμβους του γράφου ακριβώς πριν από κάθε
εκτέλεση του βήματος 2. Οι τιμές του δ(v) σε «παχιά» γραμματοσειρά (boldface) αντιστοιχούν σε
κόμβους που είναι στο σύνολο P . Σε κάθε πεπερασμένη τιμή του δ(v) (εκτός του s) ο κόμβος
σε παρενθέσεις είναι ο πατρικός κόμβος του εν λόγω κόμβου στο τρέχον ελάχιστο μονοπάτι (αυτό
δηλαδή που έχουμε υπολογίσει μέχρι στιγμής) που φτάνει στον κόμβο αυτό. Η πρώτη στήλη είναι
ο αύξων αριθμός της κάθε επανάληψης (ή αλλιώς ο αριθμός των φορών που έχουμε εκτελέσει το
βήμα 2).

α/α s a b c d e f g h i j k ` m n t

0 0 0 ∞ ∞ 4 (s) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

1 0 0 (s) 3 (a) ∞ 4 (s) 2 (a) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

2 0 0 (s) 3 (a) ∞ 4 (s) 2 (a) 10 (e) ∞ ∞ 4 (e) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

3 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) ∞ ∞ 4 (e) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

4 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) ∞ 9 (d) 4 (e) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

5 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) ∞ 9 (d) 4 (e) 4 (i) ∞ ∞ 11 (i) ∞ ∞

6 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) ∞ 9 (d) 4 (e) 4 (i) 11 (j) ∞ 11 (i) 4 (j) ∞

7 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) ∞ 9 (d) 4 (e) 4 (i) 11 (j) ∞ 10 (n) 4 (j) 9 (n)

8 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) 6 (f) 9 (d) 4 (e) 4 (i) 11 (j) ∞ 10 (n) 4 (j) 9 (n)

9 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) 6 (f) 9 (d) 4 (e) 4 (i) 11 (j) ∞ 10 (n) 4 (j) 9 (n)

10 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) 6 (f) 9 (d) 4 (e) 4 (i) 11 (j) ∞ 10 (n) 4 (j) 9 (n)

11 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) 6 (f) 9 (d) 4 (e) 4 (i) 11 (j) 19 (h) 10 (n) 4 (j) 9 (n)

12 0 0 (s) 3 (a) 7 (b) 4 (s) 2 (a) 5 (b) 6 (f) 9 (d) 4 (e) 4 (i) 11 (j) 19 (h) 10 (n) 4 (j) 9 (n)

Συνεπώς το ελάχιστο μονοπάτι από τον s στον t είναι το (s, a, e, i, j, n, t) (το βρίσκουμε ακολου-
θώντας τους πατρικούς κόμβους από το t στο s) και το μήκος του είναι 9 (η τιμή του δ(t) όταν το
t προστίθεται στο P ).

Αντίστοιχα για w1 = w10 = w100 = 9 έχουμε τον παρακάτω πίνακα:
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α/α s a b c d e f g h i j k ` m n t

0 0 9 (s) ∞ ∞ 4 (s) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

1 0 9 (s) ∞ ∞ 4 (s) 7 (d) ∞ ∞ 9 (d) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

2 0 9 (s) ∞ ∞ 4 (s) 7 (d) 15 (e) ∞ 9 (d) 9 (e) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

3 0 9 (s) ∞ ∞ 4 (s) 7 (d) 15 (e) ∞ 9 (d) 9 (e) ∞ ∞ 19 (h) ∞ ∞ ∞

4 0 9 (s) ∞ ∞ 4 (s) 7 (d) 15 (e) ∞ 9 (d) 9 (e) 18 (i) ∞ 19 (h) 16 (i) ∞ ∞

5 0 9 (s) 12 (a) ∞ 4 (s) 7 (d) 15 (e) ∞ 9 (d) 9 (e) 18 (i) ∞ 19 (h) 16 (i) ∞ ∞

6 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) ∞ 9 (d) 9 (e) 18 (i) ∞ 19 (h) 16 (i) ∞ ∞

7 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) ∞ 19 (h) 16 (i) ∞ ∞

8 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) 21 (g) 19 (h) 16 (i) ∞ ∞

9 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) 21 (g) 18 (m) 16 (i) 22 (m) ∞

10 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) 21 (g) 18 (m) 16 (i) 22 (m) ∞

11 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) 21 (g) 18 (m) 16 (i) 22 (m) ∞

12 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) 21 (g) 18 (m) 16 (i) 22 (m) ∞

13 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) 21 (g) 18 (m) 16 (i) 22 (m) 28 (k)

14 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) 21 (g) 18 (m) 16 (i) 22 (m) 27 (n)

15 0 9 (s) 12 (a) 16 (b) 4 (s) 7 (d) 14 (b) 15 (f) 9 (d) 9 (e) 18 (i) 21 (g) 18 (m) 16 (i) 22 (m) 27 (n)

Συνεπώς, στην περίπτωση αυτή, το ελάχιστο μονοπάτι από τον s στον t είναι το (s, d, e, i,m, n, t)
(το βρίσκουμε ακολουθώντας τους πατρικούς κόμβους από το t στο s) και το μήκος του είναι 27
(η τιμή του δ(t) όταν το t προστίθεται στο P ). �

Πρόβλημα 2 [20 μονάδες] ΄Εστω ότι ένα γράφημα G χωρίς βρόχους έχει τουλάχιστον 11 κορυ-
φές. Αποδείξτε ότι είτε το G είτε το G (το συμπλήρωμα του G ως προς τον πλήρη γράφο με τον
ίδιο αριθμό κορυφών) δεν είναι επίπεδο.

Λύση: Θα αποδείξουμε το αποτέλεσμα με εις άτοπο απαγωγή.

Ας υποθέσουμε ότι τόσο ο γράφος G, όσο και ο γράφος G είναι επίπεδοι. ΄Εστω n ο αριθμός των
κόμβων του G και έστω m ο αριθμός των ακμών του G. Αντίστοιχα, έστω n′ ο αριθμός των κόμβων
του G και έστω m′ ο αριθμός των ακμών του G. Επειδή οι γράφοι G και G είναι συμπληρωματικοί
γράφοι, έχουμε ότι n′ = n. Επίσης το άθροισμα των ακμών του G και των ακμών του G είναι ίσο

με το πλήθος των ακμών του πλήρη γράφου με τον ίδιο αριθμό κόμβων, δηλαδή: m + m ′ = n(n−1)
2 .

Τέλος, από την εκφώνηση του προβλήματος έχουμε n ≥ 11.

Καθώς οι G και G είναι επίπεδοι και δεν έχουν βρόχους ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

m ≤ 3n− 6

m′ ≤ 3n′ − 6

από τις οποίες προκύπτει η παρακάτω σχέση:

m + m′ ≤ 3n + 3n′ − 12 ⇔
n(n− 1)

2
≤ 6n− 12

⇔ n2 − n ≤ 12n− 24

⇔ n2 − 13n + 24 ≤ 0.

Επειδή ο μεγιστοβάθμιος συντελεστής του τριωνύμου n2 − 13n + 24 είναι θετικός, το τριώνυμο
θα είναι θετικό εκτός των ριζών του και αρνητικό στο διάστημα που ορίζουν οι ρίζες του. Η
διακρίνουσα ∆ του τριωνύμου είναι ∆ = 132 − 4 · 1 · 24 = 73, οπότε οι δύο ρίζες του είναι οι
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n1 = 13−
√

73
2 ≈ 2.228 και n2 = 13+

√
73

2 ≈ 10.772. Κατά συνέπεια για n > n1, και άρα και για
n ≥ 11, έχουμε n2− 13n+24 > 0, το οποίο αντιφάσκει με τη σχέση n2− 13n+24 ≤ 0 στην οποία
καταλήξαμε υποθέτοντας ότι τόσο ο G όσο και ο G είναι επίπεδοι γράφοι. Συνεπώς η υπόθεση μας
είναι λανθασμένη, και ένας εκ των G και G δεν είναι επίπεδος. �

Πρόβλημα 3 [55 μονάδες] Στα παρακάτω ερωτήματα συμβολίζουμε με Kn τον πλήρη γράφο
με n κορυφές.

(αʹ) [20 μονάδες] Κάθε ακμή του K6 πρόκειται να χρωματιστεί με ένα από τα χρώματα κόκκινο
ή μπλε. Αποδείξτε ότι όπως και να γίνει ο χρωματισμός, είτε θα παραχθεί ένα κόκκινο
υπογράφημα ισόμορφο με το K3 είτε ένα μπλε υπογράφημα ισόμορφο με το K3.

(βʹ) [25 μονάδες] Οι ακμές του Kn χρωματίζονται κόκκινες ή μπλε με κάποιο τυχαίο τρόπο.
Δείξτε ότι αν υπάρχουν έξι ή περισσότερες κόκκινες ακμές με κοινό άκρο κάποια κορυφή, τότε
είτε υπάρχει ένα κόκκινο υπογράφημα ισόμορφο με το K4 είτε υπάρχει ένα μπλε υπογράφημα
ισόμορφο με το K3. Δείξτε ότι αν υπάρχουν τέσσερεις ή περισσότερες μπλε ακμές με κοινό
άκρο κάποια κορυφή, τότε είτε υπάρχει ένα κόκκινο υπογράφημα ισόμορφο με το K4 είτε
υπάρχει ένα μπλε υπογράφημα ισόμορφο με το K3.

(γʹ) [10 μονάδες] Δείξτε ότι όπως και να χρωματιστούν οι ακμές του K9 χρησιμοποιώντας τα
χρώματα κόκκινο και μπλε, είτε υπάρχει ένα κόκκινο υπογράφημα K4 ή ένα μπλε υπογράφημα
K3.

Λύση:

(αʹ) ΄Εστω v ένας κόμβος του K6 και έστω u1, u2, u3, u4 και u5 οι γείτονές του.

Ας υποθέσουμε κατ΄ αρχήν ότι τρεις ή περισσότερες από τις προσπίπτουσες ακμές του v έχουν
κόκκινο χρώμα. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορώ να θεωρήσω ότι οι ακμές vu1, vu2 και
vu3 είναι χρωματισμένες κόκκινες. Αν μία εκ των ακμών u1u2, u2u3 ή u1u3 είναι κόκκινη,
π.χ. η u1u2, τότε έχω άμεσα το αποτέλεσμα που θέλω καθώς ο πλήρης υπογράφος του K6 με
κορυφές τις v, u1 και u2 είναι ισόμορφος με τον K3 και έχει όλες του τις πλευρές κόκκινες.
Αν καμία από τις τρεις αυτές πλευρές δεν είναι κόκκινη, τότε όλες είναι μπλε και άρα ο πλήρης
υπογράφος του K6 με κορυφές τις u1, u2 και u3 είναι ισόμορφος με τον K3 και έχει όλες του
τις ακμές χρωματισμένες μπλε.

Στην περίπτωση που ο v έχει το πολύ δύο από τις προσπίπτουσες ακμές του χρωματισμένες
κόκκινες, θα έχει αναγκαστικά τρεις ή περισσότερες από τις προσπίπτουσες ακμές του χρω-
ματισμένες μπλε. Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το επιχείρημα της
προηγούμενης παραγράφου εναλλάσοντας τα χρώματα κόκκινο και μπλε. Για λόγους πληρό-
τητας επαλαμβάνουμε το επιχείρημα και στην περίπτωση αυτή.
Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορώ να θεωρήσω ότι οι ακμές vu1, vu2 και vu3 είναι χρω-
ματισμένες μπλε. Αν μία εκ των ακμών u1u2, u2u3 ή u1u3 είναι μπλε, π.χ. η u1u2, τότε
έχω άμεσα το αποτέλεσμα που θέλω καθώς ο πλήρης υπογράφος του K6 με κορυφές τις v,
u1 και u2 είναι ισόμορφος με τον K3 και έχει όλες του τις πλευρές μπλε. Αν καμία από τις
τρεις αυτές πλευρές δεν είναι μπλε, τότε όλες είναι κόκκινες και άρα ο πλήρης υπογράφος
του K6 με κορυφές τις u1, u2 και u3 είναι ισόμορφος με τον K3 και έχει όλες του τις ακμές
χρωματισμένες κόκκινες.

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν, ο γράφος K6 θα έχει είτε ένα υπογράφημα ισόμορφο με τον K3

με όλες του τις ακμές χρωματισμένες κόκκινες είτε ένα υπογράφημα ισόμορφο με τον K3 με
όλες του τις ακμές χρωματισμένες μπλε.
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(βʹ) ΄Εστω v μία κορυφή του Kn η οποία έχει έξι προσπίπτουσες ακμές χρωματισμένες μπλε. Ας
ονομάσουμε u1, u2, u3, u4, u5 και u6 τους γείτονες του v μέσω των έξι κόκκινων ακμών.
΄Εστω G ο πλήρης υπογράφος του Kn που ορίζεται από τις κορυφές u1, u2, u3, u4, u5 και u6,
ο οποίος είναι προφανώς ισόμορφος με τον K6. Σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα ο G

είτε θα έχει έναν υπογράφο Gblue ισόμορφο με τον K3 με τις πλευρές του χρωματισμένες μπλε
είτε έναν υπογράφο Gred ισόμορφο με τον K3 με τις πλευρές του χρωματισμένες κόκκινες.
Στην πρώτη περίπτωση βρίκαμε έναν υπογράφο του Kn, συγκεκριμένα τον Gblue ισόμορφο
με τον K3 με τις πλευρές του χρωματισμένες μπλε. Στην δεύτερη περίπτωση μπορούμε χωρίς
βλάβη της γενικότητας να θεωρήσουμε ότι ο υπογράφος Gred του G που είναι ισόμορφος με
τον K3 και έχει όλες του τις πλευρές χρωματισμένες κόκκινες είναι ο πλήρης υπογράφος που
ορίζεται από τις κορυφές u1, u2 και u3. Θεωρήστε τώρα τον πλήρη υπογράφο G′ του Kn με
κορυφές τις v, u1, u2 και u3. Από τον ορισμό των κορυφών u1, u2, u3, οι ακμές vu1, vu2

και vu3 είναι κόκκινες. Επίσης οι ακμές u1u2, u2u3 και u1u3 είναι κόκκινες καθώς είναι οι
ακμές του Gred. Κατά συνέπεια όλες οι ακμές του G′ είναι κόκκινες και επειδή είναι πλήρης
είναι ισόμορφος με τον K4, που είναι ακριβώς αυτό που θέλαμε να αποδείξουμε.

Ας θεωρήσουμε τώρα μία κορυφή v του Kn η οποία έχει τέσσερεις ή περισσότερες προσπί-
πτουσες ακμές χρωματισμένες μπλε. ΄Εστω u1, u2, u3 και u4 γείτονες του v μέσω μπλε
προσπιπτουσών ακμών. Θεωρούμε τον πλήρη υπογράφο G του Kn που ορίζεται από τις τέσ-
σερεις αυτές κορυφές. Προφανώς ο G είναι ισόμορφος με τον K4. Αν όλες οι ακμές του G

είναι κόκκινες τότε ο G είναι ο υπογράφος του Kn που έχει όλες του τις ακμές κόκκινες και
είναι ισόμορφος με τον K4. Στην αντίθετη περίπτωση υπάρχει μία τουλάχιστον ακμή του G

που είναι μπλε. ΄Εστω ότι η ακμή αυτή είναι η u1u2. Τότε ο πλήρης υπογράφος του Kn με
κορυφές τις v, u1 και u2 είναι ισόμορφος με τον K3 και έχει όλες του τις ακμές μπλε, δηλαδή
είναι ο μπλε υπογράφος του Kn που ψάχναμε.

(γʹ) Θα δείξουμε πρώτα ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας κόμβος του K9 με ζυγό αριθμό κόκκινων
ακμών. ΄Εστω er ο αριθμός των κόκκινων ακμών του K9. ΄Εστω επίσης ri ο αριθμός των κόκ-
κινων προσπιπτουσών ακμών σε έναν κόμβο του K9. Τότε θα έχουμε

∑9
i=1 ri = 2er, καθώς

όταν μετράμε τις προσπίπτουσες ακμές σε κάθε κόμβο του γράφου μας, αυτές προσμετρώνται
δύο φορές, μία φορά για κάθε άκρο τους. ΄Εστω ότι όλα τα ri είναι περιττοί αριθμοί. Τότε και
το άθροισμα

∑9
i=1 ri είναι περιττός αριθμός (μπορεί πολύ εύκολα να αποδειχθεί επαγωγικά

ότι το άθροισμα περιττού πλήθους περιττών αριθμών είναι περιττός). Αυτό όμως αντιβαίνει τη
σχέση

∑9
i=1 ri = 2er, η οποία δηλώνει ότι το εν λόγω άθροισμα είναι ζυγός. Κατά συνέπεια

τουλάχιστον ένας εκ των ri είναι ζυγός.

Ας θεωρήσουμε τώρα έναν κόμβο v του K9 ο οποίος έχει ζυγό αριθμό κόκκινων προσπι-
πτουσών ακμών (η παραπάνω ανάλυση μας βεβαιώνει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας τέτοιος
κόμβος). Ο v είτε θα έχει τουλάχιστον έξι κόκκινες προσπίπτουσες ακμές είτε θα έχει το πολύ
τέσσερεις κόκκινες προσπίπτουσες ακμές. Στην πρώτη περίπτωση και με βάση το αποτέλεσμα
του προηγουμένου ερωτήματος προκύπτει ότι ο K9 είτε θα έχει ένα κόκκινο υπογράφημα K4

είτε ένα μπλε υπογράφημα K3.

Στην δεύτερη περίπτωση, ο v θα έχει τουλάχιστον τέσσερεις μπλε προσπίπτουσες ακμές,
οπότε, και πάλι με βάση το αποτέλεσμα του προηγουμένου ερωτήματος, ο K9 είτε θα έχει
ένα κόκκινο υπογράφημα K4 είτε ένα μπλε υπογράφημα K3.

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν ο K9 θα έχει είτε ένα κόκκινο υπογράφημα K4 είτε ένα μπλε
υπογράφημα K3.

�
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Πρόβλημα 4 [20 μονάδες] Δείξτε ότι η γλώσσα L = {a4i

| i ≥ 1} δεν είναι γλώσσα που ανα-
γνωρίζεται από μηχανή πεπερασμένων καταστάσεων.

Λύση: Θα δείξουμε με εις άτοπο απαγωγή ότι η γλώσσα L δεν αναγνωρίζεται από μηχανή
πεπερασμένων καταστάσεων.

΄Εστω ότι η L αναγνωρίζεται από μηχανή πεπερασμένων καταστάσεων. Τότε με βάση το Λήμμα
΄Αντλησης υπάρχει κάποιος θετικός αριθμός p, τέτοιος ώστε για κάθε λέξη w ∈ L, |w| ≥ p,
υπάρχουν x, y και z όπου w = xyz και:

1. |xy| ≤ p,

2. |y| > 0 και

3. για κάθε i ≥ 0, xyiz ∈ L.

΄Εστω ότι w = a
4p

. Επειδή p > 0, και 4p > p, για κάθε p > 0, συμπεραίνουμε ότι |w| > p. Με
βάση λοιπόν το λήμμα άντλησης, υπάρχουν x, y και z, όπου w = xyz, |y| > 0 και |xy| ≤ p. Με
βάση τις σχέσεις αυτές και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι όλα τα γράμματα της w είναι τα ίδια,
θα έχουμε ότι x = a

n και y = a
m για κάποια n και m τέτοια ώστε n ≥ 0, m > 0 και n + m ≤ p.

Ας θεωρήσουμε τώρα τη λέξη w′ = xy2z = a
4p+n+m. Τότε:

4p < |w′| = 4p + n + m ≤ 4p + p < 4p+1, ∀ p ≥ 1

το οποίο σημαίνει ότι η w′ δεν ανήκει στη γλώσσα L, καθώς το μήκος της είναι μεταξύ των μηκών δύο
διαδοχικών στοιχείων της γλώσσας (διατάσσουμε τα στοιχεία της L κατά αύξουσα σειρά μήκους).
Από τη άλλη μεριά σύμφωνα με το λήμμα άντλησης η w′ ανήκει στην L, το οποίο αντιφάσκει το ότι
η w′ δεν ανήκει στην L. Το άτοπο στο οποίο καταλήξαμε σημαίνει ότι η αρχική μας υπόθεση ότι
η L αναγνωρίζεται από μηχανή πεπερασμένων καταστάσεων είναι λανθασμένη. Συνεπώς η L δεν
αναγνωρίζεται από μηχανή πεπερασμένων καταστάσεων. �

Πρόβλημα 5 [25 μονάδες] Μετατρέψτε τη μη αιτιοκρατική μηχανή πεπερασμένων καταστά-
σεων που δίνεται από τον παρακάτω πίνακα σε αιτιοκρατική μορφή. Η αρχική κατάσταση της μη
αιτιοκρατικής μηχανής είναι η κατάσταση A. Εν συνεχεία κατασκευάστε μία γραμματική τύπου-3
που να αναγνωρίζει την ίδια γλώσσα με τη μη αιτιοκρατική μηχανή του παρακάτω πίνακα.

Είσοδος

Κατάσταση a b ΄Εξοδος

A B,C – 0
B A,D B 0
C A C 0
D A B,C 1

Λύση: Η αντίστοιχη αιτιοκρατική μηχανή πεπερασμέων καταστάσεων θα έχει ως σύνολο κατα-
στάσεων το δυναμοσύνολο του συνόλου {A,B,C,D}. Το αλφάβητο εισόδου της θα είναι το {a, b}
και η αρχική της κατάσταση θα είναι η κατάσταση {A}. Σε ό,τι αφορά τις καταστάσεις αποδοχής της
αιτιοκρατικής μηχανής, αυτές θα είναι εκείνες που αντιστοιχούν στα υποσύνολα του {A,B,C,D}
που περιέχουν το D. ΄Ολες οι υπόλοιπες καταστάσεις θα είναι καταστάσεις απόρριψης. Μένει να
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καθορίσουμε την συνάρτηση μεταφοράς. Για να το κάνουμε αυτό υπολογίζουμε για κάθε ένα από τα
υποσύνολα του {A,B,C,D} το υποσύνολο εκείνο στο οποίο καταλήγει η δοσμένη μη αιτιοκρατική
για καθένα από τα γράμματα του αλφαβήτου. Επειδή όμως είναι πιθανό κάποιες από τις καταστάσεις
αυτές να μην είναι προσεγγίσιμες από την αρχική μας κατάσταση, και άρα δεν θα συνεισφέρουν στη
λειτουργία, θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση μεταφοράς μόνο για έκεινες τις καταστάσεις στις οποίες
μπορούμε να φτάσουμε ξεκινώντας από την αρχική κατάσταση. Πιο συγκεκριμένα, αν ονομάσου-
με f τη συνάρτηση μεταφοράς της μη αιτιοκρατικής μηχανής και g τη συνάρτηση μεταφοράς που
ψάχνουμε, έχουμε:

g({A}, a) = f(A, b) = {B,C}

g({A}, b) = f(A, b) = ∅

g({B,C}, a) = f(B, a) ∪ f(C, a) = {A,D} ∪ {A} = {A,D}

g({B,C}, b) = f(B, b) ∪ f(C, b) = {B} ∪ {C} = {B,C}

g(∅, a) = ∅ [εξ ορισμού]

g(∅, b) = ∅ [εξ ορισμού]

g({A,D}, a) = f(A, a) ∪ f(D, a) = {B,C} ∪ {A} = {A,B,C}

g({A,D}, b) = f(A, b) ∪ f(D, b) = ∅ ∪ {B,C} = {B,C}

g({A,B,C}, a) = f(A, a) ∪ f(B, a) ∪ f(C, a) = {B,C} ∪ {A,D} ∪ {A} = {A,B,C,D}

g({A,B,C}, b) = f(A, b) ∪ f(B, b) ∪ f(C, b) = ∅ ∪ {B} ∪ {C} = {B,C}

g({A,B,C,D}, a) = f(A, a) ∪ f(B, a) ∪ f(C, a) ∪ f(D, a) = {B,C} ∪ {A,D} ∪ {A} ∪ {A}

= {A,B,C,D}

g({A,B,C,D}, b) = f(A, b) ∪ f(B, b) ∪ f(C, b) ∪ f(D, b) = ∅ ∪ {B} ∪ {C} ∪ {B,C} = {B,C}

Κατά συνέπεια η αιτιοκρατική μηχανή που αντιστοιχεί στη δοσμένη μη αιτιοκρατική μηχανή είναι η
μηχανή του παρακάτω πίνακα. Η αρχική κατάσταση της παρακάτω αιτιοκρατικής μηχανής είναι η
{A}.

Είσοδος

Κατάσταση a b ΄Εξοδος
{A} {B,C} ∅ 0

{B,C} {A,D} {B,C} 0
{A,D} {A,B,C} {B,C} 1
{A,B,C} {A,B,C,D} {B,C} 0
{A,B,C,D} {A,B,C,D} {B,C} 1

∅ ∅ ∅ 0

�
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Πρόβλημα 6 [25 μονάδες] ΄Εστω L μία γλώσσα που καθορίζεται από κάποια γραμματική στην
οποία οι παραγωγές είναι της μορφής A → γ και A → γB, όπου τα A και B είναι μη τερματικά
σύμβολα και το γ είναι μία συμβολοσειρά τερματικών συμβόλων. Δείξτε ότι η L αναγνωρίζεται από
κάποια μηχανή πεπερασμένων καταστάσεων.

Λύση: Για να δείξουμε ότι η L είναι γλώσσα που αναγνωρίζεται από μηχανή πεπερασμένων
καταστάσεων θα δείξουμε ότι υπάρχει κάποια γραμματική τύπου-3 που την κατασκευάζει.

Από την υπόθεση μας ξέρουμε ότι η L κατασκευάζευται από γραμματική της οποίας όλες οι πα-
ραγωγές είναι είτε της μορφής A → γ είτε της μορφής A → γB, όπου τα A και B είναι μη
τερματικά σύμβολα και το γ είναι μία συμβολοσειρά τερματικών συμβόλων. Για να δείξουμε ότι η
L κατασκευάζεται από γραμματική τύπου-3 αρκεί να δείξουμε πώς πρέπει να αντικατασταθούν οι
παραγωγές A → γ και A → γB από παραγωγές γραμματικών τύπου-3, δηλαδή από παραγωγές της
μορφής A → α ή/και A → αB, όπου το α είναι κάποιο τερματικό σύμβολο της γλώσσας και τα A

και B είναι μη τερματικά σύμβολα της γλώσσας.

΄Εστω λοιπόν μία παραγωγή της μορφής A → γ. Αν |γ| = 1 (το γ αποτελείται από ένα τερματικό
σύμβολο), τότε η παραγωγή είναι ήδη παραγωγή τύπου-3. Αν |γ| = k > 1, έστω ότι γ = α1α2 . . . αk,
όπου τα αi είναι τερματικά σύμβολα της γραμματικής. Στην περίπτωση αυτή εισάγουμε k − 1 νέα
μοναδικά μη τερματικά σύμβολα Ai, i = 1, . . . , k − 1, και αντικαθιστούμε την παραγωγή A → γ με
τις k παραγωγές:

A → α1A1, A1 → α2A2, A2 → α3A3, . . . , Ak−2 → αk−1Ak−1, Ak−1 → αk.

Αντίστοιχα αν έχουμε μία παραγωγή της μορφής A → γB, με |γ| = 1, η παραγωγή αυτή είναι ήδη
παραγωγή τύπου-3. Αν |γ| = m > 1, έστω ότι γ = β1β2 . . . βm, όπου τα βi είναι τερματικά σύμβολα
της γραμματικής. Στην περίπτωση αυτή εισάγουμε m− 1 νέα μοναδικά μη τερματικά σύμβολα Bi,
i = 1, . . . ,m− 1, και αντικαθιστούμε την παραγωγή A → γ με τις m παραγωγές:

A → β1B1, B1 → β2B2, B2 → β3B3, . . . , Bm−2 → βm−1Bm−1, Bm−1 → βmB.

Η γραμματική που προκύπτει από τα τερματικά και μη τερματικά σύμβολα της αρχικής γραμματικής
μαζί με τα νέα μη τερματικά σύμβολα που προσθέσαμε, με αρχικό σύμβολο το αρχικό σύμβολο της
αρχικής γραμματικής, και με παραγωγές τις παραγωγές που δημιουργήσαμε είναι μία γραμματική
τύπου-3 που παράγει τη γλώσσα L. Συνεπώς η L είναι γλώσσα που αναγνωρίζεται από μηχανή
πεπερασμένων καταστάσεων.

Θα δείξουμε την παραπάνω κατασκευή με ένα παράδειγμα. Ας θεωρήσουμε τη γλώσσα L =
{a2i

b
3j | i, j ≥ 1}. Μία γραμματική που είναι της μορφής της εκφώνησης και παράγει την L εί-

ναι η γραμματική Γ = (N,T, P, S) όπου N = {S,A}, T = {a, b} και

P = {S → aaS, S → aaA, A → bbbA, A → bbb}.

Με βάση την κατασκευή που αναλύσαμε παραπάνω, η παραγωγή S → aaS αντικαθιστάται από τις
παραγωγές:

S → aX1, X1 → aS.

΄Ομοια η παραγωγή S → aaA αντικαθιστάται από τις παραγωγές:

S → aX2, X2 → aA.
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Αντίστοιχα η παραγωγή A → bbbA αντικαθιστάται από τις παραγωγές:

A → bX3, X3 → bX4, X4 → bA,

ενώ η παραγωγή A → bbb αντικαθιστάται από τις παραγωγές:

A → bX5, X5 → bX6, X6 → b.

Η γραμματική τύπου-3 που κατασκευάσαμε είναι η γραμματική Γ′ = (N ′, T, P ′, S), όπου N ′ =
{S,A,X1, X2, X3, X4, X5, X6} και

P = {S → aX1, X1 → aS, S → aX2, X2 → aA,

A → bX3, X3 → bX4, X4 → bA,

A → bX5, X5 → bX6, X6 → b}.

�

Πρόβλημα 7 [30 μονάδες] ΄Εστω

Σ =

{[

0

0

]

,

[

0

1

]

,

[

1

0

]

,

[

1

1

]}

.

Με άλλα λόγια το σύνολο Σ περιέχει όλους του πίνακες 2 × 1 με στοιχεία τα 0 και 1. Μία λέξη
με σύμβολα (γράμματα) από το Σ δίνει δύο γραμμές από 0 και 1. Θεωρήστε κάθε γραμμή ως ένα
δυαδικό αριθμό και έστω

C = {w ∈ Σ∗ | η κάτω γραμμή του w είναι τρεις φορές η πάνω γραμμή}.

Για παράδειγμα,

[

0

0

] [

0

1

] [

1

1

] [

0

0

]

∈ C, αλλά

[

0

1

] [

0

1

] [

1

0

]

6∈ C. Δείξτε ότι η γλώσσα

C αναγνωρίζεται από μηχανή πεπερασμένων καταστάσεων.

Λύση: Θα δείξουμε ότι η γλώσσα CR είναι γλώσσα που αναγνωρίζεται από μηχανή πεπερασμέ-
νων καταστάσεων. ΄Εστω x, y οι ανάστροφες λέξεις που αναπαριστούν τους δυαδικούς αριθμούς
που περιέχονται σε μία λέξη w ∈ C: η λέξη x είναι η ανάστροφη λέξη του δυαδικού αριθμού της
πάνω γραμμής και y είναι η ανάστροφη λέξη του δυαδικού αριθμού της κάτω γραμμής. Στη συ-
νέχεια θα ταυτίσουμε τις λέξεις x και y με τους αντίστοιχους δυαδικούς αριθμούς (όταν δηλαδή
θα αναφερόμαστε στο x και το y θα αναφερόμαστε και στις λέξεις x και y, αλλά και στους αντί-
στοιχους δυαδικούς αριθμούς). Παρακάτω θα κατασκευάσουμε μία ΜΠΚ η οποία θα υπολογίζει
ένα-ένα τα ψηφία του 3x και θα τα συγκρίνει με τα αντίστοιχα ψηφία του y. Για να το κάνουμε
αυτό, παρατηρούμε ότι το 3x είναι το άθροισμα του 2x και του x. Η ΜΠΚ που θα κατασκευάσουμε
υπολογίζει ένα-ένα τα ψηφία του 2x, προσθέτει το αντίστοιχο ψηφίο του x, και συγκρίνει το ψηφίο
του αθροίσματος με το αντίστοιχο ψηφίο του y. Τα ψηφία του 2x είναι ακριβώς τα ψηφία του x

με ένα πρόσθετο 0 στην αρχή (θυμηθείτε ότι κοιτάζουμε τη γλώσσα CR και όχι τη γλώσσα C,
και κατά συνέπεια διαβάζουμε τα ψηφία των x και y ξεκινώντας από το λιγότερο σημαντικό ψηφίο†

†Το λιγότερο σημαντικό ψηφίο ενός δυαδικού αριθμού είναι το δεξιότερο ψηφίο του δυαδικού αριθμού, δηλαδή το ψηφίο
των μονάδων του.
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τους). Μόλις διαβάσουμε ένα ψηφίο του x, χρειάζεται να το θυμόμαστε, καθώς θα είναι το επόμενο
ψηφίο του 2x. Επίσης χρειάζεται να θυμόμαστε το κρατούμενο της πρόσθεσης του x με το 2x,
καθώς θα επηρεάσει το άθροισμα των επόμενων ψηφίων του x και του 2x.

Το διάγραμμα της ΜΠΚ που αναγνωρίζει τη γλώσσα CR δίδεται παρακάτω.

ΠΣφραγ ρεπλαςεμεντς

s

[

0

0

]

[

0

0

]

[

0

0

]

[

0

1

]

[

0

1

]

[

1

0

]

[

1

0

]

[

1

1

]

[

1

1

]

[

1

1

]

[

0

0

]

,
[

1

1

]

[

0

0

]

,
[

1

1

]

[

0

1

]

,
[

1

0

]

[

0

1

]

,
[

1

0

]

[

0

1

]

,
[

1

0

]

q00 q01

q10 q11

qπαγίδα

Σ

Η κατάσταση s είναι η αρχική κατάσταση. Οι καταστάσεις qij αντιστοιχούν στις περιπτώσεις όπου i

είναι το τελευταίο ψηφίο του x που διαβάσαμε και j είναι το κρατούμενο του αθροίσματος των ψηφιών
των x και 2x που μόλις προσθέσαμε. Υποθέστε, για παράδειγμα, ότι είμαστε στην κατάσταση q11 (το
τελευταίο ψηφίο του x που διαβάσαμε είναι το 1 και το κρατούμενο είναι επίσης 1) και διαβάζουμε
το γράμμα

[

0

0

]

. Τότε το νέο ψηφίο του 3x είναι το 0, το οποίο ταιριάζει με το ψηφίο του y, το
τελευταίο ψηφίο του x που διαβάσαμε είναι το 0 και το κρατούμενο γίνεται 1. Επομένως η νέα μας
κατάσταση θα είναι η q01. Αν, αντίθετα, το γράμμα που διαβάσαμε ήταν το

[

1

0

]

, τότε το νέο ψηφίο
του 3x είναι 1, το οποίο δεν ταιριάζει με το ψηφίο του y (το οποίο είναι το 0). Η νέα κατάσταση
είναι η κατάσταση παγίδα qπαγίδα.
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Φυσικά πρέπει να αρχικοποιήσουμε τη διαδικασία αυτή, και αυτό γίνεται με τις μεταβάσεις από την
κατάσταση s στις καταστάσεις q00 και q10. Προφανώς, το πρώτο ψηφίο του 2x είναι το 0. Αν το
πρώτο γράμμα της λέξης μας είναι το

[

0

0

]

, τότε το πρώτο ψηφίο του x είναι το 0 και το κρατούμενο
είναι 0. Επίσης χρειάζεται να θυμόμαστε το τελευταίο ψηφίο του x που διαβάσαμε, δηλαδή το 0, το
οποίο και θα είναι το επόμενο ψηφίο του 2x. Αντίστοιχα, αν το πρώτο γράμμα της λέξης μας είναι
το

[

1

1

]

, το πρώτο ψηφίο του x είναι το 1 (και το θυμόμαστε) και το κρατούμενο του αθροίσματος

των πρώτων ψηφίων των x και 2x είναι το 0. Παρατηρήστε ότι αν το πρώτο γράμμα είναι είτε το
[

1

0

]

είτε το
[

0

1

]

, τότε τα λιγότερο σημαντικά ψηφία των 3x και y δεν ταιριάζουν και έτσι πάμε κατευθείαν
στην κατάσταση παγίδα qπαγίδα.

Το τελευταίο πράγμα που πρέπει να ξεκαθαρίσουμε είναι το ποιές είναι οι καταστάσεις αποδοχής.
Προφανώς, στην τελευταία κατάσταση που φτάνουμε αφού έχουμε διαβάσει τη λέξη μας, δεν πρέπει
να έχουμε μη μηδενικό κρατούμενο, καθώς αυτό σημαίνει ότι το 3x έχει ένα ακόμη (μη μηδενικό)
ψηφίο. ΄Ετσι οι καταστάσεις q01 και q11 δεν μπορούν να είναι καταστάσεις αποδοχής. Ακόμη, το
τελευταίο ψηφίο του x που διαβάσαμε δεν μπορεί να είναι το 1, γιατί αυτό επίσης σημαίνει ότι το
3x έχει ένα ακόμη ψηφίο. Από την άλλη μεριά, έχουμε ήδη διαβάσει το τελευταίο ψηφίο του y, το
οποίο σημαίνει ότι το σημαντικότερο ψηφίο‡ του 3x είναι μετά από το σημαντικότερο ψηφίο του y

(με τον όρο «μετά» εννοούμε ότι αντιστοιχεί σε μεγαλύτερη δύναμη του 2). Στην περίπτωση λοιπόν
αυτή, το y δεν μπορεί να είναι τρεις φορές το x, και επομένως η κατάσταση q10 δεν μπορεί να είναι
κατάσταση αποδοχής. Η μόνη κατάσταση αποδοχής της μηχανής μας είναι η q00. �

‡Το σημαντικότερο ψηφίο ενός δυαδικού αριθμού είναι το αριστερότερο μη μηδενικό ψηφίο του δυαδικού αριθμού.
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