
ΕΜ201 - Διακριτά Μαθηματικά 6 Δεκεμβρίου 2005

΄Ασκηση 3

Ημερομηνία Παράδοσης: 21 Δεκεμβρίου 2005

Σημειώσεις:

1. Στις απαντήσεις που θα παραδώσετε σημειώστε στην πρώτη σελίδα το ονοματεπώνυμό σας,
τον αριθμό μητρώου σας, το τμήμα σας καθώς επίσης και σε ποιό ή ποιά μαθήματα είσαστε
εγγεγραμμένοι. Οι φοιτητές του ΤΕΜ που έχετε περάσει στο παρελθόν τη μία από τις δύο ροές
του μαθήματος παρακαλείσθε να το σημειώσετε.

2. Οι φοιτητές του Τμήματος Μαθηματικών που είναι εγγεγραμμένοι μόνο στο μάθημα Μ251 ή οι
εγγεγραμμένοι φοιτητές του ΤΕΜ που έχουν περάσει τα «Διακριτά ΙΙ» και πρόκειται να δώσουν
μόνο τα «Διακριτά Ι» χρειάζεται να παραδώσουν μόνο τις Ασκήσεις 1–5.

Οι φοιτητές του Τμήματος Μαθηματικών που είναι εγγεγραμμένοι μόνο στο μάθημα Μ252 ή οι
εγγεγραμμένοι φοιτητές του ΤΕΜ που έχουν περάσει τα «Διακριτά Ι» και πρόκειται να δώσουν
μόνο τα «Διακριτά ΙΙ» χρειάζεται να παραδώσουν μόνο τις Ασκήσεις 6–10.

3. Η παρούσα άσκηση πρέπει να παραδοθεί το αργότερο μέχρι την αρχή του μαθήματος των Δια-
κριτών ΙΙ της 21ης Δεκεμβρίου, δηλαδή μέχρι τις 15:15. Αργοπορημένες παραδόσεις θα γίνουν
δεκτές μέχρι την αρχή του μαθήματος των Διακριτών Ι της 22ας Δεκεμβρίου, δηλαδή μέχρι
τις 16:15. Οποιαδήποτε αργοπορημένη παράδοση άσκησης θα έχει ως συνέπεια τη μείωση του
βαθμού κατά 20%.

4. Τις ασκήσεις δεν πρέπει να τις γράψετε σε συνεργασία με κάποιο άλλο πρόσωπο, συμφοιτητή
σας ή μη. Σε περίπτωση που διαπιστωθεί αντιγραφή όλοι οι εμπλεκόμενοι φοιτητές θα λάβουν
αρνητικό βαθμό για την εν λόγω άσκηση, κατ΄ απόλυτη τιμή ίσο με τον αριθμό μονάδων της
άσκησης. Σε περίπτωση που χρησιμοποιήσετε αποτελέσματα από κάποιο βιβλίο, το διαδίκτυο ή
οποιαδήποτε άλλη πηγή, θα πρέπει να αναφέρετε ρητά την πηγή σας.

5. Σε περίπτωση που έχετε ερωτήσεις στείλτε μου email στη διεύθυνση: mkaravel@tem.uoc.gr
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Πρόβλημα 1 [20 μονάδες] ΄Εστω L1 και L2 δύο κυκλώματα σε ένα γράφημα G. ΄Εστω a μία
ακμή που ανήκει και στο L1 και στο L2 και έστω b μία ακμή που ανήκει στο L1, αλλά όχι στο L2.
Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα κύκλωμα L3 το οποίο είναι τέτοιο ώστε L3 ⊆ (L1∪L2)\{a} και b ∈ L3.

Πρόβλημα 2 [20 μονάδες] Προσδιορίστε ένα ελάχιστο επικαλύπτον δέντρο για το γράφημα που
φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.
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Πρόβλημα 3 [20 μονάδες] ΄Εστω (A, •) και (B, ∗) δύο αλγεβρικά συστήματα. Το καρτεσιανό
γινόμενο των (A, •) και (B, ∗) είναι ένα αλγεβρικό σύστημα (A×B,�), όπου η � είναι μια διμελής
πράξη τέτοια ώστε για οποιαδήποτε (a1, b1) και (a2, b2) στο A×B

(a1, b1) � (a2, b2) = (a1 • a2, b1 ∗ b2).

Δείξτε ότι το καρτεσιανό γινόμενο δύο ομάδων είναι ομάδα.

Πρόβλημα 4 [20 μονάδες] Η τάξη ενός στοιχείου a σε μία ομάδα ορίζεται ως ο ελάχιστος θε-
τικός ακέραιος m τέτοιος ώστε am = e, όπου e το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας. Αν καμία θετική
δύναμη του a δεν είναι ίση με e, η τάξη του a ορίζεται ως άπειρη. Δείξτε ότι σε μία πεπερασμένη
ομάδα, η τάξη ενός στοιχείου διαιρεί την τάξη της ομάδας.

Πρόβλημα 5 [20 μονάδες] ΄Εστω f και g ομομορφισμοί από μία ομάδα (G, •) σε μία ομάδα
(H, ∗). Δείξτε ότι το αλγεβρικό σύστημα (C, •) είναι μία υποομάδα της (G, •) όπου

C = {x ∈ G | f(x) = g(x)}.
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Πρόβλημα 6 [25 μονάδες] Δεδομένης μιας αριθμητικής συνάρτησης an, έστω

bn =

{

an + an/2 + an/4 + . . . + an/2i n = 2i

0 n 6= 2i

Αν η an είναι O(
√

n), δείξτε ότι η bn είναι O(
√

n log n).

Πρόβλημα 7 [10 μονάδες] Βρείτε μια απλή έκφραση για τη γεννήτρια συνάρτηση της αριθμητι-
κής ακολουθίας

1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, . . .

Πρόβλημα 8 [10 μονάδες] Προσδιορίστε τη διακριτή αριθμητική συνάρτηση που αντιστοιχεί στη
γεννήτρια συνάρτηση:

A(z) =
z5

5− 6z + z2
.

Πρόβλημα 9 [30 μονάδες] Επιλύστε τις ακόλουθες αναδρομικές σχέσεις:

(αʹ) [15 μονάδες] an − 2an−1 + 2an−2 − an−3 = 0, δεδομένου ότι a0 = 2, a1 = 1 και a2 = 1.

(βʹ) [15 μονάδες] an − 7an−1 + 10an−2 = n23n, δεδομένου ότι a0 = 0 και a1 = 4.

Πρόβλημα 10 [25 μονάδες] Επιλύστε την αναδρομική σχέση

an + 5an−1 + 6an−2 = f(n),

όπου

f(n) =

{

0 n = 0, 1, 5

6 αλλιώς

δεδομένου ότι a0 = a1 = 0.

Σύνολο μονάδων: 200
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