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ÊåöÜëáéï 1Ó�ïé÷åéþäçò Óõíäõáó�éêÞ1.1 ÅéóáãùãÞÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá ðåñéãñÜøïõìå ìåñéêïýò ó�ïé÷åéþäåéò �ñüðïõò íá ìå�ñÜìåðåðåñáóìÝíá áí�éêåßìåíá Þ ãåãïíü�á. ¼�áí ìå�ñÜìå ÷ñçóéìðïðïéïýìå ðïëýóõ÷íÜ, ó÷åäüí ðÜí�á üìùò ÷ùñßò íá �ï áíáöÝñïõìå ñç�Ü, �ïõò ðáñáêÜ�ù äýïâáóéêïýò êáíüíåò:Êáíüíáò �ïõ áèñïßóìá�ïò: Áí Ýíá ãåãïíüò ìðïñåß íá óõìâåß êá�Ü m �ñüðïõòêáé Ýíá Üëëï ãåãïíüò ìðïñåß íá óõìâåß êá�Ü n �ñüðïõò, �ü�å õðÜñ÷ïõí m + n�ï ðëÞèïò �ñüðïé êá�Ü �ïõò ïðïßïõò Ýíá áðü �á äýï ãåãïíü�á ìðïñåß íá óõìâåß.Êáíüíáò �ïõ ãéíïìÝíïõ: Áí Ýíá ãåãïíüò ìðïñåß íá óõìâåß êá�Ü m �ñüðïõòêáé Ýíá Üëëï ãåãïíüò ìðïñåß íá óõìâåß êá�Ü n �ñüðïõò, �ü�å õðÜñ÷ïõí m · n �ïðëÞèïò �ñüðïé êá�Ü �ïõò ïðïßïõò êáé �á äýï ãåãïíü�á ìðïñïýí íá óõìâïýí.�áñÜäåéãìá 1.1: Áò õðïèÝóïõìå ü�é ó�ï �áíåðéó�Þìéï õðÜñ÷ïõí 7 ìáèÞìá�áðñùúíÜ êáé 5 ìáèÞìá�á áðïãåõìá�éíÜ. �üóåò åðéëïãÝò Ý÷åé Ýíáò óðïõäáó�Þò ãéáíá ðÜñåé 1 ðñùúíü êáé 1 áðïãåõìá�éíü ìÜèçìá; �üóåò Ý÷åé Ýíáò Üëëïò óðïõäáó�Þòðïõ åíäéáöÝñå�áé íá ðÜñåé Ýíá ìüíï ìÜèçìá (áäéáöïñþí�áò ãéá áðüãåõìá Þ ðñùß);Ëýóç. ÕðÜñ÷ïõí 7 × 5 = 35 åðéëïãÝò ãéá Ýíá óðïõäáó�Þ ðïõ èÝëåé íá ðÜñåé1 ðñùéíü êáé 1 áðïãåõìá�éíü ìÜèçìá. Åíþ ãéá Ýíá óðïõäáó�Þ ðïõ èÝëåé íá ðÜñåéìüíï 1 ìÜèçìá (áäéáöïñþí�áò ãéá áðüãåõìá Þ ðñùß) õðÜñ÷ïõí 7 + 5 åðéëïãÝò.Áí áðü ìßá óõëëïãÞ n áí�éêåéìÝíùí èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå r ÷ùñßò íá Ý÷åéóçìáóßá ç óåéñÜ åðéëïãÞò, �ü�å ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ åßíáé äõíá�ü íáãßíåé áõ�ü êáëåß�áé áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝíùí áðün áí�éêåßìåíá êáé óõìâïëßæå�áé ìå C (n; r). Åíáëëáê�éêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé �ïóõìâïëéóìü (nr) (ðñïöÝñå�áé: n áíÜ r Þ r áðü n), áí�ß �ïõ C (n; r) :Áí ðÜëé áðü ìßá óõëëïãÞ n áí�éêåéìÝíùí èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå r êáé íá �áó�ïé÷ßóïõìå �ï Ýíá êá�üðéí �ïõ Üëëïõ, �ü�å ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñåßíá ãßíåé áõ�ü êáëåß�áé áñéèìüò �ùí äéá�Üîåùí r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝíùí áðü náí�éêåßìåíá êáé óõìâïëßæå�áé ìå P (n; r).Åßíáé ó÷å�éêÜ áðëü íá õðïëïãßóïõìå �ï P (n; r). ÕðÜñ÷ïõí n äõíá�ïß �ñüðïé1



2 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÓÔÏÉ×ÅÉÙÄÇÓ ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇíá åðéëåãåß �ï ðñþ�ï áðü �á r áí�éêåßìåíá, n− 1 �ñüðïé íá åðéëåãåß �ï äåý�åñï,ê.ï.ê. Ýùò �ï �åëåõ�áßï, ãéá �ï ïðïßï õðÜñ÷ïõí n − r + 1 �ñüðïé íá åðéëåãåß.ÅðïìÝíùò ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí äéá�Üîåùí åßíáé:P (n; r) = n (n− 1) : : : (n− r + 1) =
n!

(n− r)! : (1.1)¸íá Üìåóï óõìðÝñáóìá �ïõ �ýðïõ (1.1) åßíáé ü�é õðÜñ÷ïõí r! �ñüðïé íá äéá�Üîïõìår áí�éêåßìåíá, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí r! áí�éìå�áèÝóåéò r áí�éêåéìÝíùí.Áò ðñï÷ùñÞóïõìå �þñá êáé ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ C (n; r). �áñá�çñïýìå ü�éP (n; r) = P (r; r) ·C (n; r). Ï �ýðïò áõ�üò éó÷ýåé äéü�é ïé äéá�Üîåéò ðñïêýð�ïõíáðü �ïõò óõíäõáóìïýò èåùñþí�áò ãéá �ïí êÜèå óõíäõáóìü �ïõò äéáöïñå�éêïýò�ñüðïõò êá�Ü �ïõò ïðïßïõò ìðïñïýí íá áí�éìå�á�åèïýí �á áí�éêåßìåíÜ �ïõ. ÌåâÜóç �ïí �ýðï (1.1) �þñá ðñïêýð�åé:C (n; r) =
n!r! (n− r)! =

n (n− 1) : : : (n− r + 1)r! : (1.2)�áñÜäåéãìá 1.2: Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí 3 åîå�Üóåéò íá ðñïãñáììá�éó�ïýíìÝóá óå ìéá ðåñßïäï 5 çìåñþí, Ý�óé þó�å íá ìçí Ý÷ïõìå äõï åîå�Üóåéò �çí ßäéáçìÝñá;Ëýóç. ÅðåéäÞ ðñüêåé�áé ãéá óõãêåêñéìÝíåò åîå�Üóåéò, åßíáé öáíåñü ü�é Ý÷åéóçìáóßá êáé ç óåéñÜ ðïõ èá ãßíïõí áõ�Ýò. ¢ñá ç áðÜí�çóç åßíáé P (5; 3) = 60.�áñÜäåéãìá 1.3: Ìå ðüóïõò �ñüðïõò Ýíáò ìÜãåéñáò ìðïñåß íá ðñïãñáììá�ßóåéêá�Ü �ç äéÜñêåéá ìéáò åâäïìÜäáò 3 ãåýìá�á ìå êñÝáò;Ëýóç. ÅðåéäÞ äåí êáèïñßæïí�áé �á ãåýìá�á êñÝá�ïò, ç áðÜí�çóç åßíáé ï áñéèìüò�ùí óõíäõáóìþí 3 çìåñþí áðü �éò 7, äçëáäÞ C (7; 3) = 35.1.2 Äéùíõìéêïß Óõí�åëåó�ÝòÅßíáé öáíåñü ü�é �ï (1 + x)n åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n. �éá íá âñïýìå�ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xr ó�ï ðïëõþíõìï áõ�ü áñêåß íá âñïýìå �ïí áñéèìü �ùí�ñüðùí íá åðéëÝîïõìå r áðü �ïõò n üñïõò x ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ï ãéíüìåíï
(1 + x) : : : (1 + x) (n öïñÝò).¼ðùò åßäáìå ï áñéèìüò áõ�üò åßíáé ï C (n; r). ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò �ïõxr ó�ï ðïëõþíõìï (1 + x)n åßíáé ï C (n; r). �éá �ï ëüãï áõ�ü ïé áñéèìïß C (n; r)êáëïýí�áé äéùíõìéêïß óõí�åëåó�Ýò. Ï �ýðïò

(1 + x)n =

n
∑r=0

C (n; r)xr (1.3)êáëåß�áé áíÜð�õãìá �ïõ äéùíýìïõ �ïõ Newton.ÈÝ�ïí�áò x = s=t ó�ïí �ýðï (1.3) ðñïêýð�åé, ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç �ùí ðñÜîåùí,ï �ýðïò
(s+ t)n =

n
∑r=0

C (n; r) srtn−r: (1.4)



1.2. ÄÉÙÍÕÌÉÊÏÉ ÓÕÍÔÅËÅÓÔÅÓ 3�áñÜäåéãìá 1.4: Íá õðïëïãéóèåß ï ó�áèåñüò üñïò ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ (x2 + 1x)12.Ëýóç. Óýìöùíá ìå �ïí (1.4) Ý÷ïõìå:
(x2 +

1x)12

=

12
∑r=0

C (12; r) (x2
)r ( 1x)12−r

=

12
∑r=0

C (12; r)x3r−12:Ï ó�áèåñüò üñïò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x0. ¢ñá èÝ�ïõìå 3r − 12 = 0, äçëáäÞr = 4 êáé åðïìÝíùò ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé C (12; 4) = 495.Áðü �ïí (1.2) ðñïêýð�åé áìÝóùò ü�éC (n; r) = C (n; n− r) : (1.5)Åðßóçò ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß áëãåâñéêÜ ü�é:C (n; r) = C (n− 1; r) + C (n− 1; r − 1) : (1.6)�éá íá áðïäåßîïõìå �ïí (1.6) ü÷é áëãåâñéêÜ, áëëÜ ìå óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�áóêåö�üìáó�å ùò åîÞò: ãéá íá åðéëÝîïõìå r áí�éêåßìåíá áðü n, ó�áèåñïðïéïýìåÝíá áí�éêåßìåíï êáé ó�ç óõíÝ÷åéá åß�å åðéëÝãïõìå r áí�éêåßìåíá áðü �á õðüëïéðán − 1, åß�å åðéëÝãïõìå r − 1 áí�éêåßìåíá áðü �á õðüëïéðá n − 1 êáé ðáßñíïõìåêáé áõ�ü ðïõ Ý÷ïõìå ó�áèåñïðïéÞóåé.Ï �ýðïò (1.6) ïäçãåß ó�çí êá�Üó�ñùóç �ùí ðñÜîåùí ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ïõ C (n; r) ðïõ åßíáé ãíùó�Þ ùò �ñßãùíï �ïõ Pas
al. Ó�çí êá�Üó�ñùóç áõ�Þõðïëïãßæïõìå �ïí áñéèìü ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíáí êüìâï �ïõ �ñéãþíïõ ðñïóèÝ�ïí�áò�ïõò áñéèìïýò �ùí äõï ðëçóéÝó�åñùí áðü �á ðÜíù êüìâùí �ïõ �ñéãþíïõ (Ó÷.1.1). Ïé áêñáßïé êüìâïé ðáßñíïõí üëïé �çí �éìÞ 1: ÔÝëïò ìéá Üëëç ÷ñÞóéìç
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nr C (n− 1; r − 1) : (1.7)



4 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÓÔÏÉ×ÅÉÙÄÇÓ ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇ�éá íá áðïäåßîïõìå �çí (1.7) ìå óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á óêåö�üìáó�å ùò åîÞò:ãéá íá åðéëÝîïõìå r áí�éêåßìåíá, áñêåß íá åðéëÝîïõìå Ýíá êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íáåðéëÝîïõìå r− 1 áðü �á n− 1. ÕðÜñ÷ïõí n �ñüðïé ãéá �çí åðéëïãÞ �ïõ åíüò êáéC (n− 1; r − 1) �ñüðïé ãéá �çí åðéëïãÞ �ùí r − 1. Êá�' áõ�üí �ïí �ñüðï üìùòåßíáé óá íá £ìå�ñÜìå¤ êáé ðïéü åßíáé �ï ðñþ�ï áðü �á r åðéëåãÝí�á áí�éêåßìåíá.Ï áñéèìüò üìùò C (n; r) äå ìå�ñÜ äéá�Üîåéò. ¢ñá ãéá íá Ý÷ïõìå �ï óùó�üáðï�Ýëåóìá áñêåß íá äéáéñÝóïõìå ìå r. Áóöáëþò, ï �ýðïò (1.7) ìðïñåß åýêïëáíá áðïäåé÷èåß áëãåâñéêÜ ìå âÜóç �ïí (1.2).Åðßóçò, åðáíáëáìâÜíïí�áò �ïí (1.6), ðáßñíïõìå åýêïëá �ïí �ýðï:
(n+ r + 1r )

=

r
∑k=0

(n+ kk ) (1.8)ÔÝëïò áðü �ïí (1.8) ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå:
(n+ 1r + 1

)

=
n
∑k=r(kr): (1.9)�ñÜãìá�é, (n+1r+1

)

=
(n+1n−r) ìå âÜóç �ïí (1.5). ÁëëÜ:

(n+ 1n− r) =

(r + (n− r) + 1n− r )

=
n−r
∑k=0

(r + kk )ìå âÜóç �ïí (1.8).Ôþñá �ï æç�ïýìåíï áðïäåéêíýå�áé ðáñá�çñþí�áò ü�é:n−r
∑k=0

(r + kk )

=

n−r
∑k=0

(r + kr )

=

n
∑k=r(kr):Ï �ýðïò C (n; r) = n(n−1):::(n−r+1)r! áðïäåß÷èçêå ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é �á nêáé r åßíáé öõóéêïß áñéèìïß êáé n ≥ r (óå áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò Ý÷åé íüçìáíá ìéëÜìå ãéá åðéëïãÞ r áí�éêåéìÝíùí áðü n). Åßíáé äõíá�ü üìùò íá ïñßóïõìå�ïõò äéùíõìéêïýò óõí�åëåó�Ýò êáé ãéá �éò ðåñéð�þóåéò üðïõ �ï n åßíáé �õ÷üíðñáãìá�éêüò. ÈÝ�ïõìå ëïéðüí:C (n; r) =

n (n− 1) : : : (n− r + 1)r! ; n ∈ R & r ∈ N: (1.10)Ó�ï âéâëßï áõ�ü, äå èá äþóïõìå ïñéóìü ãéá �ï C (n; r) ü�áí r =∈ N.Åßíáé åýêïëï íá äéáðéó�ùèåß (Üóêçóç!) ü�é C (−1; r) = (−1)
r êáé C (−2; r) =

(−1)
r
(r + 1) : Åðßóçò,

(− 1
2r ) =

(

− 1
2

) : : : (− 1
2 − r + 1

)r! =
(−1)

r · 2−r · 1 · 3 · : : : · (2r − 1)r! =

=
(−1)r · 2−r · 2−r · (2r)!

(r!)2 =
(−1)r · 2−2r · (2r)!

(r!)2
= (−1)

r · 2−2r ·(2rr ):



1.3. ÏÌÁÄÅÓ ÌÇ ÄÉÁÊÅÊÑÉÌÅÍÙÍ ÁÍÔÉÊÅÉÌÅÍÙÍ 5Áêüìç, ü�áí n < 0 éó÷ýåé ü�é (áðïäåßî�å �ï!):
(nr) = (−1)

r (r − n− 1r ); r ∈ N: (1.11)Ó�ç Ìáèçìá�éêÞ ÁíÜëõóç áðïäåéêíýå�áé ü�é áí n ∈ R êáé |x| < 1, ç óåéñÜ
∞
∑r=0

C (n; r)xr óõãêëßíåé áðïëý�ùò ó�çí (1 + x)n. ¢ñá Ý÷ïõìå �ï ãåíéêåõìÝíïäéùíõìéêü �ýðï:
(1 + x)n =

∞
∑r=0

C (n; r) xr; n ∈ R & |x| < 1: (1.12)Åðßóçò ïé �ýðïé (1.5) { (1.8), êáèþò êáé Üëëïé áí�ßó�ïé÷ïé ìå áõ�ïýò, éó÷ýïõíêáé ó�çí ðåñßð�ùóç n ∈ R. Áõ�ü áðïäåéêíýå�áé åýêïëá áí åñìçíåýóïõìå �ïõò�ýðïõò áõ�ïýò óáí éóü�ç�åò ðïëõùíýìùí âáèìïý r �çò ìå�áâëç�Þò n, ïé ïðïßåòéó÷ýïõí ãéá �éò Üðåéñåò �éìÝò n = r; r+1; : : : �ñÜãìá�é, ìßá éóü�ç�á ðïëõùíýìùíâáèìïý r ðïõ åðáëçèåýå�áé ãéá r + 1 Þ ðåñéóóü�åñåò (äéáöïñå�éêÝò) �éìÝò éó÷ýåéãéá êÜèå ðñáãìá�éêÞ �éìÞ.�ñï�ïý êëåßóïõìå �çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ èá áíáöÝñïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç �ïí�ýðï �ïõ Stirling
limn→+∞

n!√
2�n (ne )n = 1 (1.13)üðïõ e ç âÜóç �ùí öõóéêþí ëïãáñßèìùí.�ñÝðåé íá óçìåéþóïõìå ü�é ðáñÜ �ï ãåãïíüò ü�é ç äéáöïñÜ ∣∣n! −

√
2�n (ne )n∣∣áðïêëßíåé ó�ï Üðåéñï, ç Ýêöñáóç √

2�n (ne )n åßíáé ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ãéá �ïn!, áêüìç êáé ãéá ìéêñÝò �éìÝò �ïõ n.Ï �ßíáêáò 1.1 äåß÷íåé �éò 10 ðéï âáóéêÝò �áõ�ü�ç�åò ðïõ éó÷ýïõí ó�ïõòäéùíõìéêïýò óõí�åëåó�Ýò. Áðïäåßî�å ìå óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á üóåò äåíÝ÷ïõí Þäç áðïäåé÷èåß.1.3 ÏìÜäåò Ìç ÄéáêåêñéìÝíùí Áí�éêåéìÝíùí¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå n áí�éêåßìåíá ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü t ïìÜäåò ìå ðëçèõóìïýòq1; q2; : : : ; qr, áí�ßó�ïé÷á. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �á áí�éêåßìåíá êÜèå ïìÜäáò äåíåßíáé äéáêåêñéìÝíá ìå�áîý �ïõò (óáí ìðßëéåò �ïõ ßäéïõ ÷ñþìá�ïò). Ôü�å õðÜñ÷ïõín!q1!q2! : : : qt! (1.14)�ñüðïé íá �á äéá�Üîïõìå. �ñÜãìá�é, n! åßíáé üëïé ïé �ñüðïé äéÜ�áîçò áí �ááí�éêåßìåíá èåùñçèïýí äéáêåêñéìÝíá. Ó�çí ðåñßð�ùóç �þñá �ùí ïìÜäùí ìå ìçäéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá ðñÝðåé íá äéáéñÝóïõìå �ï n! ìå �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþíäéá�Üîåùí ðïõ äçìéïõñãïýí�áé åî áé�ßáò �çò õðïèÝóåùò ü�é �á áí�éêåßìåíá äåíåßíáé äéáêåêñéìÝíá. Ï áñéèìüò áõ�üò åßíáé q1!; q2!; : : : ; qr!.�áñÜäåéãìá 1.5: �ïéü åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí äéá�Üîåùí ãñáììÜ�ùíðïõ ö�éÜ÷íïí�áé áðü �á ãñÜììá�á ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó�ç Ýêöñáóç £ìéá ðÜðéá ìáðïéÜ ðÜðéá¤;



6 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÓÔÏÉ×ÅÉÙÄÇÓ ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇ
(nr) = n!r!(n−r)! áêÝñáéïé n ≥ r ≥ 0,
(nr) =

( nn−r) áêÝñáéïé n ≥ r ≥ 0,
(nr) = nr(n−1r−1

) áêÝñáéïò r > 0, ðñáãìá�éêüò n,
(nr) =

(n−1r ) +
(n−1r−1

) áêÝñáéïò r > 0, ðñáãìá�éêüò n,
(nr) = (−1)r (r−n−1r ) áêÝñáéïò r ≥ 0, ðñáãìá�éêüò n,
(nm)(mr ) =

(nr)(n−rm−r) áêÝñáéïé m ≥ r ≥ 0, ðñáãìá�éêüò n,
(x + y)n =

n
∑r=0

(nr)xryn−r áêÝñáéïò n ≥ 0, ðñáãìá�éêïß x; y,
(1 + x)n =

∞
∑k=0

(nk)xk ðñáãìá�éêïß n; x, |x| < 1;
(n+r+1r )

=
n
∑k=0

(n+kk ) áêÝñáéïé r; n ≥ 0,
(n+1r+1

)

=
n
∑k=0

(kr) áêÝñáéïé r; n ≥ 0,
(n+mr ) =

r
∑k=0

(nk)( mr−k) áêÝñáéïò r ≥ 0, ðñáãìá�éêïß n;m,�ßíáêáò 1.1: ÂáóéêÝò �áõ�ü�ç�åò �ùí äéùíõìéêþí óõí�åëåó�þíËýóç. �áñá�çñïýìå ü�é:õðÜñ÷ïõí q1 = 2 ãñÜììá�á åßäïõò \ì"," q2 = 4 " " \é" ," q3 = 7 " " \á"," q4 = 5 " " \ð" ," q5 = 1 " " \ï".



1.4. ÓÕÍÄÕÁÓÌÏÉ ÊÁÉ ÄÉÁÔÁÎÅÉÓ ÌÅ Å�ÁÍÁËÇØÇ 7¢ñá óõíïëéêÜ õðÜñ÷ïõí
19!

2!4!7!5!1!
= 4:190:266:080äéá�Üîåéò ãñáììÜ�ùí.�áñÜäåéãìá 1.6: Íá áðïäåé÷èåß ü�é �ï (k!)! äéáéñåß�áé áêñéâþò áðü �ï (k!)(k−1)!.Ëýóç. Èåùñïýìå k! áí�éêåßìåíá êáé �á ÷ùñßæïõìå óå (k − 1)! ïìÜäåò ìå k ìçäéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá ç êÜèå ìßá. Ôï ðëÞèïò �ùí óõíäõáóìþí �ùí áí�éêåéìÝíùíáõ�þí åßíáé (k!)!

(k!)(k−1)! . Ï áñéèìüò üìùò áõ�üò ðñÝðåé íá åßíáé áêÝñáéïò.1.4 Óõíäõáóìïß êáé Äéá�Üîåéò ìå ÅðáíÜëçøçÕðÜñ÷ïõí nr äéá�Üîåéò r áí�éêåéìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá ü�áí åðé�ñÝðïí�áéåðáíáëçð�éêÝò åìöáíßóåéò �ùí áí�éêåéìÝíùí. �ñÜãìá�é, Ý÷ïõìå n åðéëïãÝò ãéá �ïðñþ�ï áí�éêåßìåíï, ïìïßùò n ãéá �ï äåý�åñï, ê.ï.ê. ìÝ÷ñé �ï r-ïó�ü áí�éêåßìåíï.�áñÜäåéãìá 1.7: Íá õðïëïãéó�åß ðüóïé áñéèìïß ìå�áîý 1 êáé 1010 ðåñéÝ÷ïõí�ï øçößï 1.Ëýóç. ÅðåéäÞ �á äéÜöïñá �ïõ 1 øçößá åßíáé 9, ìå âÜóç �çí ðñïçãïýìåíç ðáñÜ-ãñáöï ïé áñéèìïß ìå�áîý 0 êáé 9.999.999.999 ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �ï øçößï 1 åßíáé
910. ¢ñá ìå�áîý 1 êáé 1010 õðÜñ÷ïõí 910−1 áñéèìïß ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �ï øçößï1. ÅðïìÝíùò, ó�ï ßäéï äéÜó�çìá, õðÜñ÷ïõí 1010 − 910 + 1 áñéèìïß ðïõ ðåñéÝ÷ïõí�ï øçößï 1.�åñéóóü�åñï åíäéáöÝñïõóá åßíáé ç ðåñßð�ùóç �ùí óõíäõáóìþí r áí�éêåéìÝíùíáðü n áí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç. �áñá�çñÞó�å ü�é äéáéñþí�áò áðëþò �ï nr (ðïõåßíáé ï áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí) ìå r! äåí ðáßñíïõìå �ïí áñéèìü �ùí äéá�Üîåùíêáé áõ�ü äéü�é åðé�ñÝðå�áé Ýíáò áðñïóäéüñéó�ïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùí �ïõ ßäéïõáí�éêåéìÝíïõ.�éá íá õðïëïãßóïõìå �ïí áñéèìü �ùí óõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç èåùñïýìå ü�é�ï óýíïëï �ùí áí�éêåéìÝíùí áðü üðïõ ãßíå�áé ç åðéëïãÞ �ïõ óõíäõáóìïý åßíáé ïéáñéèìïß {1; : : : ; n} êáé óêåö�üìáó�å ùò åîÞò: Ýíáò óõíäõáóìüò r áí�éêåéìÝíùíáðü n ìå åðáíÜëçøç åßíáé ìßá áêïëïõèßá x1; : : : ; xr üðïõ 1 ≤ xi ≤ n êáé xi ≤ xjü�áí 1 ≤ i ≤ j ≤ r. Ç áðåéêüíéóç üìùò

(x1; x2; : : : ; xr) → (x1 + 0; x2 + 1; : : : ; xr + r − 1)åßíáé ìéá 1-1 êáé åðß áðåéêüíéóç áðü �ï óýíïëï �ùí ìç öèßíïõóùí áêïëïõèéþí ìå rüñïõò áðü �ï {1; : : : ; n} ó�ï óýíïëï �ùí ãíçóßùò áõîïõóþí áêïëïõèéþí ìå üñïõòáðü �ï {1; : : : ; n+ r − 1}. Ôï óýíïëï üìùò �ùí ãíçóßùò áõîïõóþí áêïëïõèéþír üñùí áðü �ï {1; : : : ; n+ r − 1} Ý÷åé ðëçèéêü áñéèìü ßóï ìå �ïí áñéèìü �ùíóõíäõáóìþí ÷ùñßò åðáíÜëçøç r áí�éêåéìÝíùí áðü n+ r− 1 áí�éêåßìåíá. Óõìðå-ñáßíïõìå ëïéðüí �åëéêÜ ü�é ï áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí r áí�éêåéìÝíùí áðü náí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç åßíáé C (n+ r − 1; r).�áñÜäåéãìá 1.8: �üóåò æáñéÝò õðÜñ÷ïõí ó�ï �Üâëé;



8 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÓÔÏÉ×ÅÉÙÄÇÓ ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇËýóç. Ï áñéèìüò �ùí æáñéþí ó�ï �Üâëé åßíáé ï óõíäõáóìüò (åðåéäÞ äåí åíäéáöÝñåéç óåéñÜ ðïõ ðÝö�ïõí �á æÜñéá) 2 áí�éêåéìÝíùí áðü 6, äçëáäÞC (6 + 2 − 1; 2) = C (7; 2) = 21:�áñÜäåéãìá 1.9: �üóåò öïñÝò èá åê�åëåó�åß ç åí�ïëÞ writeln ó�ï ðéï êÜ�ù�ìÞìá åíüò ðñïãñÜììá�ïò Pas
al;For i := 1 to 20 doFor j := 1 to i doFor k := 1 to j dowriteln (i*j+k);Ëýóç. Óõìðåñáßíïõìå áðü �ïõò óõí�áê�éêïýò êáíüíåò �çò åí�ïëÞò For ü�é êÜèåöïñÜ ðïõ èá åê�åëåß�áé ç åí�ïëÞ writeln éó÷ýåé ç óõíèÞêç 1 ≤ k ≤ j ≤ i ≤ 20.Æç�Üìå ëïéðüí íá âñïýìå �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí íá óõíäõÜóïõìå �á i; j; k,åðé�ñÝðïí�áò åðáíáëÞøåéò, ìå �éìÝò áðü 1; 2; : : : ; 20.Áõ�üò åßíáé (20+3−1
3

)

= 1540. ÅðïìÝíùò ç åí�ïëÞ writeln èá åê�åëåó�åß 1540öïñÝò.1.5 ÕðïóýíïëáÕðÜñ÷ïõí 2n − 1 �ñüðïé íá åðéëÝîïõìå Ýíá Þ ðåñéóóü�åñá áí�éêåßìåíá áðü náí�éêåßìåíá, ÷ùñßò åðáíÜëçøç êáé ÷ùñßò íá £ìå�ñÜåé¤ ç äéÜ�áîç. �ñÜãìá�é,õðÜñ÷ïõí äýï åðéëïãÝò ãéá �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíï: íá �ï äéáëÝîïõìå Þ ü÷é.Äýï åðßóçò åðéëïãÝò ãéá �ï äåý�åñï, ê.ï.ê. ìÝ÷ñé �ï �åëåõ�áßï. Ï üñïò −1åìöáíßæå�áé ãéá íá áðïêëåßóïõìå �çí ðåñßð�ùóç üðïõ êáíÝíá áí�éêåßìåíï äåíåðéëÝãå�áé.Åðßóçò, åðåéäÞ õðÜñ÷ïõí C (n; k) �ñüðïé ãéá íá åðéëÝîïõìå k áí�éêåßìåíá áðün, ìå âÜóç �á ðñïçãïýìåíá êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�é:
2n − 1 =

n
∑k=1

C (n; k);Þ áëëéþò
2n =

n
∑k=0

C (n; k): (1.15)Ï ðáñáðÜíù �ýðïò áðïäåéêíýå�áé åýêïëá êáé áëëéþò: áí ó�ïí (1.3) èÝóù x = 1.Áí �þñá �á áí�éêåßìåíá áðï�åëïýí�áé áðü t ïìÜäåò, ìå ìç äéáêåêñéìÝíáó�ïé÷åßá ç êÜèå ìßá, ïé ïðïßåò áðï�åëïýí�áé áðü q1; : : : ; qt ó�ïé÷åßá, áí�ßó�ïé÷á,�ü�å ï áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí åíüò Þ ðåñéóóü�åñùí áí�éêåéìÝíùí éóïý�áé ìå
(q1 + 1) (q2 + 1) : : : (qt + 1) − 1: (1.16)�ñÜãìá�é, õðÜñ÷ïõí q+1 �ñüðïé íá äéáëÝîïõìå áí�éêåßìåíá áðü �çí ðñþ�ç ïìÜäá:íá äéáëÝîïõìå 1 Þ 2 Þ ... Þ q1 Þ êáíÝíá. Ôï åðé÷åßñçìá óõíå÷ßæå�áé üðùò êáéó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ 2n.



1.6. ÄÉÁÍÏÌÅÓ ÁÍÔÉÊÅÉÌÅÍÙÍ ÓÅ Õ�ÏÄÏ×ÅÓ 9�áñÜäåéãìá 1.10: Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáéñå�þí �ïõ 180.Ëýóç. 180 = 22 · 32 · 5. �ñïöáíþò ïé äéáéñÝ�åò ó÷çìá�ßæïí�áé áðü óõíäõáóìïýòáðü �éò åîÞò ïìÜäåò: 1ç ïìÜäá : {2,2}2ç ïìÜäá : {3,3}3ç ïìÜäá : {5}¢ñá ï áñéèìüò �ùí äéáéñå�þí åßíáé (2 + 1) · (2 + 1) · (1 + 1) = 18 (ï üñïò −1 äåíåìöáíßæå�áé äéü�é áí�éó�ïé÷åß ó�ï óõíäõáóìü 203050 = 1 êáé �ï 1 åßíáé äéáéñÝ�çò�ïõ 180).1.6 ÄéáíïìÝò Áí�éêåéìÝíùí óå Õðïäï÷ÝòÁò õðïèÝóïõìå ü�é �ïðïèå�ïýìå r äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá êáé n äéáêåêñéìÝíåòõðïäï÷Ýò. Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá êá�áíåßìïõìå �á áí�éêåßìåíá ó�éò õðïäï÷Ýòåßíáé nr. �ñÜãìá�é, áí èåùñÞóïõìå ü�é ç �ïðïèÝ�çóç �ïõ ðñþ�ïõ áí�éêåéìÝíïõéóïäõíáìåß ìå åðéëïãÞ �çò áí�ßó�ïé÷çò õðïäï÷Þò, âëÝðïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïòáñéèìüò éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí äéá�Üîåùí ìå åðáíÜëçøç r áí�éêåéìÝíùí áðün, ï ïðïßïò ãíùñßæïõìå ü�é éóïý�áé ìå nr. �áñá�çñÞó�å ü�é ó�çí ðáñáðÜíùáñßèìçóç äå ìå�ñÜåé ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá �á áí�éêåßìåíá åìöáíßæïí�áé ó�çí êÜèåõðïäï÷Þ.�éá íá õðïëïãßóïõìå �þñá �ïí áñéèìü �ùí äéáíïìþí ü�áí ìå�ñÜåé ç óåéñÜ�ïðïèÝ�çóçò �ùí áí�éêåéìÝíùí óå êÜèå õðïäï÷Þ óêåö�üìáó�å �éò n õðïäï÷Ýò óáín äéáó�Þìá�á áíÜìåóá óå n + 1 äéáäï÷éêÜ óçìåßá óå ìéá åõèåßá üðïõ èá ðñÝðåéíá �ïðïèå�çèïýí �á r áí�éêåßìåíá. Ôï ðñþ�ï áðü áõ�Ü �á óçìåßá ðñÝðåé ðÜí�áíá �ïðïèå�çèåß ó�çí áñ÷Þ êáé �ï �åëåõ�áßï ó�ï �Ýëïò. ¢ñá åßíáé �á õðüëïéðán − 1 óçìåßá ðïõ èá ðñÝðåé íá äéá÷ùñßóïõí �á r áí�éêåßìåíá �á ïðïßá åßíáéäéáêåêñéìÝíá. Ôá n− 1 óçìåßá ðïõ ïñßæïõí �éò õðïäï÷Ýò åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíá,ÓõíïëéêÜ ëïéðüí õðÜñ÷ïõí n − 1 + r áí�éêåßìåíá ðïõ ðñÝðåé íá ìå�ñÞóïõìå �éòäéá�Üîåéò �ïõò. Ìå âÜóç �ïí (1.14) ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé
(n+ r − 1)!

(n− 1)!
= (n+ r − 1) (n+ r − 2) : : : n: (1.17)ÕðÜñ÷åé êáé Üëëïò �ñüðïò íá êá�áëÞîïõìå ó�ï ßäéï áðï�Ýëåóìá: ÕðÜñ÷ïõí nõðïøÞöéåò õðïäï÷Ýò ãéá �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíï. Áò öáí�áó�ïýìå �þñá ü�é ç�ïðïèÝ�çóç �ïõ ðñþ�ïõ áí�éêåéìÝíïõ äéáéñåß �çí áí�ßó�ïé÷ç õðïäï÷Þ óå äõïäéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò ìÝñç. Ï áñéèìüò �ùí õðïøÞöéùí õðïäï÷þí ãéá �ïäåý�åñï áí�éêåßìåíï áõîÜíå�áé Ý�óé óå n + 1. Óõíå÷ßæïõìå ìå áõ�ü �ïí �ñüðïìÝ÷ñé �ï r-ïó�ü áí�éêåßìåíï ãéá �ï ïðïßï õðÜñ÷ïõí n+r−1 õðïøÞöéåò õðïäï÷Ýò.Áò åîå�Üóïõìå �þñá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ �á r áí�éêåßìåíá åßíáé ìç äéáêåêñé-ìÝíá. ÕðÜñ÷ïõí áñêå�ïß �ñüðïé ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí�ïðïèÝ�çóçò �ùí áí�éêåéìÝíùí óå n õðïäï÷Ýò. Ï ðéï áðëüò åßíáé íá äéáéñÝóïõìå�ïí �ýðï ðïõ äßíåé �ïí áñéèìü �ùí äéáíïìþí ãéá r äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá ìår!. ¸�óé ðáßñíïõìå �ïí áñéèìü

(n+ r − 1)!

(n− 1)!r! =

(n+ r − 1r ): (1.18)



10 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÓÔÏÉ×ÅÉÙÄÇÓ ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇ¸íáò Üëëïò �ñüðïò ãéá íá êá�áëÞîïõìå ó�ïí ßäéï �ýðï åßíáé íá ìéìçèïýìå �çíðñþ�ç áðüäåéîç ðïõ äþóáìå ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ùí r äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí,ìå �çí åðéðëÝïí ðáñá�Þñçóç ü�é �þñá ü÷é ìüíïí �á n− 1 óçìåßá ðïõ ïñßæïõí �éòõðïäï÷Ýò åßíáé ìéá ïìÜäá áðü ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá, áëëÜ åðßóçò êáé �á ráí�éêåßìåíá ðñïò �ïðïèÝ�çóç åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíá. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí (1.14)Ý÷ïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé
(n+ r − 1)!

(n− 1)!r! (1.19)ÔÝëïò, Ýíáò áêüìç �ñüðïò åßíáé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïò áñéèìüòéóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí óõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç r áí�éêåéìÝíùí áðü náí�éêåßìåíá (äçëáäÞ �éò õðïäï÷Ýò).�áñÜäåéãìá 1.11: Íá õðïëïãéó�åß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ r ìç äéáêåêñéìÝíááí�éêåßìåíá ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå n õðïäï÷Ýò, ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é üëåòïé õðïäï÷Ýò èá äå÷èïýí �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áí�éêåßìåíï (r ≥ n ≥ 1). �ïéüò åßíáé ïáñéèìüò áõ�üò áí áðáé�Þóïõìå áêñéâþò ìßá õðïäï÷Þ íá åßíáé êåíÞ (r ≥ n−1 ≥ 1);Ëýóç. �ñþ�á �ïðïèå�ïýìå Ýíá áí�éêåßìåíï óå êÜèå õðïäï÷Þ êáé ìáò ìÝíïõír − n áí�éêåßìåíá. Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá äéáíåìçèïýí áõ�Ü ó�éò õðïäï÷Ýòåßíáé
(n+ (r − n) − 1r − n )

=

(r − 1r − n) =

(r − 1n− 1

)¢ñá C (r − 1; n− 1) åßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá äéáíåßìïõìå �á áí�éêåßìåíá÷ùñßò íá áöÞóïõìå êåíÞ õðïäï÷Þ.�éá �çí ðåñßð�ùóç �þñá �çò áêñéâþò ìßáò Üäåéáò õðïäï÷Þò, áñêåß íá åðéëÝîïõìå�çí Üäåéá õðïäï÷Þ êáé íá êá�áíåßìïõìå �á áí�éêåßìåíá ó�éò åíáðïìÝíïõóåò n−1õðïäï÷Ýò, öñïí�ßæïí�áò áõ�Ýò üëåò íá äå÷èïýí �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áí�éêåßìåíï.¢ñá ç áðÜí�çóç ãéá �çí ðåñßð�ùóç �çò áêñéâþò ìßáò êåíÞò õðïäï÷Þò åßíáénC(r − 1; n− 2).Ï �ßíáêáò 1.2 äåß÷íåé üëïõò �ïõò �ýðïõò ãéá �éò äéáíïìÝò áí�éêåéìÝíùí óåõðïäï÷Ýò êÜ�ù áðü äéáöïñå�éêÝò ðáñáäï÷Ýò.�áñáäï÷Ýò Áñéèìüò �ñüðùí(ìå äõíá�ü�ç�á êåíþí õðïäï÷þí)n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýòr äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáäå ìå�ñÜåé ç óåéñÜ ó�éò õðïäï÷Ýò nrn äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýòr äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáìå�ñÜåé ç óåéñÜ ó�éò õðïäï÷Ýò (n+ r − 1)!

(n− 1)!n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýòìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá (n+ r − 1r )�ßíáêáò 1.2: Ôõðïëüãéï ãéá �ç äéáíïìÞ áí�éêåéìÝíùí óå õðïäï÷Ýò



1.7. ÁÓÊÇÓÅÉÓ 111.7 ÁóêÞóåéò1.1 Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò 3 áñéèìïß ìðïñïýí íá åðéëåãïýí áðü �ïõò áñéèìïýò1{300 Ý�óé þó�å �ï Üèñïéóìá �ïõò íá åßíáé äéáéñå�ü ìå �ï 3 (äåí åíäéáöÝñåéç óåéñÜ �ùí áñéèìþí);1.2 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �å�ñáøÞöéùí áñéèìþí �ïõ äåêáäéêïý óõó�Þìá�ïòðïõ äåí Ý÷ïõí äýï ßäéá øçößá.1.3 Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá âáöïýí 12 ãñáöåßá Ý�óé þó�å 3 áðü áõ�Üíá åßíáé êüêêéíá, 2 ñïæ, 2 ëåõêÜ êáé �á õðüëïéðá ðñÜóéíá;1.4 �üóïõò äéáéñÝ�åò Ý÷åé ï áñéèìüò 1400;1.5 Áðü Ýíá ìåãÜëï áñéèìü áðü êÝñìá�á (áðü ìïíüëåð�á Ýùò äßåõñá (äßöñáãêá)),ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá åðéëåãïýí 6 êÝñìá�á;1.6 Íá áðïäåé÷èåß ü�é ïé áñéèìïß (3n)!
(2n3n) êáé (n2)!

(n!)n+1 åßíáé áêÝñáéïé.1.7 Íá õðïëïãéóèåß ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x23 ó�ï (1 + x5 + x9
)100.1.8 Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí r üìïéåò ìðÜëåò íá �ïðïèå�çèïýí óå näéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ, Ý�óé þó�å êÜèå êïõ�ß íá ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 9 ìðÜëåò;1.9 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìå 2t+1 ìçäéáêåêñéìÝíåò ìðÜëåò óå 3 äéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ Ý�óé þó�å êÜèå 2 êïõ�éÜìáæß íá ðåñéÝ÷ïõí ðåñéóóü�åñåò ìðÜëåò áðü ü�é �ï Üëëï Ýíá.1.10 Ìå�áîý 2n áí�éêåéìÝíùí �á n åßíáé ßäéá. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí åðéëïãþín áí�éêåéìÝíùí áðü áõ�Ü �á 2n áí�éêåßìåíá.1.11 Ìå�áîý 3n+1 áí�éêåéìÝíùí �á n åßíáé ßäéá. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí åðéëïãþín áí�éêåéìÝíùí áðü áõ�Ü �á 3n+ 1 áí�éêåßìåíá.1.12 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ r äéáêåêñéìÝíåò óçìáßåò ìðïñïýí íá�ïðïèå�çèïýí óå n äéáêåêñéìÝíïõò éó�ïýò, äåäïìÝíïõ ü�é Ý÷åé óçìáóßá çóåéñÜ ìå �çí ïðïßá ïé óçìáßåò åìöáíßæïí�áé ó�ïõò éó�ïýò êáé äåäïìÝíïõü�é êáíÝíáò éó�üò äåí ðñÝðåé íá ìåßíåé êåíüò (r ≥ n).1.13 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ r äéáêåêñéìÝíá áõ�ïêßíç�á ìðïñïýííá ðåñÜóïõí áðü n äéáêåêñéìÝíïõò ó�áèìïýò äéïäßùí, äåäïìÝíïõ ü�é ìßá �ïðïëý äéáäñïìÞ åðé�ñÝðå�áé íá ìç äå÷èåß áõ�ïêßíç�ï (r ≥ n− 1 êáé n ≥ 2).



12 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÓÔÏÉ×ÅÉÙÄÇÓ ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇ1.14 Íá õðïëïãéóèåß �ï Üèñïéóìá 12 + 22 + : : :+ n2.1.15 Íá áðïäåé÷èåß ü�é(á) n
∑k=0

(−1)
k C (r; k) = (−1)

n C (r − 1; n)(â) C (r;m)C (m; k) = C (r; k)C (r − k;m− k)(ã) n
∑k=0

C (r; k)C (s; n− k) = C (r + s; n)



ÊåöÜëáéï 2�åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò2.1 ÅéóáãùãÞ¸ó�ù a0; a1; : : : ìéá áêïëïõèßá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. Ó�ü÷ïò ìáò åßíáé íá£êùäéêïðïéÞóïõìå¤ �çí áêïëïõèßá ìå ìßá ìüíï óõíÜñ�çóç êá�Ü �Ý�ïéï �ñüðïþó�å íá ìðïñïýìå åýêïëá íá áíáðáñáãÜãïõìå �çí áêïëïõèßá áðü �ç óõíÜñ�çóçðïõ �çí êùäéêïðïéåß. ¸íáò �ñüðïò ðïõ åðé�õã÷Üíå�áé áõ�ü åßíáé ìÝóù åíüòìå�áó÷çìá�éóìïý ï ïðïßïò áí�éó�ïé÷ßæåé ó�çí áêïëïõèßá ìßá äõíáìïóåéñÜ (äçëáäÞóåéñÜ äõíÜìåùí �çò ìå�áâëç�Þò x) óýìöùíá ìå �ïí �ýðï:A (x) =
∞
∑r=0

arxr:Ç äõíáìïóåéñÜ, ç ïðïßá ïñßæåé ðñïöáíþò ìßá óõíÜñ�çóç ìßáò ìå�áâëç�Þò ó�ïðåäßï óýãêëéóÞò �çò, êáëåß�áé óõíÞèùò ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò.Èá áðïöýãïõìå íá õðåéóÝëèïõìå óå ëåð�ïìÝñåéåò ó÷å�éêÜ ìå �ç óýãêëéóç �ùíäõíáìïóåéñþí, åðåéäÞ åßíáé ãíùó�ü ü�é óõãêëßíïõí ìå £éó÷õñü¤ �ñüðï óå êÜðïéïäéÜó�çìá ìå êÝí�ñï �ï 0. Ôï äéÜó�çìá áõ�ü åßíáé äõíá�ü íá åßíáé êåíü (äçëáäÞíá Ý÷åé ìÞêïò 0), áëëÜ ó�éò åöáñìïãÝò ðïõ èá åîå�Üóïõìå áõ�ü äå óõìâáßíåé.�áñáèÝ�ïõìå ðáñáêÜ�ù ðïëý óõíïð�éêÜ �éò âáóéêÝò éäéü�ç�åò óýãêëéóçò �ùíäõíáìïóåéñþí, ïé ïðïßåò ìáò åðé�ñÝðïõí íá �éò ÷åéñéæüìáó�å óáí íá åðñüêåé�ï ãéáðåðåñáóìÝíá áèñïßóìá�á (õðÜñ÷åé ðëçèþñá ó÷å�éêþí âéâëßùí ãéá �ïí áíáãíþó�çðïõ åíäéáöÝñå�áé íá ìÜèåé ðåñéóóü�åñá ãéá �ç èåìåëßùóç �ùí äõíáìïóåéñþí).ÓõãêåêñéìÝíá:á. Áí ìéá äõíáìïóåéñÜ A (x) =

∞
∑r=0

arxróõãêëßíåé ãéá ìéá �éìÞ �ïõ x = x0, �ü�å óõãêëßíåé ãéá êÜèå x ìå |x| < |x0|.Káëïýìå áê�ßíá óýãêëéóçò R �çò äõíáìïóåéñÜò �ïí áñéèìü
sup

{

|x| :

∞
∑r=0

arxr óõãêëßíåé} :Ôü�å ç äõíáìïóåéñÜ óõãêëßíåé ãéá êÜèå x ìå |x| < R (ç �éìÞ �ïõ R ìðïñåßíá åßíáé +∞ Þ 0). 13



14 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓÇ áê�ßíá óýãêëéóçò õðïëïãßæå�áé ìå Ýíáí áðü �ïõò �ýðïõò:
1R = lim sup r√|ar|Þ

1R = lim sup

∣

∣

∣

∣

ar+1ar ∣∣∣∣ :Ç óýãêëéóç �çò óåéñÜò åßíáé ïìïéüìïñöç óå êÜèå äéÜó�çìá �çò ìïñöÞò
{x : |x| ≤ r}, üðïõ r < R.â. Ó�ï åóù�åñéêü �ïõ äéáó�Þìá�ïò óýãêëéóçò �çò äõíáìïóåéñÜò (äçëáäÞ, �ïõäéáó�Þìá�ïò ìå êÝí�ñï �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí êáé áê�ßíá �çí áê�ßíá óýãêëéóçò),ç óõíÜñ�çóç A (x) =

∞
∑r=0

arxråßíáé Üðåéñá ðáñáãùãßóéìç êáé ïé ðáñÜãùãïß �çò õðïëïãßæïí�áé ðáñáãùãßæïí�áò�õðéêÜ �ç óåéñÜ ùò ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá, äçëáäÞ:A′ (x) =
∞
∑r=1

rarxr−1: (2.1)Ïé áê�ßíåò óýãêëéóçò �ùí äõíáìïóåéñþí ðïõ ëáìâÜíïí�áé ìå �çí ðáñáãþãéóçðáñáìÝíïõí üëåò ßóåò ìå �çí áê�ßíá óýãêëéóçò �çò áñ÷éêÞò äõíáìïóåéñÜò.ã. �éá êÜèå äéÜó�çìá [0; x] ðïõ ðåñéÝ÷å�áé ó�ï äéÜó�çìá óýãêëéóçò �çò äõíáìïóåéñÜò,ç óõíÜñ�çóç A åßíáé ïëïêëçñþóéìç êáé ç �éìÞ �ïõ ïëïêëçñþìá�üò �çòõðïëïãßæå�áé ïëïêëçñþíïí�áò �õðéêÜ �ç óåéñÜ ùò ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá,äçëáäÞ:
∫ x

0

(

∞
∑r=0

artr) dt =

∞
∑r=1

ar−1r xr : (2.2)Ç áê�ßíá óýãêëéóçò �çò íÝáò äõíáìïóåéñÜò ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ç.Óõìðåñáóìá�éêÜ, åßíáé áóöáëÝò íá ÷åéñéæüìáó�å �éò äõíáìïóåéñÝò ùò ðåðåñáóìÝíááèñïßóìá�á.H óçìáí�éêü�åñç üìùò éäéü�ç�á �ùí äõíáìïóåéñþí åßíáé ü�é ïé óõí�åëåó�Ýòar �çò A ìðïñïýí íá õðïëïãéó�ïýí áðü �ïí �ýðïar =
1r!A(r) (0) : (2.3)Ï ðáñáðÜíù �ýðïò äéêáéïëïãåß �ç èåþñçóç ìéáò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò ùò êùäé-êïðïßçóç �çò áí�ßó�ïé÷çò áêïëïõèßáò.2.2 Éäéü�ç�åò �ùí �åííç�ñéþí Óõíáñ�ÞóåùíÓ�çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ ðáñáèÝ�ïõìå éäéü�ç�åò ïé ïðïßåò ìáò åðé�ñÝðïõí íá õðïëïãßæïõìå�ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ìßáò äåäïìÝíçò áêïëïõèßáò êáé áí�ßó�ñïöá, äåäïìÝíçòìéáò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò íá âñßóêïõìå �çí áí�ßó�ïé÷ç áêïëïõèßá.



2.2. ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÙÍ �ÅÍÍÇÔÑÉÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ 151. �ñáììéêÞ éäéü�ç�áÁí k, l åßíáé ó�áèåñÝò êáé A (x) =

∞
∑r=0

arxr;B (x) =

∞
∑r=0

brxr;�ü�å ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòdr = kar + lbråßíáé ç D (x) = kA (x) + lB (x) :Ç áðüäåéîç �çò éäéü�ç�áò åßíáé åýêïëç.2. Éäéü�ç�á �çò êëßìáêáòÁí A(x) åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a0; a1; a2; : : : �ü�å ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò br = �raråßíáé ç A (�x) :Ç áðüäåéîç êáé áõ�Þò �çò éäéü�ç�áò åßíáé åýêïëç.3. Éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçòÁí A(x) åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a0; a1; a2; : : : �ü�å ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòbr = 0; ãéá r = 0; 1; : : : ; n− 1 êáébr = ar−n; ãéá r = n; n+ 1; : : :åßíáé ç xnA (x) :¼ìïéá, ç áêïëïõèßá ðïõ ïñßæå�áé ùòdr = ar+n; r = 0; 1; 2; : : :Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çí A (x) − n−1
∑r=0

arxrxn :



16 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓÓ�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå �ï ðñþ�ï ìÝñïò �çò éäéü�ç�áò (�ï äåý�åñï ìÝñïòåðáößå�áé ùò Üóêçóç). ÅßíáéB (x) =

∞
∑r=0

brxr ⇒B (x) =

n−1
∑r=0

brxr +

∞
∑r=n brxr ⇒B (x) = 0 +

∞
∑r=nar−nxr:ÈÝ�ù r − n = k, ïðü�å: B (x) =

∞
∑k=0

akxn+k ⇒B (x) = xn ∞
∑k=0

akxk ⇒B (x) = xnA (x) :4. Éäéü�ç�á ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùíÅÜí bk =

k
∑r=0

ar; k = 0; 1; 2; : : : ;�ü�å ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò bk, áí ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çòáêïëïõèßáò ar åßíáé A(x), åßíáé B (x) =
A (x)
1 − x:Èá áðïäåßîïõìå áõ�Þ �çí éäéü�ç�á. �áñá�çñïýìå ü�é:ak = bk − bk−1 ⇒

∞
∑k=0

akxk =

∞
∑k=0

bkxk − ∞
∑k=0

bk−1xk:×ñçóéìïðïéþí�áò �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò Ý÷ïõìå:A (x) = B (x) − xB (x) :¢ñá B (x) =
A (x)
1 − x5. Éäéü�ç�á óõìðëçñùìá�éêþí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùíÁí ç áê�ßíá óýãêëéóçò �çò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò A(x) åßíáé ìåãáëý�åñç �çòìïíÜäáò êáé ïñßóïõìå bk =

∞
∑r=k ar; k = 0; 1; 2; : : : ;



2.2. ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÙÍ �ÅÍÍÇÔÑÉÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ 17�ü�å ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò bk åßíáéB (x) =
A (1) − xA (x)

1 − x :�éá íá áðïäåßîïõìå áõ�Þ �çí éäéü�ç�á ðáñá�çñïýìå ü�ébk =

∞
∑r=0

ar − k−1
∑r=0

ar ⇒bk = A (1) −
k−1
∑r=0

ar ⇒
∞
∑k=0

bkxk =
∞
∑k=0

A (1)xk − ∞
∑k=0

(k−1
∑r=0

ar) xk ⇒(óýìöùíá ìå �éò éäéü�ç�åò �çò ïëßóèçóçò êáé �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí)B (x) =
A (1) − xA (x)

1 − x :6. Éäéü�ç�åò �çò ðáñáãþãïõ êáé �ïõ ïëïêëçñþìá�ïòÇ áêïëïõèßá br = rar; r = 0; 1; 2; : : : Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç:B (x) = xA′ (x) ;åíþ ç áêïëïõèßá dr = arr+1 Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç:D (x) =
1x ∫ x

0

A (t) dt:Ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò áðïäåéêíýïí�áé åýêïëá áðü �ïõò �ýðïõò (2.1,2.2).7. Éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçòÇ áêïëïõèßá dk =

k
∑r=0

arbk−r; k = 0; 1; 2; : : :ðïõ êáëåß�áé óõíÝëéîç �ùí áêïëïõèéþí ar; br (óõìâïëéóìüò dr = ar ∗ br ) Ý÷åéãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç D (x) = A (x)B (x)üðïõ A(x) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar êáé B(x) ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò br.Èá áðïäåßîïõìå áõ�Þ �çí éäéü�ç�á ùò åîÞò:A (x)B (x) =
(a0 + a1x+ a2x2 + : : :) (b0 + b1x+ b2x2 + : : :) =

= (a0b0) + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2 + : : : =
=

∞
∑k=0

dkxk:



18 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ¢ñá A (x)B (x) = D (x).Ïé ðáñáðÜíù éäéü�ç�åò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü áèñïéóìÜ�ùí�á ïðïßá åßíáé äýóêïëï íá õðïëïãéóèïýí ìå Üëëåò ìåèüäïõò.�áñÜäåéãìá 2.1: Íá õðïëïãéó�åß �ït
∑i=1

(n− ij ):Ëýóç. ÈÝ�ù aij =

(n− ij ):�éá êÜèå ó�áèåñÜ �éìÞ �ïõ i, èåùñïýìå �ï aij ùò áêïëïõèßá ìå äåßê�ç �ï j. Çáí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé:Ai (x) = (1 + x)
n−i :ÅìÜò üìùò ìáò åíäéáöÝñåé ç áêïëïõèßá bj ç ïðïßá ïñßæå�áé ùò åîÞò:bj =

t
∑i=1

aij :Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò bj åßíáéB (x) =

t
∑i=1

Ai (x) =

t
∑i=1

(1 + x)
n−i

= (1 + x)n t
∑i=1

1

(1 + x)
i :Ï üñïò t

∑i=1

(

1
1+x)i åßíáé �ï Üèñïéóìá ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ. ¢ñá åßíáé ßóïò ìå

1 − (1 + x)−tx :ÔåëéêÜ: B (x) =
(1 + x)nx − (1 + x)

n−tx�áñá�çñïýìå áðü �ïí �ßíáêá 2.1 ü�é ç áêïëïõèßá ar =
(nr) Ý÷åé ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç (1 + x)

n. ¢ñá ç áêïëïõèßá ( nr+1

) Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç (1+x)n−1x(éäéü�ç�á ïëßóèçóçò). ¼ìïéá ç óõíÜñ�çóç (1+x)n−t−1x åßíáé ãåííÞ�ñéá �çò áêïëïõèßáò
(n−tr+1

). Åäþ åßíáé r = j. ¢ñá:bj =

t
∑i=1

(n− ij )

=

( nj + 1

)

−
(n− tj + 1

):Ó�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéþí�áò ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ìðïñÝóáìåêáé õðïëïãßóáìå Ýíá Üèñïéóìá, �ï ïðïßï åßíáé áñêå�Ü äýóêïëï íá õðïëïãéó�åßäéáöïñå�éêÜ. Ó�çí ðáñÜãñáöï 2.3 èá äïýìå ðþò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ïé ãåííÞ�ñéåòóõíáñ�Þóåéò óå óõíäõáó�éêÜ ðñïâëÞìá�á. Ó�ï ÊåöÜëáéï 3 èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìåãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ãéá íá ëýóïõìå ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò.



2.2. ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÙÍ �ÅÍÍÇÔÑÉÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ 19Ç ãåíéêÞ éäÝá ðÜí�ùò ðïõ áêïëïõèåß�áé óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò üðïõ èÝëïõìåíá áðïäåßîïõìå éäéü�ç�åò £äéáêñé�ïý¤ ÷áñáê�Þñá ðïõ áíáöÝñïí�áé óå ìßá áêïëïõèßáåßíáé íá èåùñÞóïõìå �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò êáé íá âñïýìåêÜðïéá £áíáëõ�éêÞ¤ Þ £óõíå÷Þ¤ éäéü�ç�á �çò �åëåõ�áßáò ðïõ áðï�åëåß £ìå�Üöñáóç¤�çò áñ÷éêÞò £äéáêñé�Þò¤ éäéü�ç�áò. Ç áíáëõ�éêÞ éäéü�ç�á óõíÞèùò áðïäåéêíýå�áéåõêïëü�åñá áðü �ç äéáêñé�Þ. Áöïý �çí áðïäåßîïõìå, åðéó�ñÝöïõìå ó�çí áñ÷éêÞáêïëïõèßá. Ç ìå�Üâáóç áðü �ï ÷þñï �ùí áêïëïõèéþí ó�ï ÷þñï �ùí ãåííç�ñéþíóõíáñ�Þóåùí êáé ç åðéó�ñïöÞ ãßíå�áé ìå ÷ñÞóç �ïõ �ßíáêá 2.1. �ïëëÝò öïñÝòüìùò, üðùò äåß÷íïõí êáé �á ðáñáêÜ�ù ðáñáäåßãìá�á, ç £áí�áëëáãÞ¤ áêïëïõèéþíìå ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò äåí åßíáé åí�åëþò Üìåóç.�áñÜäåéãìá 2.2: Íá äåé÷�åß ü�é ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar =
(

2rr ); r = 0; 1; 2; : : : åßíáé ç A (x) = (1 − 4x)1=2.Ëýóç. Áðü �ï äéùíõìéêü áíÜð�õãìá Ý÷ïõìå ü�é
(1 + x)

n
= 1 +

∞
∑r=1

n (n− 1) (n− 2) : : : (n− r + 1)r! xr ⇒
(1 − 4x)−1=2 = 1 +

∞
∑r=1

(

− 1
2

) (

− 1
2 − 1

) (

− 1
2 − 2

) : : : (− 1
2 − r + 1

)r! (−4x)r
= 1 +

∞
∑r=1

4r ( 1
2

) (

3
2

) (

5
2

) : : : ( 2r−1
2

)r! xr
= 1 +

∞
∑r=1

2r (1 · 3 · 5 · : : : · (2r − 1))r! xr
= 1 +

∞
∑r=1

2rr! (1 · 3 · 5 · : : : · (2r − 1))r!r! xr
= 1 +

∞
∑r=1

(2 · 4 · 6 · : : : · 2r) (1 · 3 · 5 · : : : · (2r − 1))r!r! xr
= 1 +

∞
∑r=1

(2r)!r!r! xr
= 1 +

∞
∑r=1

(

2rr )xr
=

∞
∑r=0

(

2rr )xr:



20 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓÁêïëïõèßáar; r = 0; 1; 2; : : : �åííÞ�ñéá óõíÜñ�çóçA (x)ar = 1ar = r + 1a0 = 0ar =
1r ; r ≥ 1a0 = 0ar =
1r ; r æõãüòar =
1r ; r > 0 êáé ìïíüòar =

(nr); n ∈ Rar =
1r!ar =
nrr! ; n ∈ Rar − ar−1

1

1 − x
1

(1 − x)
2

ln

(

1

1 − x)
ln (1 + x)

(1 + x)nexenx
(1 − x)A (x)

�ßíáêáò 2.1: �åííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò êáé áêïëïõèßåòÄçëáäÞ,
(1 − 4x)−1=2

=

∞
∑r=0

(

2rr )xr:¢ñá ç áêïëïõèßá ar =
(

2rr ); r = 0; 1; 2; : : : ; r Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çíA (x) = (1 − 4x)1=2.�ñéí �ï äåý�åñï ðáñÜäåéãìá êñßíïõìå óêüðéìï íá õðåíèõìßóïõìå óõíïð�éêÜ�çí �å÷íéêÞ �çò ìåñéêÞò êëáóìá�éêÞò áíÜëõóçò. Ó�ü÷ïò �çò �å÷íéêÞò áõ�Þòåßíáé íá ãñáöåß ìßá ñç�Þ óõíÜñ�çóç F (x), äçëáäÞ ìßá óõíÜñ�çóç ðïõ ãñÜöå�áéùò ðçëßêïí P (x)=Q(x) äýï ðïëõùíýìùí P (x) êáé Q(x), ùò Üèñïéóìá êëáóìÜ�ùí



2.2. ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÙÍ �ÅÍÍÇÔÑÉÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ 21áðëïýó�åñçò ìïñöÞò.Äå÷üìáó�å ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò ü�é ï âáèìüò �ïõ ðïëõùíýìïõ P (x)åßíáé ãíçóßùò ìéêñü�åñïò �ïõ âáèìïý �ïõ ðïëõùíýìïõ Q(x) (áëëéþò äéáéñïýìå�á ðïëõþíõìá). Áêüìç, ãéá íá áðïöýãïõìå �ï äýó÷ñçó�ï óõìâïëéóìü �çòãåíéêÞò ðåñßð�ùóçò, èá èåùñÞóïõìå ìßá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ãéá �ï ðïëõþíõìïQ(x). Ìåëå�þí�áò �çí åéäéêÞ áõ�Þ ðåñßð�ùóç ï áíáãíþó�çò èá ìðïñåß åýêïëáíá áí�éìå�ùðßóåé ïðïéáäÞðï�å ðåñßð�ùóç (ðåñéóóü�åñåò ëåð�ïìÝñåéåò ìðïñåß íáâñåé ï áíáãíþó�çò óå ïðïéïäÞðï�å âéâëßï Áðåéñïó�éêïý Ëïãéóìïý Þ åéóáãùãéêÞòÁíÜëõóçò).¸ó�ù ëïéðüí ü�é �ï Q(x) Ý÷åé ìßá ðñáãìá�éêÞ ñßæá x1 ðïëëáðëü�ç�áò 1, ìßáðñáãìá�éêÞ ñßæá x2 ðïëëáðëü�ç�áò 3 êáé �éò äýï óõæõãåßò öáí�áó�éêÝò ñßæåò ±i�çí êÜèå ìßá ìå ðïëëáðëü�ç�á 2. ÅðïìÝíùò ï âáèìüò �ïõ Q(x) åßíáé 8 êáé ïâáèìüò �ïõ P (x) |óýìöùíá ìå �çí õðüèåóç ìáò| åßíáé �ï ðïëý 7. Åðßóçòéó÷ýåé ü�é: Q(x) = (x− x1)(x− x2)
3(x2 + 1)2:Íá óçìåéþóïõìå åäþ ü�é ãåíéêÜ äåí åßíáé åýêïëï, êáé ðïëëÝò öïñÝò åßíáé áäýíá�ï,íá âñïýìå �éò ñßæåò åíüò ðïëõùíýìïõ ü�áí äåí �éò ãíùñßæïõìå. Ç óõíçèÝó�åñç�áê�éêÞ ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõò åßíáé íá ðñïóðáèÞóïõìå íá áíáëýóïõìå �ïðïëõþíõìï óå ãéíüìåíï ðáñáãüí�ùí (ü�áí ï âáèìüò �ïõ åßíáé ìåãáëý�åñïò �ïõ2). Èá ãñÜøïõìå �ç óõíÜñ�çóç F (x) = P (x)=Q(x) ùò:F (x) =

A
(x− x1)

+
B

(x− x2)3
+

C
(x− x2)2

+
D

(x− x2)

+
Ex+ F
(x2 + 1)2

+
Gx+H
(x2 + 1)

(2.4)êáé èá õðïëïãßóïõìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò A;B;C;D;E; F;G;H .�éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõí�åëåó�Þ A, ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé �á äýï ìÝëç�çò åîßóùóçò (2.4) ìå (x − x1), äéáãñÜöïõìå �ïí ðáñÜãïí�á (x − x1) áð' üðïõåßíáé äõíá�ü íá äéáãñáöåß êáé èÝ�ïõìå x = x1. ÔåëéêÜ ðñïêýð�åé ü�é:A = F (x)(x − x1)|x=x1
=

P (x1)

(x1 − x2)3(x2
1 + 1)2

:�éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõí�åëåó�Þ B, åðéó�ñÝöïõìå ó�çí åîßóùóç (2.4), ðïëëá-ðëáóéÜæïõìå êáé �á äýï ìÝëç �çò ìå (x − x2)
3, äéáãñÜöïõìå �ïí ðáñÜãïí�á

(x−x2) áð' üðïõ åßíáé äõíá�ü íá äéáãñáöåß êáé èÝ�ïõìå x = x2. ÔåëéêÜ ðñïêýð�åéü�é: B = F (x)(x − x2)
3
∣

∣x=x2
=

P (x2)

(x2 − x1)(x2
2 + 1)2

:�éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõí�åëåó�Þ C, ðñéí èÝóïõìå x = x2, ðáñáãùãßæïõìåðñþ�á êáé �á äýï ìÝëç �çò åîßóùóçò êáé èÝ�ïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá x = x2. ÔåëéêÜðñïêýð�åé ü�é:C =
d (F (x)(x − x2)

3
)dx ∣

∣

∣

∣

∣x=x2

=

( P (x)
(x− x1)(x2 + 1)2

)
′
∣

∣

∣

∣

∣x=x2

:



22 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓÏ õðïëïãéóìüò �ïõ óõí�åëåó�ÞD ãßíå�áé ðáñáãùãßæïí�áò äýï öïñÝò ðñßí èÝóïõìåx = x2.�éá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óõí�åëåó�þí F;G, åðéó�ñÝöïõìå ó�ç åîßóùóç (2.4),ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé �á äýï ìÝëç �çò ìå (x2 + 1), äéáãñÜöïõìå �ïí ðáñÜãïí�á
(x2 + 1)2 áð' üðïõ åßíáé äõíá�ü íá äéáãñáöåß êáé èÝ�ïõìå x = i. Åîéóþíïí�áò�á ðñáãìá�éêÜ êáé öáí�áó�éêÜ ìÝñç �çò åîßóùóçò ðïõ ðñïêýð�åé, ðáßñíïõìå Ýíáãñáììéêü óýó�çìá äýï åîéóþóåùí ìå áãíþó�ïõò �ïõò óõí�åëåó�Ýò F;G, �ï ïðïßïåðéëýïõìå.ÔÝëïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óõí�åëåó�þí H;D, ðñéí èÝóïõìå x = i,ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò.�áñÜäåéãìá 2.3: �ïéÜ áêïëïõèßá Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çíF (x) =

4x2 (1 − 8x)
(1 − 4x) (1 − 2x)2 ;Ëýóç. Åßíáé F (x) = 4x2

(

(1 − 8x)
(1 − 4x) (1 − 2x)2) :�áñá�çñÞó�å ü�é áñêåß âñïýìå ðñþ�á �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �ïõ ðáñÜãïí�áG(x) = (1 − 8x) =((1 − 4x) (1 − 2x)2). Ï ðáñïíïìáó�Þò Ý÷åé äýï ñßæåò, �ç x1 =

1=4 ðïëëáðëü�ç�áò 1 êáé �çí x2 = 1=2, ðïëëáðëü�ç�áò 2. ÅðïìÝíùò èÝ�ù:G (x) =
A

(1 − 4x) +
B

(1 − 2x)2 +
C

(1 − 2x) :�áñá�çñÞó�å ü�é ãéá íá áðïöýãïõìå ðïëýðëïêåò êëáóìá�éêÝò åêöñÜóåéò, ãñÜøáìå�ïõò ðáñïíïìáó�Ýò �ùí áðëþí êëáóìÜ�ùí ëßãï äéáöïñå�éêÜ óå óýãêñéóç ìå �çíðåñßð�ùóç ðïõ áíáëýóáìå ðñïçãïýìåíá. ¸÷ïõìå �þñá:A = (1 − 4x) (1 − 8x)
(1 − 4x) (1 − 2x)2 ∣∣∣∣∣x=1=4 = : : : = −4;B = (1 − 2x)2 (1 − 8x)
(1 − 4x) (1 − 2x)2 ∣∣∣∣∣x=1=2 = : : : = 3;C = −1

2

ddx [(1 − 2x)2( (1 − 8x)
(1 − 4x) (1 − 2x)2)]∣∣∣∣∣x=12

= : : : = 2:ÅðïìÝíùò G (x) =
−4

(1 − 4x) +
3

(1 − 2x)2 +
2

(1 − 2x) :�ñïêýð�åé �þñá ü�é ç áêïëïõèßá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç G(x)åßíáé ç: ar = −4 · 4r + 3 (r + 1) 2r + 2 · 2r; r = 0; 1; 2; : : :¢ñá ç F (x) = 4x2G(x) åßíáé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò 4ar−2.ÅðïìÝíùò ç æç�ïýìåíç áêïëïõèßá åßíáé çar =

{

0; r < 2
(3r − 1) 2r − 4r; r = 2; 3; 4; : : :



2.2. ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÙÍ �ÅÍÍÇÔÑÉÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ 23�áñÜäåéãìá 2.4: Íá âñåèåß êëåéó�üò �ýðïò ãéá �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çòáêïëïõèßáò ar = r2; r = 0; 1; 2; : : : êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá
12 + 22 + 32 + : : :+ r2.Ëýóç. Åßíáé ãíùó�ü ü�é

1

1 − x = 1 + x+ x2 + x3 + : : :+ xr + : : :�áñáãùãßæïí�áò êáé �á äýï ìÝñç �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò ðñïêýð�åé:
1

(1 − x)
2 = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + : : :+ rxr−1 + : : :�ïëëáðëáóéÜæïí�áò åðß x ðñïêýð�åé:x

(1 − x)2 = 1x+ 2x2 + 3x3 + 4x4 + : : :+ rxr + : : : ;ðáñáãùãßæïí�áò îáíÜ:ddx x
(1 − x)2 = 12 + 22x+ 33x2 + 42x3 + : : :+ r2xr−1 + : : : ;êáé �Ýëïò ðïëëáðëáóéÜæïí�áò ðÜëé åðß x:x ddx x

(1 − x)2 = 02 + 12x+ 22x2 + 33x3 + : : :+ r2xr + : : :ÄçëáäÞ ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar = r2; r = 0; 1; 2; : : : åßíáé ç:f (x) =
x (1 + x)
(1 − x)

3 :Áðü �çí éäéü�ç�á �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí Ý÷ïõìå ü�é çg (x) =
x (1 + x)

(1 − x)
3
(1 − x)

=
f (x)

(1 − x)åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò
02; 02 + 12; 02 + 12 + 22; 02 + 12 + 22 + 32; : : : ; 02 + 12 + 22 + 32 + : : :+ r2; : : :Óýìöùíá ìå �ï äéùíõìéêü áíÜð�õãìá Ý÷ïõìå ü�é ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ï

1
(1−x)4

åßíáé
(−4) (−4 − 1) (−4 − 2) : : : (−4 − r + 1)r! (−1)

r
=

4 · 5 · 6 · : : : · (r + 3)r!
=

(r + 1) (r + 2) (r + 3)

1 · 2 · 3 :ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�çí Ýêöñáóç x(1+x)

(1−x)4
åßíáér (r + 1) (r + 2)

1 · 2 · 3 +
(r − 1) r (r + 1)

1 · 2 · 3 =
r (r + 1) (2r + 1)

6
:ÅðïìÝíùò

12 + 22 + 32 + : : :+ r2 =
r (r + 1) (2r + 1)

6
:



24 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ2.3 Áðáñéèìç�ÝòÁí ïé üñïé ìéáò áêïëïõèßáò ar; r = 0; 1; 2; : : : äßíïõí �ï ðëÞèïò åíüò óõíüëïõóõíäõáó�éêþí áí�éêåéìÝíùí ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �çí ðáñÜìå�ñï r, �ü�å ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç A (x) =

∞
∑r=0

arxrêáëåß�áé áðáñéèìç�Þò �ïõ óõíüëïõ. �éá ðáñÜäåéãìá, ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóçn
∑r=0

(nr)xråßíáé ï áðáñéèìç�Þò �ùí óõíäõáóìþí (÷ùñßò åðáíÜëçøç) r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝíùíáðü n áí�éêåßìåíá (ó�ï ðáñÜäåéãìá áõ�ü �ï óýíïëï �ùí óõíäõáó�éêþí áí�éêåéìÝíùíðáñáìå�ñïðïéåß�áé áðü �ï r, åíþ �ï n èåùñåß�áé ùò ó�áèåñÜ).Ïé áðáñéèìç�Ýò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ï ðëÞèïò óõíüëùíáí�éêåéìÝíùí ðïõ äßíïí�áé ìå óõíäõáó�éêÞ ðåñéãñáöÞ êáé åîáñ�þí�áé áðü ìßáðáñÜìå�ñï. Êá�Ü �çí åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ áõ�Þò, âñßóêïõìå ðñþ�á Ýíáíêëåéó�ü (äçë. óõìð�çãìÝíï) �ýðï ãéá �ïí áðáñéèìç�Þ £ìå�áöñÜæïí�áò¤ �ç óõíäõáó�éêÞðåñéãñáöÞ �ïõ óõíüëïõ óå áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò. Ó�ç óõíÝ÷åéá ãñÜöïõìå �ïíáðáñéèìç�Þ óå ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò. Ïé óõí�åëåó�Ýò �çò äõíáìïóåéñÜò ìáò äßíïõí�ï ðëÞèïò �ùí áí�éêåéìÝíùí �ïõ óõíüëïõ, ãéá êÜèå �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ.�áñÜäåéãìá 2.5: ¸ó�ù ü�é èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ïí áñéèìü �ùí åðéëïãþír áí�éêåéìÝíùí (÷ùñßò åðáíÜëçøç) áðü n áí�éêåßìåíá.Ëýóç. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéó�þóïõìå áí óêåö�ïýìå �ïí �ñüðï ðïõ ðïëëáðëáóéÜæïõìåðïëõþíõìá ü�é ï áñéèìüò áõ�üò ðñÝðåé íá åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ç óõíÜñ�çóç
(1 + x)

n. Áíáð�ýóóïí�áò �þñá �ï (1 + x)n óå äõíáìïóåéñÜ (÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïäéùíõìéêü �ýðï) êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáén (n− 1) : : : (n− r + 1)r! :Áò åîå�Üóïõìå �þñá �é èá ãßíåé áí åðé�ñÝøïõìå åðáíÜëçøç �ùí áí�éêåéìÝíùí.¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå ìüíï �ñßá áí�éêåßìåíá êáé èÝëïõìå íá âñïýìå �ïõò äõíá�ïýò�ñüðïõò íá êá�áóêåõÜóïõìå óõíäõáóìïýò áðü áõ�Ü ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é i-ïó�üáí�éêåßìåíï ìðïñåß íá åðáíáëçöèåß ó�ï óõíäõáóìü Ýùò mi öïñÝò, üðïõ mi; i =
1; 2; 3 äåäïìÝíïé öõóéêïß áñéèìïß. �áñá�çñþí�áò ðÜëé ðþò ðïëëáðëáóéÜæïõìåðïëõþíõìá, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé ïóõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ ðïëõùíýìïõ
(

1 + x+ x2 + : : :+ xm1
) (

1 + x+ x2 + : : :+ xm2
) (

1 + x+ x2 + : : :+ xm3
) :Áí �þñá åðé�ñÝðïõìå áðåñéüñéó�ç åðáíÜëçøç �ùí áí�éêåéìÝíùí, ï æç�ïýìåíïòáñéèìüò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ï:

(

1 + x+ x2 + : : :)3 :ÅðåéäÞ üìùò
1 + x+ x2 + : : : = 1

1 − x (ãéá |x| < 1) ;



2.3. Á�ÁÑÉÈÌÇÔÅÓ 25ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ï:
(1 − x)

−3
=

∞
∑r=0

(−1)
r (−3r )xr:¢ñá ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé

(−1)
r (−3r ) =

(r + 2r )Åßíáé ðëÝïí �å�ñéììÝíï íá áðïäåßîïõìå ü�é áí Ý÷ïõìå n áí�éêåßìåíá êáé èÝëïõìåíá åðéëÝîïõìå r áðü áõ�Ü ìå åðáíÜëçøç, õðÜñ÷ïõí
(n+ r − 1r )�ñüðïé íá �ï êÜíïõìå. Ìå Üëëá ëüãéá, õðÜñ÷ïõí
(n+ r − 1r )�ïðïèå�Þóåéò r ìç äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí óå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò.Ó�á ßäéá óõìðåñÜóìá�á åß÷áìå êá�áëÞîåé ìå äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò êáé ó�ïðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. Ôþñá üìùò Ý÷ïõìå ó�á ÷Ýñéá ìáò Ýíá éó÷õñü åñãáëåßïðïõ ìáò åðé�ñÝðåé íá ëýóïõìå äõóêïëü�åñá ðñïâëÞìá�á.�áñÜäåéãìá 2.6: ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é üëåò ïé õðïäï÷Ýò ðñÝðåéíá Ý÷ïõí Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áí�éêåßìåíï.Ëýóç. Åßíáé �þñá åýêïëï íá äéáðéó�þóåé êáíåßò ü�é ï áðáñéèìç�Þò åßíáé

(x+ x2 + : : :)n =
xn

(1 − x)n = xn ∞
∑r=0

(−1)
r (−nr )xr :¢ñá ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé

(−1)
r ( −nr − n) =

(r − 1r − n):�áñÜäåéãìá 2.7: �ïéü åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí óõíäõáóìþí r áí�éêåéìÝíùí áðü náí�éêåßìåíá, ìå åðáíÜëçøç áëëÜ ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é êÜèå áí�éêåßìåíï ðñÝðåé íáåìöáíéó�åß Üñ�éï áñéèìü öïñþí; Óçìåéþó�å ü�é �ï ðéï ðÜíù ðñüâëçìá åßíáé �ï ßäéïìå �ï åîÞò: £Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ r ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå n õðïäï÷Ýò äéáêåêñéìÝíåò, ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�éêÜèå õðïäï÷Þ èá äå÷�åß Üñ�éï áñéèìü áí�éêåéìÝíùí¤.Ëýóç. Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç/áðáñéèìç�Þò åßíáé
(

1 + x2 + x4 + : : :)n :Åßíáé ãíùó�ü ü�é
1

1 − x2
= 1 + x2 + x4 + : : :



26 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓÅðïìÝíùò:
(

1 + x2 + x4 + : : :)n =
(

1 − x2
)−n

=

∞
∑r=0

(n+ r − 1r )x2r:¢ñá, üðùò áíáìÝíå�áé, ç áðÜí�çóç åßíáé (n+r=2−1r=2 ).Óçìåéþó�å ü�é
(

1 − x2
)−n

= (1 − x)−n (1 + x)−n :×ñçóéìïðïéþí�áò �éò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò êáé �çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò êá�áëÞãïõìåó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç Ýêöñáóç:
(n+ r − 1r )

−
(n+ r − 2r − 1

)n+

(n+ r − 3r − 2

)(n+ 1

2

)

− : : :
+ (−1)

k (n+ (r − k) − 1r − k )(n+ k − 1k )

+ : : :+ (−1)
r (n+ r − 1r )åßíáé ßóç ìå 0 ãéá r ðåñé��ü, êáé åßíáé ßóç ìå

(n+ s− 1s ) ãéá Üñ�éï r = 2s:¢ñá êá�áëÞãïõìå ó�ïí �ýðï
(n+ s− 1s )

=

2s
∑k=0

(n+ 2s− k − 1

2s− k )(n+ k − 1k )

(−1)
k:�áñÜäåéãìá 2.8 (äéáìåñßóåéò áêåñáßùí): Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùíðïõ Ýíáò áêÝñáéïò èå�éêüò áñéèìüò n ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Üèñïéóìá èå�éêþíáêåñáßùí áñéèìþí, ÷ùñßò íá ìáò åíäéáöÝñåé ç óåéñÜ �ùí üñùí ó�á áèñïßóìá�á.Ï áñéèìüò áõ�üò óõìâïëßæå�áé ìå d(n). �éá ðáñÜäåéãìá:d (1) = 1 : 1d (2) = 2 : 2 = 1 + 1d (3) = 3 : 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1d (4) = 5 : 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1:Ëýóç. Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é ïé åêèÝ�åò �ïõ x ó�ç äõíáìïóåéñÜ

1 + x+ x1+1 + x1+1+1 + x1+1+1+1 + · · · = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + · · ·áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò öïñÝò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï 1 óå ìßá äéáìÝñéóç �ïõ n.¼ìïéá ïé åêèÝ�åò �ïõ x ó�ç äõíáìïóåéñÜ
1 + x2 + x2+2 + x2+2+2 + · · · = 1 + x2 + x4 + x6 + · · ·áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò öïñÝò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï 2 óå ìßá äéáìÝñéóç �ïõ n.ÅÜí èÝëïõìå ëïéðüí íá õðïëïãßóïõìå, ãéá ðáñÜäåéãìá, �ï d(10) áñêåß íáâñïýìå �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x10 ó�ï ãéíüìåíï:f (x) =

(

1 + x+ x2 + x3 + · · ·
)

(

1 + x2 + x4 + x6 + · · ·
)

· · ·
(

1 + x10 + x20 + x30 + · · ·
) :



2.3. Á�ÁÑÉÈÌÇÔÅÓ 27�áñá�çñÞó�å �þñá ü�é:f (x) =
1

(1 − x) 1

(1 − x2)
· · · 1

(1 − x10)
=

10
∏i=1

1

(1 − xi) :�åíéêåýïí�áò �á ðáñáðÜíù, êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�é óõíÜñ�çóç:D (x) =

∞
∏i=1

1

(1 − xi)åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç (áðáñéèìç�Þò) ãéá �çí áêïëïõèßá d(n); n = 0; 1; : : :,üðïõ ïñßæïõìå d(0) = 1. Áí êáé �ï D(x) åßíáé èåùñç�éêÜ ðëÞñùò ïñéóìÝíï, åßíáéáñêå�Ü äýóêïëï íá äïõëåýïõìå ìå ãéíüìåíá Üðåéñùí üñùí.ÅÜí üìùò èåùñÞóïõìå ìüíï �ïr
∏i=1

1

(1 − xi) ; ãéá êÜðïéï ó�áèåñü r;�ü�å ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xn åßíáé ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí �ïõ n óå áèñïßóìá�á�ùí ïðïßùí ïé üñïé äåí õðåñâáßíïõí �ï r.�áñÜäåéãìá 2.9: Íá âñåèåß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ï dÆ(n), üðïõ dÆ(n)åßíáé ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí åíüò èå�éêïý áêÝñáéïõ n óå áèñïßóìá�á ðïõðåñéÝ÷ïõí äéáöïñå�éêïýò èå�éêïýò áêÝñáéïõò.Ëýóç. �éá ðáñÜäåéãìá, åíþ üëåò ïé äõíá�Ýò äéáìåñßóåéò �ïõ áêÝñáéïõ 6 (ü÷éêá�' áíÜãêç óå äéáöïñå�éêïýò áêÝñáéïõò åßíáé ïé:(1) 1+1+1+1+1+1 (2) 1+1+1+1+2(3) 1+1+1+3 (4) 1+1+4(5) 1+1+2+2 (6) 1+5(7) 1+2+3 (8) 2+2+2(9) 2+4 (10) 3+3(11) 6ðáñá�çñïýìå ü�é ìüíï ïé äéáìåñßóåéò (6), (7), (9) êáé (11) ðåñéÝ÷ïõí äéáöïñå�éêïýòáêÝñáéïõò. ÅðïìÝíùò dÆ(6) = 4. �áñá�çñïýìå �þñá ü�é ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõdÆ(n) Ý÷ïõìå äýï åðéëïãÝò ãéá êÜèå áêÝñáéï k: (á) ï k íá ìç ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�çäéáìÝñéóç Þ (â) ï k íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìüíï ìéá öïñÜ.ÅðïìÝíùò ðñïêýð�åé ü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ï dÆ(n) åßíáé çDÆ (x) = (1 + x)
(

1 + x2
) (

1 + x3
) : : : = ∞

∏i=1

(

1 − xi)¢ñá �ï dÆ(n) åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xn ó�ï
(1 + x) (1 + x2

) : : : (1 + xn) :Ïñßæïõìå ü�é dÆ(0) = 1.�éá n = 6, ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x6 ó�ï
(1 + x)

(

1 + x2
) : : : (1 + x6

)åßíáé 4.



28 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ2.4 Åêèå�éêÝò �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÄõó�õ÷þò ïé ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ðïõ ìÜèáìå ìÝ÷ñé �þñá äåí ìðïñïýí íá÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá �ç ìÝ�ñçóç äéá�Üîåùí, Þ ãéá �çí åýñåóç �ïõ ðëÞèïõò óõíüëùíáðü óõíäõáó�éêÜ áí�éêåßìåíá �á ïðïßá åîáñ�þí�áé áðü ðáñÜìå�ñï ðïõ áíáöÝñå�áéóå äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá. Ôïý�ï äéü�é ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé áí�éìå�áèå�éêÞðñÜîç, Üñá ðïëëáðëáóéÜæïí�áò ðïëõþíõìá Þ óåéñÝò äåí ìðïñïýìå íá £áðåéêïíßóïõìå¤áëãåâñéêÜ �çí Ýííïéá �ùí äéá�Üîåùí Þ �ùí ðáñáìå�ñïðïéÞóåùí ðïõ áíáöÝñïí�áéóå äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá. Ìðïñïýìå üìùò íá îåöýãïõìå áðü áõ�ü �ï áäéÝîïäï.Áò ðáñá�çñÞóïõìå ðñþ�á ü�é
(1 + x)n =

∞
∑r=0

P (n; r) xrr! ;äçëáäÞ ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xrr! ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ (1 + x)
n åßíáé ï áñéèìüò �ùíäéá�Üîåùí r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá. Áõ�ü ìáò ïäçãåß íáïñßóïõìå ùò åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ìéáò áêïëïõèßáò a0; a1; : : : �ç óåéñÜ

∞
∑r=0

ar xkrr! (ç ïñïëïãßá ïöåßëå�áé ó�ï ü�é ex =
∞
∑r=0

xrr! ).Áò êïé�Üîïõìå �þñá ðñïóåê�éêÜ Ýíá ãéíüìåíï �çò ìïñöÞò:
(

1 +
x
1!

+
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)n :Áí áíáð�ýîïõìå �ï ãéíüìåíï áõ�ü óå óåéñÜ �ùí xrr! ; ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xrr! åßíáé

∑q1+q2+:::+qn=r r!q1!q2! : : : qn!
;üðïõ �ï Üèñïéóìá êõìáßíå�áé ðÜíù áðü üëåò �éò äõíá�Ýò áíáëýóåéò �ïõ r óåÜèñïéóìá n ìç áñíç�éêþí üñùí (äéáöïñå�éêÝò èåùñïýí�áé äýï áíáëýóåéò åÜíÝ÷ïõí äéáöïñå�éêÜ óýíïëá üñùí, Þ åÜí Ý÷ïõí �ï ßäéï óýíïëï üñùí áëëÜ ìåäéáöïñå�éêÞ óåéñÜ). ÁëëÜ üìùò ç Ýêöñáóçr!q1!q2! : : : qn!äßíåé �ïí áñéèìü �ùí ìå�áèÝóåùí r áí�éêåéìÝíùí ðïõ åßíáé ÷ùñéóìÝíá óå n ïìÜäåòìå qi (1 ≤ i ≤ n) ìç äéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá ç êÜèå ìßá. ÅðïìÝíùò ç Ýêöñáóç

∑q1+:::+qn=r r!q1! : : : qn!
(2.5)äßíåé �ïí áñéèìü �ùí ìå�áèÝóåùí ìå åðáíÜëçøç r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝíùí áðün áí�éêåßìåíá (ç Ýêöñáóç áõ�Þ åðïìÝíùò éóïý�áé ìå nr). Äåí åßíáé �þñá äýóêïëïíá ãåíéêåýóïõìå �éò ðáñáðÜíù éäÝåò:�áñÜäåéãìá 2.10: Íá õðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá êá�áíåìçèïýír äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá óå n äéáêåêñéìÝíåò (Þ ìç äéáêåêñéìÝíåò) õðïäï÷Ýò,ü�áí êÜèå õðïäï÷Þ ðñÝðåé íá äå÷èåß Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áí�éêåßìåíï.



2.4. ÅÊÈÅÔÉÊÅÓ �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ 29Ëýóç. Èåùñïýìå ùò ðáñÜìå�ñï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �ïí áñéèìü r �ùí áí�éêåéìÝíùíêáé ùò ó�áèåñÜ �ïí áñéèìü n �ùí õðïäï÷þí. ¢ñá áêüìç êáé åÜí ïé õðïäï÷Ýòåßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêèå�éêÝò ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò.Áò åîå�Üóïõìå ðñþ�á �çí ðåñßð�ùóç üðïõ ïé õðïäï÷Ýò åßíáé äéáêåêñéìÝíåò. Ïåêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò åßíáé
(x+

x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)n = (ex − 1)n :Óçìåßùóç: Ôï ðñüâëçìá �ùí �ïðïèå�Þóåùí óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç åßíáé éóïäýíáìïìå �çí åýñåóç �ïõ áñéèìïý �ùí äéá�Üîåùí r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝíùí áðü náí�éêåßìåíá, ìå åðáíÜëçøç, áëëÜ êáé ìå �ïí åðéðëÝïí ðåñéïñéóìü ü�é üëá �á náí�éêåßìåíá ðñÝðåé íá åìöáíéóèïýí ó�ç äéÜ�áîç �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ.�áñá�çñïýìå �þñá ü�é:

(ex − 1)
n

=

n
∑i=0

(ni) (−1)
i e(n−i)x

=

n
∑i=0

(ni) (−1)
i ∞
∑r=0

1r! (n− i)r xr
=

∞
∑r=0

xrr! n
∑i=0

(−1)
i(ni) (n− i)r:ÅðïìÝíùò, ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá �ïðïèå�Þóïõìå r äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáóå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò, ÷ùñßò íá áöÞóïõìå Üäåéåò õðïäï÷Ýò, åßíáén

∑i=0

(−1)
i (ni) (n− i)r = n!S (r; n) ;üðïõ S (r; n) =

1n!

n
∑i=0

(−1)
i(ni) (n− i)r: (2.6)Ïé S(r; n) êáëïýí�áé áñéèìïß Stirling 2ïõ åßäïõò. Óõìâïëßæïí�áé åðßóçò êáé ìå

{rn}.�éá �çí ðåñßð�ùóç �þñá ðïõ ïé õðïäï÷Ýò åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, áñêåß íáäéáéñÝóïõìå �ïí �ýðï ãéá äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò ìå n! ãéá íá êá�áëÞîïõìåó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá �ïðïèå�Þóïõìå r äéáêåêñéìÝíááí�éêåßìåíá óå n ìç äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò, ÷ùñßò íá áöÞóïõìå Üäåéåò õðïäï÷Ýò,åßíáé S(r; n). �áñá�çñÞó�å ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ �ï ðñüâëçìá åßíáé éóïäýíáìïìå �ïí õðïëïãéóìü �ïõ áñéèìïý �ùí �ñüðùí ðïõ Ýíá óýíïëï ìå r ó�ïé÷åßá ìðïñåßíá äéáìåñéóèåß óå n ìç êåíÜ õðïóýíïëá, îÝíá áíÜ äýï ìå�áîý �ïõò. Ï åêèå�éêüòáðáñéèìç�Þò �ùí áñéèìþí áõ�þí (èåùñþí�áò ùò ðáñÜìå�ñï �ï r êáé �ï n ùòó�áèåñÜ) åßíáé (ex − 1)n=n!.×ñçóéìïðïéþí�áò �çí ðáñáðÜíù åñìçíåßá �ïõ áñéèìïý �ùí äéáìåñßóåùí ãéá�ïõò áñéèìïýò Stirling 2ïõ åßäïõò åßíáé åýêïëï íá êá�áëÞîåé êáíåßò ó�ïí áêüëïõèïáíáãùãéêü �ýðï:S(r + 1; n+ 1) = (n+ 1)S(r; n+ 1) + S(r; n): (2.7)�ñÜãìá�é, äåäïìÝíùí r+ 1 äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí, Ýó�ù �ùí {1; : : : ; r; r+
1}, îå÷ùñßæù Ýíá áðü áõ�Ü, Ýó�ù �ï �åëåõ�áßï, �ï r + 1. �éá íá êá�áóêåõÜóù



30 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ�þñá ìßá ïðïéáäÞðï�å äéáìÝñéóç �ùí áí�éêåéìÝíùí {1; : : : ; r; r+1} õðÜñ÷ïõí äýïåðéëïãÝò: (á) íá êá�áóêåõÜóù ìßá äéáìÝñéóç �ùí r áí�éêåéìÝíùí {1; : : : ; r} ðïõÝ÷åé n+1 õðïóýíïëá êáé íá ðñïóèÝóù �ï áí�éêåßìåíï r+1 óå êÜðïéï áðü �á n+1õðïóýíïëá Þ (â) íá êá�áóêåõÜóù ìßá äéáìÝñéóç �ùí r áí�éêåéìÝíùí {1; : : : ; r}ðïõ Ý÷åé n õðïóýíïëá êáé íá èåùñÞóù ü�é �ï ìïíïóýíïëï {r + 1} áðï�åëåß �ï
(n + 1)-ïó�ü õðïóýíïëï �çò äéáìÝñéóçò. Áñêåß �þñá íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é çåðéëïãÞ (á) ìðïñåß íá õëïðïéçèåß êá�Ü n + 1 �ñüðïõò, åíþ ç åðéëïãÞ (â) êá�ÜÝíá �ñüðï.Ó�ïí �ßíáêá 2.2 õðÜñ÷ïõí ìåñéêïß áñéèìïß Stirling 2ïõ åßäïõò, õðïëïãéóìÝíïéìå ÷ñÞóç �ïõ �ýðïõ 2.7.r=n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 12 1 13 1 3 14 1 7 6 15 1 15 25 10 16 1 31 90 65 15 17 1 63 301 350 140 21 18 1 127 966 1701 1050 266 28 19 1 255 3025 1770 6951 2646 462 36 110 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1�ßíáêáò 2.2: Áñéèìïß Stirling 2ïõ åßäïõò, S(r; n)Óå áõ�ü �ï óçìåßo íá áíáöÝñïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí êáé áñéèìïß Stirling 1ïõåßäïõò, ðïõ óõìâïëßæïí�áé s(r; n) (Þ åðßóçò êáé ìå [rn]) êáé äßíïõí �ïí áñéèìü�ùí �ñüðùí íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá óýíïëï áðü n ðåñéäÝñáéá ÷ñçóéìïðïéþí�áòr äéáêåêñéìÝíåò ÷Üí�ñåò (êÜèå ðåñéäÝñáéï ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá÷Üí�ñá).Ï áíáãùãéêüò �ýðïò ãéá �ïõò áñéèìïýò Stirling 1ïõ åßäïõò åßíáé (Üóêçóç):s(r + 1; n+ 1) = rs(r; n + 1) + s(r; n): (2.8)Ó�ïí �ßíáêá 2.3 õðÜñ÷ïõí ìåñéêïß áñéèìïß Stirling 1ïõ åßäïõò, õðïëïãéóìÝíïéìå ÷ñÞóç �ïõ �ýðïõ 2.8.�áñÜäåéãìá 2.11: Íá âñåèåß ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò �ïõ áñéèìïý �ùí �ñüðùííá äéáìåñßóïõìå Ýíá óýíïëï áðü r ó�ïé÷åßá óå ìç êåíÜ, îÝíá áíÜ äýï õðïóýíïëá÷ùñßò ðåñéïñéóìü ó�ïí áñéèìü �ùí õðïóõíüëùí. Ïé áñéèìïß áõ�ïß êáëïýí�áéáñéèìïß Bell êáé óõìâïëßæïí�áé ìå Br.Ëýóç. ÅðåéäÞ ìßá äéáìÝñéóç èá áðï�åëåß�áé áðü Ýíá Þ äýï Þ �ñßá ê�ë õðïóýíïëá,åßíáé åýêïëï íá äéáðéó�þóåé êÜðïéïò ü�é:Br =

∞
∑i=1

S(r; i):



2.4. ÅÊÈÅÔÉÊÅÓ �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ 31r=n 1 2 3 4 5 6 7 81 12 1 13 2 3 14 6 11 6 15 24 50 35 10 16 120 274 255 85 15 17 720 1764 1624 735 175 21 18 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1�ßíáêáò 2.3: Áñéèìïß Stirling 1ïõ åßäïõò s(r; n)ÎÝñïõìå ü�é ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò �ùí S(r; n) åßíáé (ex − 1)n=n!. ÅðïìÝíùò,ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò �ùí áñéèìþí Bell Br åßíáé
∞
∑i=1

(

(ex − 1)ii! )

= eex−1 − 1:�áñÜäåéãìá 2.12: Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá åê�õðùèïýí 25 äéáöïñå�éêÜðñïãñÜììá�á áðü �ïõò 3 äéáöïñå�éêïýò åê�õðù�Ýò ðïõ äéáèÝ�åé Ýíá õðïëïãéó�éêüêÝí�ñï, ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é êÜèå åê�õðù�Þò ðñÝðåé íá åê�õðþóåé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïíðñüãñáììá.Ëýóç. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç. Áõ�Þ åßíáé ç åîÞò:
(x+

x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)3

= (ex − 1)3Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýí íá ãßíïõí ïé åê�õðþóåéò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò�ïõ x25=25! ó�ï (ex − 1)3. ¸÷ïõìå ü�é
(ex − 1)

3
= e3x − 3e2x + 3ex − 1

=

∞
∑r=0

3r xrr! − 3

∞
∑r=0

2r xrr! + 3

∞
∑r=0

xrr! − 1

=
∞
∑r=0

(3r − 3 · 2r + 3)
xrr! − 1:ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x25=25! åßíáé 325 − 3 · 225 + 3.



32 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. �ÅÍÍÇÔÑÉÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ2.5 ÁóêÞóåéò2.1 �ïéÜ áêïëïõèßá Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çí:(á) A (x) = 1+2x−x2
−x3

1+x−x2
−x3 ,(â) A (x) = 2+3x−6x2

1+2x ,(ã) A (x) = 2
1−4x2 .2.2 �ïéÜ åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò:(á) 2; 5; 13; 35; : : : = 2n + 3n,(â) 1; 2; 3; : : : ; r; : : :2.3 Íá áðïäåé÷èïýí ïé éäéü�ç�åò �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí ÷ñçóéìïðïéþí�áò�çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò.2.4 Íá õðïëïãéó�åß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar = (r + 1) r (r − 1).Ó�ç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá 3 · 2 · 1 + 4 · 3 · 2 + : : : +

(n+ 1)n (n− 1).2.5 �éá äïóìÝíï t, íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìát
∑i=0

(

2ii )(2t− 2it− i ):2.6 Íá õðïëïãéó�ïýí �á áèñïßóìá�á:(á) n−1
∑k=1

(n− k)2
(n−1n−k),(â) r

∑i=0

r!
(r−i+1)!(i+1)!

.2.7 ¸ó�ù x ìéá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ðïõ ðáßñíåé �éò �éìÝò 0; 1; 2; : : : ìå ðéèáíü�ç�ááí�ßó�ïé÷á x0; x1; : : : (xi ≥ 0 êáé ∑ xi = 1). ¸ó�ùx (s) =

∞
∑k=0

xkskç ëåãüìåíç £ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ðéèáíï�Þ�ùí¤. ¸ó�ù y ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þðïõ ðáßñíïõìå áí ðñïóèÝóïõìå n áíåîÜñ�ç�á äåßãìá�á �çò x. ¸ó�ù y0; y1; : : :ïé ðéèáíü�ç�åò ç y íá ðáßñíåé �éò �éìÝò 0; 1; 2; : : :, áí�ßó�ïé÷á. Íá áðïäåßîå�åü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ðéèáíï�Þ�ùíy (s) =

∞
∑k=0

ykskéóïý�áé ìå (X (s))n.



2.5. ÁÓÊÇÓÅÉÓ 332.8 Âñåß�å �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a0; a1; a2; : : : üðïõ ar åßíáé ïáñéèìüò �ùí �ñüðùí íá ó÷çìá�ßóïõìå óõíäõáóìü (ìå åðáíáëÞøåéò) åðéëÝãïí�áòr ãñÜììá�á áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2} ìå �ïí ðåñéïñéóìü �ï ãñÜììá 0 íáåìöáíéó�åß Üñ�éåò öïñÝò. Ìå âÜóç �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç, õðïëïãßó�å �ïar.2.9 Äßíå�áé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí áêïëïõèßá a0; a1; a2; : : :. Íá âñåèïýí:(á) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí õðáêïëïõèßá �ùí üñùí ìå Üñ�éï äåßê�ç,äçë. a0; a2; a4; : : :,(â) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò õðáêïëïõèßáò a1; a4; a7; : : : (Õðüäåéîç: Áíw = e2�i=3 , �ü�å w0 + w1 + w2 = 0).2.10 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí �ïõ 2n ìå üñïõò �ùí áèñïéóìÜ�ùí�ïõò áñéèìïýò 1,2 êáé 4.2.11 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ 2t + 1 ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå 3 äéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ, Ý�óé þó�å êÜèå êïõ�ßíá ìçí ðåñéÝ÷åé ðåñéóóü�åñá áðü t áí�éêåßìåíá.2.12 ¸÷ïõìå 2 åßäç áí�éêåéìÝíùí. Ôï åßäïò 1 Ý÷åé p ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáêáé �ï åßäïò 2 Ý÷åé q ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá. Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõòìðïñïýìå íá ó÷çìá�ßóïõìå óõíäõáóìü åðéëÝãïí�áò r áí�éêåßìåíá;2.13 Íá âñåèåß ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìåíá äéáëÝîïõìå r Þ ëéãü�åñá áí�éêåßìåíá áðü r äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá êáéíá �á êá�áíåßìïõìå óå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò, ìå �á áí�éêåßìåíá ìÝóáóå êÜèå õðïäï÷Þ �áîéíïìçìÝíá.2.14 Íá õðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá ìå�á�ñÝøïõìå óåøéëÜ íüìéóìá �ïõ åíüò åõñþ.
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ÊåöÜëáéï 3Ó÷Ýóåéò ÁíáäñïìÞò3.1 ÅéóáãùãÞ�ýñù ó�á 1200 ì. ×. ï Leonardo da Pisa, ðéï ãíùó�üò óáí Fibona

i, áíáêÜëõøåêáé ìåëÝ�çóå �çí áêïëïõèßá áñéèìþí Fibona

i. Ï Fibona

i ðáñïõóßáæå áõ�Þí�çí áêïëïõèßá áñéèìþí ëÝãïí�áò �çí ðéï êÜ�ù éó�ïñßá: £Óå Ýíá íçóß õðÜñ÷åéáñ÷éêÜ Ýíá æåõãÜñé áðü êïõíÝëéá. ÊÜèå æåýãïò êïõíåëéþí Ý÷åé �ç äõíá�ü�ç�áìå�Ü áðü Ýíá ìÞíá æùÞò íá áíáðáñÜãåé Ýíá Üëëï æåýãïò áðü êïõíÝëéá ìÝóá óåÝíá ìÞíá. Áõ�ü ìáò ëÝåé ü�é �ï êïõíÝëé ãéá íá ãåííÞóåé ðñÝðåé íá åíçëéêéùèåß,äçëáäÞ íá ãßíåé åíüò ìçíüò. �åííÞóåéò óõìâáßíïõí êÜèå ìÞíá. Ôá êïõíÝëéáðï�Ý äåí ðåèáßíïõí êáé ðï�Ý äåí ó�áìá�Üíå íá áíáðáñÜãïõí¤. Áò ðñïóðáèÞóïõìåíá äþóïõìå ìéá ëýóç ó�ï ðñüâëçìá �ïõ õðïëïãéóìïý �ïõ áñéèìïý �ùí êïõíåëéþíìå�Ü áðü Ýíá äåäïìÝíï äéÜó�çìá.Áò åßíáé an ï áñéèìüò �ùí æåõãáñéþí �ùí êïõíåëéþí ìå�Ü áðü n ìÞíåò. Áòåßíáé Nn �á íåïãåííçèÝí�á æåõãÜñéá (äçëáäÞ áõ�Ü ðïõ ãåííÞèçêáí ó�ï ìÞíá n)êáé On �á ðáëéÜ æåõãÜñéá (äçëáäÞ áõ�Ü ðïõ ãåííÞèçêáí ó�ïõò ìÞíåò 1; : : : ; n−1).ÅðïìÝíùò åßíáé an = Nn +OnÏé êáíüíåò �çò éó�ïñßáò ìáò ëÝíå ü�é �ïí åðüìåíï ìÞíá èá óõìâïýí �á åîÞòãåãïíü�á:On+1 = On +Nn = an - �á ðáëéÜ æåõãÜñéá �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ (n+ 1) Ý÷ïõíáõîçèåß ìå áõ�Ü ðïõ ãåííÞèçêáí �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n.Nn+1 = On - êÜèå ðáëéü æåõãÜñé ó�ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n ðáñÜãåé Ýíá íåïãÝííç�ïæåõãÜñé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n+ 1.Êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ åðüìåíïõ ìÞíá Ý÷ïõìå:On+2 = On+1 +Nn+1 = an+1Nn+2 = On+1ÓõíäõÜæïí�áò �éò ðéï ðÜíù åîéóþóåéò Ý÷ïõìåan+2 = On+2 +Nn+2 = (On+1 +Nn+1) + (On +Nn) = an+1 + anÇ ðéï ðÜíù ó÷Ýóç åßíáé ìéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò. Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ÷ñåéÜæïí�áé,áëëÜ äåí Ý÷ïõí êáé ìåãÜëç óçìáóßá. �éá �ïõò áñéèìïýò Fibona

i óõíÞèùò åßíáéa0 = 0; a1 = 1; Þ a0 = a1 = 1. 35



36 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓÓ�éò åðüìåíåò ðáñáãñÜöïõò èá äþóïõìå êÜðïéïõò ïñéóìïýò êáé èá ðåñéãñÜøïõìå�ñüðïõò ãéá �ç ëýóç ó÷Ýóåùí áíáäñïìÞò, äçëáäÞ ãéá �çí åýñåóç êëåéó�ïý �ýðïõãéá �ï ãåíéêü üñï �çò áêïëïõèßáò ðïõ ïñßæå�áé ìå �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò.3.2 �ñáììéêÝò Ó÷Ýóåéò ÁíáäñïìÞò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�ÝòÌéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ðïõ Ý÷åé �çí åîÞò ìïñöÞ
0an + 
1an−1 + 
2an−2 + : : :+ 
ran−r = f (n) (3.1)ìå 
0; 
1; : : : ; 
r ó�áèåñïýò áñéèìïýò ïíïìÜæå�áé ãñáììéêÞ ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ìåó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò, r-�Üîçò Þ r-âáèìïý. Ïé �éìÝò �çò áêïëïõèßáò a0; a1; : : : ; ar−1ïíïìÜæïí�áé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò.Ç an+2 − an+1 − an = 0 åßíáé ìéá �Ý�ïéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò. Ç óõíÜñ�çóçf(n) ïíïìÜæå�áé ïäçãüò óõíÜñ�çóç.Áí ç f(n) = 0, �ü�å ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ëÝãå�áé ïìïãåíÞò. Ó�çí ðåñßð�ùóçðïõ f(n) 6= 0 ëÝãå�áé ìç ïìïãåíÞò. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå äõï �ñüðïõòåðßëõóçò ãñáììéêþí ó÷Ýóåùí áíáäñïìÞò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò.3.2.1 Ëýóç ìå �ç ìÝèïäï �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçòÅßíáé åýêïëï íá äéáðéó�þóåé êáíåßò ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç ìéáò ãñáììéêÞò ó÷ÝóçòáíáäñïìÞò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò ìðïñåß íá ãñáöåß óáí Üèñïéóìá äýï ìåñþí:�çò ãåíéêÞò ëýóçò �çò áí�ßó�ïé÷çò ïìïãåíïýò ó÷Ýóçò êáé ìéáò ìåñéêÞò ëýóçò�çò äåäïìÝíçò ìç ïìïãåíïýò ó÷Ýóçò. ¢ñá �ï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò �çò ãåíéêÞòëýóçò �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò áíÜãå�áé ó�ï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò �çò ãåíéêÞòëýóçò �çò ïìïãåíïýò êáé ìéáò ìåñéêÞò ëýóçò �çò äåäïìÝíçò ìç ïìïãåíïýò. Áòåßíáé a(h)n ç ëýóç �çò ãåíéêÞò ïìïãåíïýò êáé a(p)n ìéá ìåñéêÞ ëýóç �çò ìç ïìïãåíïýò.Åßíáé 
0a(h)n + 
1a(h)n−1 + : : :+ 
ra(h)n−r = 0
0a(p)n + 
1a(p)n−1 + : : :+ 
ra(p)n−r = f (n)ÅðïìÝíùò
0 (a(h)n + a(p)n )+ 
1 (a(h)n−1 + a(p)n−1

)

+ : : :+ 
r (a(h)n−r + a(p)n−r) = f (n) (3.2)�ñïöáíþò ç ðëÞñçò ëýóç, an = a(h)n + a(p)n , éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò. £Ïóêïðüò èá åßíáé íá îåöýãïõìå áðü �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò êáé íá êá�áëÞîïõìå óåÝíá êëåéó�ü �ýðï ðïõ ìáò äßíåé �ï an óõíáñ�Þóåé �ïõ n¤.(Á) Åýñåóç ïìïãåíïýò ëýóçò: ÄïêéìÜæïõìå ìéá ëýóç �çò ìïñöÞò a(h)n =Axn, üðïõ x ïíïìÜæå�áé ÷áñáê�çñéó�éêÞ ñßæá êáé Á åßíáé ìéá ó�áèåñÜ ðïõ èáõðïëïãéó�åß áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Áí�éêáèéó�þí�áò áõ�Þ �ç ëýóç ó�ç ó÷ÝóçáíáäñïìÞò ðáßñíïõìå
0Axn + 
1Axn−1 + 
2Axn−2 + : : :+ 
rAxn−r = 0 ⇔
0xn + 
1xn−1 + 
2xn−2 + : : :+ 
rxn−r = 0 (3.3)



3.2. �ÑÁÌÌÉÊÅÓÓ×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓÌÅÓÔÁÈÅÑÏÕÓÓÕÍÔÅËÅÓÔÅÓ37Ç (3.3) ïíïìÜæå�áé ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò. ¸ó�ù ü�éÝ÷åé äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò �éò x1; x2; : : : ; xr. Ôü�å áðïäåéêíýå�áé ü�é çãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò åßíáéa(h)n = A1xn1 +A2xn2 + : : :+ArxnrÔá A1; A2; : : : ; Ar èá õðïëïãéó�ïýí áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.�áñÜäåéãìá 3.1: Ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ãéá �ïõò áñéèìïýò Fibona

i åßíáéan+2 = an+1 + anÞ an = an−1 + an−2Ëýóç. ¸ó�ù ü�é ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé a0 = a1 = 1. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞåîßóùóç åßíáé x2 − x− 1 = 0ïé ñßæåò åßíáé x1 =
1 +

√
5

2
; x2 =

1 −
√

5

2Ï áñéèìüò
Φ =

1 +
√

5

2
≈ 1; 16803åßíáé ï ëåãüìåíïò £÷ñõóüò ëüãïò¤. (Áíáëïãßá ìåãåèþí ðïõ Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåßáðü �çí åðï÷Þ �ïõ Öåéäßá ó�çí êëáóéêÞ �Ý÷íç. ËÝãå�áé ü�é åõ÷áñéó�åß �éòáéóèÞóåéò). Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáé êáé ç ðëÞñçò ëýóçêáé äßíå�áé áðü �ïí �ýðï:an = a(h)n = A1

(

1 +
√

5

2

)n
+A2

(

1 −
√

5

2

)nÏé äõï ó�áèåñÝò A1; A2 õðïëïãßæïí�áé áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò a0 = a1 = 1 �éòäõï åîéóþóåéò a0 = A1 +A2 = 1; a1 = A1
1 +

√
5

2
+A2

1 −
√

5

2êáé A1 =
1√
5

1 +
√

5

2
; A2 = − 1√

5

1 −
√

5

2ÅðïìÝíùò, an =
1√
5

(

1 +
√

5

2

)n+1

− 1√
5

(

1 −
√

5

2

)n+1èá áíáöåñèïýìå �þñá ó�çí ðåñßð�ùóç êá�Ü �çí ïðïßá ìåñéêÝò ñßæåò �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞòåîßóùóçò åßíáé ìéãáäéêïß áñéèìïß. ÅðåéäÞ ïé óõí�åëåó�Ýò �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞòåîßóùóçò åßíáé ðñáãìá�éêïß, áí ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç Ý÷åé ñßæá Ýíá ìéãáäéêü,�ü�å Ý÷åé êáé �ï óõæõãÞ �ïõ.Áò åßíáé x1 = a+ ib êáé x2 = a− ib �ï æåõãÜñé �ùí ìéãáäéêþí ñéæþí.



38 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓÇ áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáéA1 (X1)
n +A2 (X2)

n = A1 (a+ ib)n +A2 (a− ib)n =B1pn cos (n#) +B2pn sin (n#)üðïõ p =
√a2 + b2êáé # = tan−1 (b=a) ; B1 = (A1 +A2) ; B2 = i (A1 −A2)Ìáò ìÝíåé ç ðåñßð�ùóç íá Ý÷ïõìå ðïëëáðëÝò ñßæåò ãéá �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç.Áò åßíáé X1 k-ðïëëáðëü�ç�áò ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò. Ôü�åáðïäåéêíýå�áé ü�é ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáé

(A1nk−1 +A2nk−2 + : : :+Ak−2n2 +Ak−1n+Ak)Xn
1�áñÜäåéãìá 3.2: Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò

4an − 20an−1 + 17an−2 − 4an−3 = 0Ëýóç. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç, åßíáé
4x3 − 20x2 + 17x− 4 = 0êáé ïé ñßæåò x1 = x2 = 1=2; x3 = 4¢ñá ç ïìïãåíÞò ëýóç, ðïõ óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç åßíáé êáé ðëÞñçò ëýóç, åßíáéa(h)n = (A1n+A2) (1=2)n +A34

nÔá A1; A2; êáé A3 õðïëïãßæïí�áé áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.(Â) Åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóçò: Äåí õðÜñ÷åé ãåíéêüò êáíüíáò. Ìðïñïýìåüìùò íá ðïýìå ðùò ç ìåñéêÞ ëýóç £ìïéÜæåé¤ ìå �çí ïäçãü óõíÜñ�çóç. ÄçëáäÞ,áíÜëïãá ìå �ï �é åßíáé ç ïäçãüò óõíÜñ�çóç äïêéìÜæïõìå êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç. Ïðéï êÜ�ù ðßíáêáò äßíåé ìåñéêÜ ðáñáäåßãìá�áÌïñöÞ f(n) ÌïñöÞ ìåñéêÞò ëýóçòk, ó�áèåñÜ C, ó�áèåñÜðïëõþíõìï ðïëõþíõìï ßäéïõ âáèìïý áëëÜ ðëÞñåòk�n; k; � ó�áèåñÝò 
�n; 
; � ó�áèåñÝòÏé ó�áèåñÝò �çò ìåñéêÞò ëýóçò õðïëïãßæïí�áé áí�éêáèéó�þí�áò �çí õðïøÞöéáëýóç ó�çí ìç ïìïãåíÞ ó÷Ýóç áíáäñïìÞò.�áñÜäåéãìá 3.3: Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò
6an − 5an−1 + an−2 = 6 (1=5)n n = 2; 3; 4; : : :a0 = 0; a1 = 6=5Ëýóç.



3.2. �ÑÁÌÌÉÊÅÓÓ×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓÌÅÓÔÁÈÅÑÏÕÓÓÕÍÔÅËÅÓÔÅÓ39(á) ÏìïãåíÞò ëýóç×áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç, 6x2 − 5x+ 1 = 0ïé ñßæåò åßíáé, x1 = 1=2; x2 = 1=3¢ñá ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáéa(h)n = A1 (1=2)n +A2 (1=3)n(â) ÌåñéêÞ ëýóçÇ ìïñöÞ �çò ïäçãïý óõíÜñ�çóçò f(n), ìáò åðéâÜëëåé íá äïêéìÜóïõìå ìéáìåñéêÞ ëýóç �çò ìïñöÞò a(p)n = Â (1=5)
n. ÄçëáäÞ

6B (1=5)n − 5B (1=5)n−1
+B (1=5)n−2

= 6 (1=5)n ⇒
(6=25)B −B +B = 6=25 ⇒ B = 1¢ñá ç ðëÞñçò ëýóç åßíáéan = a(p)n + a(h)n = A1 (1=2)n +A2 (1=3)n + (1=5)nÁðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõìåa0 = A1

(

1

2

)0

+A2

(

1

3

)0

+

(

1

5

)0

= 0 A1 +A2 = −1a1 = A1

(

1

2

)1

+A2

(

1

3

)1

+

(

1

5

)1

=
6

5

A1

2
+
A2

3
= 1A1 = 8 êáé A2 = −9¢ñá ç ðëÞñçò ëýóç åßíáéan = (1=2)n−2 − (1=3)n−2

+ (1=5)n ; n = 0; 1; 2; 3; : : :3.2.2 Ëýóç ìå �ç ìÝèïäï �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�ÞóåùíÁò åßíáé A(x) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò
(a0; a1; a2; : : : ; an; : : :)äçëáäÞ A (x) =

∞
∑L=0

aLxL¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �çí åîÞò ó÷Ýóç áíáäñïìÞò
0an + 
1an−1 + : : :+ 
ran−r = f (n) (3.4)ç ïðïßá Ý÷åé öõóéêÞ óçìáóßá êáé éó÷ýåé ìüíï ãéá åêåßíá �á n �á ïðïßá åßíáéìåãáëý�åñá Þ ßóá áðü êÜðïéï áêÝñáéï k. Åíäéáöåñüìáó�å íá ðñïóäéïñßóïõìå �éò�éìÝò åêåßíùí �ùí an ãéá �á ïðïßá n > k − r êáé áõ�ü ãéá�ß ìüíï áõ�Ü �á anó÷å�ßæïí�áé ìå �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò. Áðü áõ�Ü �á an �á ak−r; ak−r+1; : : : ; ak−1åßíáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.



40 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓÁðü �çí (3.4), ðïëëáðëáóéÜæïí�áò ìå xn êáé áèñïßæïí�áò Ý÷ïõìå
∞
∑n=k (
0an + 
1an−1 + : : :+ 
ran−r)xn =

∞
∑n=k f (n)xn (3.5)Áðü �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí Ý÷ïõìå

∞
∑n=k 
0anxn = 
0 [A (x) − a0 − a1x− a2x2 − : : :− ak−1xk−1

]

∞
∑n=k 
1an−1xn = 
1x [A (x) − a0 − a1x− a2x2 − : : :− ak−2xk−2

]: : :
∞
∑n=k 
ran−rxn = 
rxr [A (x) − a0 − a1x− a2x2 − : : :− ak−r−1xk−r−1

]Ëýíïí�áò �çí (3.5) ùò ðñïò A(x) êáé êÜíïí�áò �éò áí�éêá�áó�Üóåéò Ý÷ïõìå ü�éA (x) = a0 + a1x+ : : :+ ak−r−1xk−r−1

+
1
0 + 
1x+ : : :+ 
rxr  ∞

∑n=k f (n)xn + 
0 (ak−rxk−r + : : :+ ak−1xk−1
)

+
1 (ak−rxk−r+1 + : : :+ ak−2xk−1
)

+ : : :+ 
r−1ak−rxk−1



�áñÜäåéãìá 3.4: Íá ëõèåß �ï �áñÜäåéãìá 3.3 ìå �ç ìÝèïäï �ùí ãåííç�ñéþíóõíáñ�Þóåùí.Ëýóç.¸÷ïõìå
6an − 5an−1 + an−2 = 6 (1=5)n ; a0 = 0; a1 = 6=5ÅðïìÝíùò

∞
∑n=2

6anxn −
∞
∑n=2

5an−1xn +

∞
∑n=2

an−2xn =

∞
∑n=2

6 (1=5)n xn
6 [A (x) − a0 − a1x] − 5x [A (x) − a0] + x2A (x) =

6 (1=5)2 x2

1 − (1=5)x ⇒A (x) = (1=5) x (6 − x)
[1 − (1=3)x] [1 − (1=2)x] [1 − (1=5)x] ⇒A (x) =

−9

1 − (1=3)x +
8

1 − (1=2)x +
1

1 − (1=5)x ⇒an = (1=2)n−2 − (1=3)n−2
+ (1=5)n ; n = 0; 1; 2; : : :�áñÜäåéãìá 3.5: Äßíïí�áé ïé 2 ðáñáêÜ�ù ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò ðïõ ó÷å�ßæïí�áéìå�áîý �ïõò ar = 3ar−1 + 2br−1br = ar−1 + br−1ìå a0 = 1; b0 = 0



3.2. �ÑÁÌÌÉÊÅÓÓ×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓÌÅÓÔÁÈÅÑÏÕÓÓÕÍÔÅËÅÓÔÅÓ41Ëýóç. Èá âñïýìå êëåéó�ü �ýðï ãéá �á ar; br ìå �ç âïÞèåéá �ùí ãåííç�ñéþíóõíáñ�Þóåùí.Áðü �éò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò Ý÷ïõìå
∞
∑r=1

arxr =

∞
∑r=1

3ar−1xr +

∞
∑r=1

2br−1xr
∞
∑r=1

brxr =

∞
∑r=1

ar−1xr +

∞
∑r=1

br−1xrìå A (x) =

∞
∑r=0

arxr; B (x) =

∞
∑r=0

brxrÝ÷ïõìå áðü �éò éäéü�ç�åò �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�ÞóåùíA (x) − 1 = 3xA (x) + 2xB (x)B (x) = xA (x) + xB (x)Ëýíïí�áò ùò ðñïò A(x); B(x) âñßóêïõìå ü�éA (x) =
1 − x

1 − 4x+ x2
=

(

3 +
√

3
) =6

1 −
(

2 +
√

3
)x +

(

3 −
√

3
) =6

1 −
(

2 −
√

3
)xêáé ó�ç óõíÝ÷åéá ìå ìåñéêÞ êëáóìá�éêÞ áíÜëõóçan =

3 +
√

3

6

(

2 +
√

3
)n

+
3 −

√
3

6

(

2 −
√

3
)nbn =

√
3

6

(

2 +
√

3
)n

−
√

3

6

(

2 −
√

3
)n�ïëëÝò öïñÝò åßíáé ÷ñÞóéìï íá åöáñìüóïõìå êÜðïéáò ìïñöÞò ìå�áó÷çìá�éóìüó�çí áêïëïõèßá, ãéá íá �çí åìöáíßóïõìå óå ìéá ðéï êá�Üëëçëç ìïñöÞ.Áò äïýìå Ýíá �Ý�ïéï ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 3.6: Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞòan = 3a2n−1; n ≥ 1; a0 = 1Ëýóç. Áõ�Þ ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò äåí ìðïñåß íá ëõèåß ìå êáìéÜ áðü �éò ìåèüäïõòðïõ Ý÷ïõìå óõæç�Þóåé ìÝ÷ñé �þñá. Áí üìùò èåùñÞóïõìå ìéá íÝá áêïëïõèßá bn�çò ìïñöÞò bn = log an (üðïõ log äçëþíåé ëïãÜñéèìï ìå âÜóç �ï 2). Ôü�å çó÷Ýóç áíáäñïìÞò ìðïñåß íá îáíáãñáö�åß ùò åîÞòbn = 2bn−1 + log 3; b0 = 0Áõ�Þ ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ìðïñåß íá ëõèåß åýêïëá ìå �éò ìåèüäïõò ðïõ Ý÷ïõìåóõæç�Þóåé. Áí �ç ëýóïõìå âñßóêïõìå ü�ébn = (2n − 1) log 3 Þ an = 2(2n−1) log 3 = 32n−1



42 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓ3.3 Ìç ãñáììéêÝò Ó÷Ýóåéò ÁíáäñïìÞòÏé ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò ïé ïðïßåò äåí åßíáé ãñáììéêÝò êáé Ý÷ïõí ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò,äåí Ý÷ïõí ãåíéêÝò �å÷íéêÝò ëýóçò ðáñüìïéåò ìå áõ�Ýò �çò �áñáãñÜöïõ 3.2.ÓõíÞèùò êá�áöåýãïõìå óå åéäéêÝò ìåèüäïõò. ¢ëëï�å ðÜëé ãéá åéäéêÝò êá�çãïñßåòìðïñïýìå íá äþóïõìå ãåíéêÞ ëýóç Þ íá ìåëå�Þóïõìå �çí áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ�çò ëýóçò �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò. �ïëëÝò öïñÝò £ìáí�åýïõìå¤ ìéá ëýóç êáé �çäïêéìÜæïõìå áí äïõëåýåé. ¢ëëåò öïñÝò ðÜëé êÜíïõìå äéÜöïñïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò.3.3.1 Ëýóç �çò �çëåóêïðéêÞò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞòÇ ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò �çëåóêïðéêÞò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò åßíáé ç åîÞòT (1) = 1T (n) = aT (n=b) + d (n) (3.6)Ç óõíÜñ�çóç d(n) ëÝãå�áé ïäçãüò óõíÜñ�çóç. Óçìåéþíå�áé ü�é ç (3.6) Ý÷åé íüçìáü�áí �ï n åßíáé áêÝñáéá äýíáìç �ïõ b. ÁëëÜ åÜí õðïèÝóïõìå ü�é ç Ô(n) åßíáéëåßá (äçëáäÞ Ý÷åé ðáñáãþãïõò êÜèå �Üîçò) êáé ðÜñïõìå Ýíá êáëü Üíù üñéï ãéá�çí Ô(n), áõ�Ýò ïé �éìÝò �ïõ n ìáò äßíïõí ðëçñïöïñßá ãéá �ï ñõèìü áýîçóçò �çòóõíÜñ�çóçò Ô(n).�éá íá ìéëÞóïõìå ãéá �ïõò ñõèìïýò ðïõ áõîÜíïõí ïé óõíáñ�Þóåéò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ï óõìâïëéóìü £êåöáëáßï üìéêñïí¤ (big-oh). �éá ðáñÜäåéãìá ü�áí èá ëÝìå ü�é çÔ(n) åßíáé Ï(n2), èá åííïïýìå ü�é õðÜñ÷ïõí èå�éêÝò ó�áèåñÝò 
 êáé n0 �Ý�ïéåòþó�å ãéá n ßóï Þ ìåãáëý�åñï áðü �ï n0, Ý÷ïõìå ü�é T (n) ≤ 
n2.Áò åßíáé T (n) = (n+ 1)2. �áñá�çñïýìå ü�é ç Ô(n) åßíáé Ï(n2). �ñÜãìá�éáñêåß íá ðÜñïõìå n0 = 1 êáé 
 = 4. Áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß ãéá n ≥ 1 éó÷ýåé ü�é
(n+ 1)

2 ≤ 4n2.Ìå Üëëá ëüãéá, ü�áí ëÝìå ü�é ç Ô(n) åßíáé O (f (n)), áõ�ü óçìáßíåé ü�é çf(n) åßíáé Ýíá ðÜíù üñéï ó�ï ñõèìü áýîçóçò �çò Ô(n).�éá íá ëýóïõìå �çí (3.6) êÜíïõìå äéáäï÷éêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò ó�ï äåîéüìÝñïò ãéá i = 1; 2 êáé Ý÷ïõìåT (n) = aT (n=b) + d (n)

= a [aT ( nb2)+ d(nb )]+ d (n) = a2T ( nb2)+ ad(nb )+ d (n)

= a2
[aT ( nb3)+ d( nb2)]+ ad(nb )+ d (n) = a3T ( nb3)+ a2d( nb2)+ ad(nb )+ d (n): : :

= aiT ( nbi )+

i−1
∑j=0

ajd( nbj )ÅÜí �þñá õðïèÝóïõìå ü�é n = bk ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï ãåãïíüò ü�éT ( nbk ) = T (1) = 1 êáé íá ðÜñïõìå, ìå i = k �ç ó÷ÝóçT (n) = ak +

k−1
∑j=0

ajd (bk−j)Åßíáé k = logb n, Üñá T (n) = alogb n +

k−1
∑j=0

ajd (bk−j) (3.7)



3.3. ÌÇ �ÑÁÌÌÉÊÅÓ Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓ 43Åßíáé áñêå�Ü åíäéáöÝñïí íá äïýìå �ïõò äéáöïñå�éêïýò ñüëïõò ðïõ ðáßæïõí ïé äýïüñïé ó�çí (3.7).Ï ðñþ�ïò üñïò, ï alogb n, ïíïìÜæå�áé ïìïãåíÞò ëýóç óå áíáëïãßá ìå �çíïñïëïãßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�éò ãñáììéêÝò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò ìå ó�áèåñïýòóõí�åëåó�Ýò. �ñïöáíþò áí ç ïäçãüò óõíÜñ�çóç d(n) åßíáé 0, �ü�å ç ïìïãåíÞòëýóç åßíáé ç áêñéâÞò ëýóç ãéá �çí �çëåóêïðéêÞ ó÷Ýóç áíáäñïìÞò.Ï äåý�åñïò üñïò ïíïìÜæå�áé ìåñéêÞ ëýóç êáé åßíáé äýóêïëï íá õðïëïãéó�åßáêüìá êáé áí îÝñïõìå áêñéâþò �çí ïäçãü óõíÜñ�çóç d(n).ÕðÜñ÷ïõí ëïéðüí ïäçãïß óõíáñ�Þóåéò d(n) ãéá �éò ïðïßåò ìðïñïýìå íá ëýóïõìå�çí (3.7) áêñéâþò êáé õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ãéá �éò ïðïßåò ìðïñïýìå íá ðÜñïõìåÝíá êáëü Üíù üñéï.ËÝìå ü�é ìéá óõíÜñ�çóç f �ùí áêÝñáéùí åßíáé ðïëëáðëáóéáó�éêÞ åÜí f(xy) =f(x)f(y) ãéá üëïõò �ïõò èå�éêïýò áêÝñáéïõò x êáé y.Áí ç d(n) åßíáé ðïëëáðëáóéáó�éêÞ �ü�åd (bk−j) = (d (b))k−j¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç åßíáé X =
k−1
∑j=0

aj (d (b))k−j
= (d (b))k k−1

∑j=0

( ad (b))j
= (d (b))k ( ad(b))k − 1ad(b) − 1X =

ak − (d (b))kad(b) − 1
(3.8)ÕðÜñ÷ïõí 3 ðåñéð�þóåéò ðïõ ðñÝðåé íá ìåëå�çèïýí(á) ÅÜí a > d(b), �ü�å ç ó÷Ýóç (3.8) åßíáé O(ak) Þ O(nlogb a) áöïý k = logb n.Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç ìåñéêÞ êáé ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáé ßóåò óå �ÜîçìåãÝèïõò êáé åîáñ�þí�áé ìüíï áðü �á a; b êáé ü÷é áðü �çí ïäçãü óõíÜñ�çóçd(n). T (n) = O (ak) = O (nlogb a) (3.9)(â) ÅÜí a < d(b), �ü�å ç ó÷Ýóç (3.8) åßíáé O (d (b)k) Þ O (nlogb d(b)). Óå áõ�Þ�çí ðåñßð�ùóç ç ìåñéêÞ ëýóç õðåñâáßíåé óå �Üîç ìåãÝèïõò �çí ïìïãåíÞëýóç. ¢ñá áí èÝëïõìå íá êÜíïõìå âåë�éþóåéò ðñÝðåé íá êïé�Üîïõìå åê�üòáðü �á a; b êáé �çí ïäçãü óõíÜñ�çóç d(n). (Ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõd(n) = na, Ý÷ïõìå d(b) = ba êáé logb(ba) = a. ¢ñá ç T (n) = O(na) =O (d (n)). Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç éó÷ýåé ü�éT (n) = O ((d (b))k) = O (na) (3.10)



44 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓ(ã) ÅÜí a = d(b) �ü�å X =

k−1
∑j=0

aj (d (b))k−j
= (d (b))k k−1

∑j=0

( ad (b))j
= (d (b))k k
= nlogb d(b) logb nÁöïý a = d(b), ðáñá�çñïýìå ü�é ç ìåñéêÞ ëýóç åßíáé êá�Ü logbn �ÜîçìåãÝèïõò öïñÝò ç ïìïãåíÞò ëýóç. ¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç õðåñâáßíåé êáé ðÜëé�çí ïìïãåíÞ ëýóç. ËÝìå ëïéðüí ü�éT (n) = O (nlogb d(b) logb n) (3.11)�áñÜäåéãìá 3.7: Íá ìåëå�çèïýí ïé ðéï êÜ�ù ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò1. T (n) = 4T (n=2) + n2. T (n) = 4T (n=2) + n23. T (n) = 4T (n=2) + n3óå üëåò �éò ðéï ðÜíù åßíáé Ô(1) = 1.Ëýóç. Óå êÜèå ìéá áðü �éò ðéï ðÜíù Ý÷ïõìå ãéá �çí ïìïãåíÞ ëýóç a = 4; b = 2Üñá ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáé n2.(1) Åßíáé d(n) = n ⇒ d(b) = d(2) = 2 êáé a = 4 ⇒ d(b) = 2. ¢ñá êáé çìåñéêÞ ëýóç åßíáé n2. ÅðïìÝíùò Ô(n) = Ï(n2).(2) Åßíáé d(b) = 4 = a Üñá ç ìåñéêÞ ëýóç êáé åðïìÝíùò êáé ç Ô(n) åßíáéO(n2 logn).(3) Åßíáé d(n) = n3 ⇒ d(b) = d(2) = 8 êáé a < d(b). ÅðïìÝíùò ç ìåñéêÞ ëýóçêáé åðïìÝíùò êáé ç Ô(n) åßíáé O (nlogb d(b)) = O (n3

).3.3.2 Ëýóç �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò ðïõ ïñßæå�áé ìå óõíÝëéîç¸ó�ù ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞòan = an−ra0 + an−r−1a1 + : : :+ a0arÞ an =

n−r
∑l=0

an−r−lal (3.12)ç ïðïßá éó÷ýåé ãéá n ≥ k, üðïõ k êÜðïéïò áêÝñáéïò. ¼ðùò êáé ó�çí ðáñÜãñáöï(3.2.2) èá äå÷èïýìå ü�é k ≥ r.



3.3. ÌÇ �ÑÁÌÌÉÊÅÓ Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓ 45Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç �éìÞ �ïõ an ãéá n ≥ k ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áíáäñïìéêÜü�áí ïé �éìÝò �ùí a0; a1; : : : ; ak−1 åßíáé ãíùó�Ýò. Áõ�Ýò ïé �éìÝò �ùí a0; a1; : : : ; ak−1åßíáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.�ïëëáðëáóéÜæïí�áò êáé �á äýï ìÝñç �çò (3.12) ìå xn êáé ðáßñíïí�áò �ïÜèñïéóìá áðü n = k ìÝ÷ñé n = ∞ Ý÷ïõìå
∞
∑n=k anxn =

∞
∑n=k (an−ra0 + an−r−1a1 + : : :+ a0an−r)xnÌå �ç âïÞèåéá �ùí éäéï�Þ�ùí �çò óõíÝëéîçò êáé �çò ïëßóèçóçò Ý÷ïõìåA (x) − a0 − a1x− : : :− ak−1xk−1 = xr [A (x)A (x) − a2

0 − (a1a0 + a0a1)x−: : :− (ak−r−1a0 + ak−r−2a1 + : : :+ a0ak−r−1) xk−r−1
] (3.13)Ç (3.13) åßíáé ìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç 2ïõ âáèìïý ùò ðñïò A(x), ç ïðïßá ìðïñåßíá ëõèåß. Ç A(x) åßíáé ç óõíÞèçò ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç êáé Üñá ìðïñïýìå íáâñïýìå ðïéá áêïëïõèßá Ý÷åé �çí A(x) ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç.�áñÜäåéãìá 3.8: Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá âÜëïõìåðáñåíèÝóåéò ó�çí Ýêöñáóç �1 + �2 + : : :+ �n−1 + �nÝ�óé þó�å ìüíï 2 üñïé íá ðñïó�ßèåí�áé êÜèå öïñÜ.Ëýóç. Áò åßíáé ai ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéòóå ìéá Ýêöñáóç ìå i üñïõò.Èåùñïýìå �éò 2 õðïåêöñÜóåéò�1 + �2 + : : :+ �n−r �n−r+1 + �n−r+2 + : : :+ �n¢ñá õðÜñ÷ïõí an−r �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�çí ðñþ�ç Ýêöñáóç êáéar �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�çí äåý�åñç Ýêöñáóç. Áõ�ü óçìáßíåé ü�éõðÜñ÷ïõí an−rar �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéò óå üëç �çí Ýêöñáóç.ÄçëáäÞ an = an−1a1 + an−2a2 + : : :+ a2an−2 + a1an−1 ⇒an =

n−1
∑k=1

an−kak ãéá n ≥ 2�ñïöáíþò a1 = 1.ÈÝ�ù a0 = 0 êáé ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç ìðïñåß íá îáíáãñáö�åß ùò åîÞòan = ana0 + an−1a1 + : : :+ a1an−1 + a0an; n ≥ 2an =

n
∑k=0

an−kak



46 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓ�ïëëáðëáóéÜæïí�áò ìå xn êáé áèñïßæïí�áò áðü n = 2 Ýùò n = ∞ Ý÷ïõìå
∞
∑n=2

anxn =

∞
∑n=2

(ana0 + an−1a1 + : : :+ a1an−1 + a0an)xnA (x) − a1x− a0 = [A (x)]2 − a2
0 − (a1a0 + a0a1)x ⇒

[A (x)]2 −A (x) + x = 0 ⇒A (x) =
1 ±

√
1 − 4x
2Áí êáé õðÜñ÷ïõí äõï ëýóåéò ãéá �çí A(x), èá ðÜñïõìå áõ�Þ �ç ëýóç ðïõ ìáòåîáóöáëßæåé ìéá áêïëïõèßá èå�éêþí áñéèìþí.Åßíáé ãíùó�ü (áí ü÷é áðïäåßî�å �ï) ü�é ç óõíÜñ�çóç (1 − 4x)1=2 åßíáé çãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòan = − 2n(2n− 2n− 1

) n = 1; 2; 3; : : :¢ñá èá åðéëÝîïõìå �ç ëýóçA (x) = 1=2 − 1=2√1 − 4xãéá íá åîáóöáëßóïõìå áêïëïõèßá èå�éêþí áñéèìþí. Ç áêïëïõèßáan =

{

0 n = 0
1n(2n−2n−1

) n = 1; 2; 3; : : :Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çí A (x) = 1=2 − 1=2√1 − 4x (áò �ï áðïäåßîåé ïáíáãíþó�çò).Åðåê�åßíïí�áò �çí ðéï ðÜíù ðåñßð�ùóç ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ìéá ìåãáëý�åñçêëÜóç ðñïâëçìÜ�ùí.Áò èåùñÞóïõìå �þñá �çí åîÞò ó÷Ýóç áíáäñïìÞòbn = an−rb0 + an−r−1b1 + : : :+ a0bn−rÞ bn =

n−r
∑k=0

an−r−kbkç ïðïßá éó÷ýåé ãéá n ≥ k, üðïõ k êÜðïéïò áêÝñáéïò, êáé k ≥ r.�ïëëáðëáóéÜæïí�áò êáé �á äýï ìÝñç ìå xn êáé áèñïßæïí�áò áðü n = k ìÝ÷ñén = ∞, Ý÷ïõìå
∞
∑n=k bnxn =

∞
∑n=k (an−rb0 + an−r−1b1 + : : :+ a0bn−r)xn ⇒B (x) − b0 − b1x− : : :− bk−1xk−1 =

= xr [A (x)B (x) − a0b0 − (a1b0 + a0b1)x− : : :
− (ak−r−1b0 + ak−r−2b1 + : : :+ a0bk−r−1)xk−r−1

]ÅÜí �þñá ç A(x) Þ ç B(x) åßíáé ãíùó�Þ ìáæß ìå �éò êá�Üëëçëåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò(êáé áõ�Ýò ãíùó�Ýò), �ü�å ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå åß�å �çí Á(x) åß�å �çí Â(x).



3.4. ÁÓÊÇÓÅÉÓ 473.4 ÁóêÞóåéò3.1 Íá ëõèïýí ïé ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò êáé ìå �ïõò äýï �ñüðïõò(á) an + an−1 + 1=4an−2 = 0; a0 = 0; a1 = 1(â) an − 4an−1 + 4an−2 = n+ 2; a0 = 6; a1 = 7(ã) an = 2an−1 + 1; a0 = 1(ä) an = 2an−1 + n; a1 = 1(å) an + 6an−1 + 12an−2 + 8an−3 = 0; a0 = 0; a1 = −2; a2 = 8(ó�) an + 2an−1 + an−2 = 2n; a0 = 1; a1 = 13.2 Íá õðïëïãéó�ïýí ïé ðéï êÜ�ù (n×n) ïñßæïõóåò, ìå �ç âïÞèåéá �ùí ó÷ÝóåùíáíáäñïìÞò(á)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 0 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 : : : 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 : : : 0 0 0 0 0...
0 0 0 0 0 0 : : : 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 0 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣(â)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 0 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 : : : 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 0 : : : 0 0 0 0 0...
0 0 0 0 0 0 : : : 0 1 2 1 0
0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 1 2 1
0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣(ã)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + �2 � 0 0 : : : 0 0� 1 + �2 � 0 : : : 0 0
0 � 1 + �2 � : : : 0 0...
0 0 0 0 : : : 1 + �2 �
0 0 0 0 : : : � 1 + �2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



48 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. Ó×ÅÓÅÉÓ ÁÍÁÄÑÏÌÇÓ3.3 Ó�ï ðéï êÜ�ù êýêëùìá íá õðïëïãéó�åß ç �Üóç V (n). Äßíå�áé V (0) = 1.
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

V(n) V(n-1) V(n-2) V(i) V(2) V(1) V(0)

V

3.4 ¸ó�ù ü�é ó�ñßâïõìå Ýíá íüìéóìá n öïñÝò. ÕðÜñ÷ïõí ðñïöáíþò 2n áêïëïõèßåòðéèáíþí áðï�åëåóìÜ�ùí. �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí �ùí áðï�åëåóìÜ�ùíó�éò ïðïßåò ðï�Ý äåí åìöáíßæå�áé £êåöáëÞ¤ óå äéáäï÷éêÜ ó�ñéøßìá�á;3.5 Íá ëõèïýí ïé ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò(á) T (n) = 8T (n=2) + n3; T (1) = 1(â) T (n) = T (n=2) + 1; T (1) = 1(ã) T (n) = 2T (n=2) + n; T (1) = 1(ä) T (n) = 3T (n=2) + 2n1:5; T (1) = 1(å) T (n) = 2T (n=2) + n logn; T (1) = 1(ó�) T (n) = 2T (n=2) + logn; T (1) = 13.6 ¸ó�ù ar íá åßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá åðéëÝîïõìå (ìå åðáíáëÞøåéò)r ãñÜììá�á áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2}, ìå ðåñéïñéóìü ü�é �ï ãñÜììá 0 èáåðéëåãåß æõãÝò öïñÝò. Âñåß�å ìéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ãéá �ï ðñüâëçìá êáéëýó�å �ç (Ýíáò Üëëïò �ñüðïò åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò).3.7 ¸íáò ðá�Ýñáò äßíåé ó�ï ãéï �ïõ n ÷éëéÜñéêá. Ï ãéïò ìðïñåß íá îïäÝøåé �áëåö�Ü ìå �ïí åîÞò �ñüðï:ÊÜèå ìÝñá ìðïñåß íá êÜíåé ìéá áðü �éò áêüëïõèåò áãïñÝò(á) Ýíá âéâëßï (�éìÞ: 1000 äñ÷.)(â) 10 äéóêÝ�åò 51/4 (�éìÞ: 2000 äñ÷.)(ã) 1 èÞêç (�éìÞ: 1000 äñ÷.)�ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí �ñüðùí íá îïäÝøåé �á ÷ñÞìá�á; Åßíáéåýêïëï íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá ìå ìéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò 2ïõ âáèìïý. �ñïóðáèÞó�åüìùò íá âñåß�å êáé ìéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò 1ïõ âáèìïý, ç ïðïßá íá ëýíåé �ïðñüâëçìá.3.8 �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá áíÝâïõìå n óêáëéÜ, åÜí åìåßò êÜèåó�éãìÞ áíåâáßíïõìå Ýíá Þ äýï óêáëéÜ;



3.4. ÁÓÊÇÓÅÉÓ 493.9 ¸íá äõáäéêü äÝí�ñï n êïñõöþí åßíáé åß�å Üäåéï áí n = 0 åß�å ìéá �ñéÜäá(Ti; r; Tn−i−1) üðïõ r åßíáé Ýíáò äéáêåêñéìÝíïò êüìâïò (n ñßæá), Ti åßíáéÝíá äõáäéêü äÝí�ñï i êïñõöþí êáé Tn−i−1 åßíáé Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï n−i−1êïñõöþí (áñéó�åñü êáé äåîéü õðïäÝí�ñï). �üóá äõáäéêÜ äÝí�ñá n êïñõöþíõðÜñ÷ïõí;3.10 �üóåò áêïëïõèßåò ìÞêïõò n ìðïñïýí íá ó÷çìá�éó�ïýí áðü �á a; b; 
; d ìå�Ý�ïéï �ñüðï þó�å �á a êáé b íá ìçí åßíáé ðï�Ý ãåé�ïíéêÜ;3.11 Ìå ðüóïõò �ñüðïõò an, ìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�ï ãéíüìåíïx1; x2; x3; : : : ; xn âÜæïí�áò ðáñÝíèåóç óå êÜèå 2 üñïõò �ïõ ãéíïìÝíïõ, Ý�óéþó�å íá ðïëëáðëáóéÜæïí�áé 2 üñïé êÜèå öïñÜ;3.12 Íá âñåèåß ï áñéèìüò dn �ùí �ñéãùíéóìþí åíüò êõñ�ïý n-ãþíïõ. Ôñéãùíéóìüòåßíáé Ýíá óýíïëï áðü n − 3 äéáãþíéåò ìå êÜèå äõï áðü áõ�Ýò íá ìçí�Ýìíïí�áé ó�ï åóù�åñéêü �ïõ n-ãþíïõ.3.13 (á) �üóåò áêïëïõèßåò n øçößùí áðü �á øçößá 0,1,2,3 Ý÷ïõí ìïíü áñéèìüáðü 0;(â) Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí n øçößùí áðü �á 0,1, ó�éò ïðïßåò�ï äåßãìá 010 åìöáíßæå�áé ó�ï n øçößï.3.14 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí n øçößùí áðü �á 0,1, ó�éò ïðïßåò ìéáåìöÜíéóç �ïõ äåßãìá�ïò 010 áêïëïõèåß�áé áðü �çí åìöÜíéóç �ïõ äåßãìá�ïò110.3.15 Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò an = 10a2n−1; n ≥ 1; a0 = 1
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ÊåöÜëáéï 4Èåùñßá ÌÝ�ñçóçò Polya4.1 ÅéóáãùãÞÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìéá åéäéêÞ êá�çãïñßá ðñïâëçìÜ�ùíìÝ�ñçóçò. Ó�á ðñïâëÞìá�á áõ�Ü, Þ �ïõëÜ÷éó�ïí ó�éò áðëïýó�åñÝò �ïõò ìïñöÝò,ó�ü÷ïò åßíáé íá ìå�ñÞóïõìå �á äéáöïñå�éêÜ åßäç ìéáò ïñéóìÝíçò êá�çãïñßáòäïìþí, ü�áí üìùò èåùñïýìå ùò éóïäýíáìåò äïìÝò ðïõ åßíáé ãåùìå�ñéêÜ óõììå�ñéêÝò.ÔÝ�ïéá ðñïâëÞìá�á ðñïóðÜèçóå íá ëýóåé, ìå åðé�õ÷ßá, ï G. Polya1 ü�áí èÝëçóåíá ìå�ñÞóåé �á éóïìåñÞ óå äéÜöïñåò ÷çìéêÝò áí�éäñÜóåéò.Èá îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá. Áò õðïèÝóïõìå ü�é ìáò äßíå�áéÝíá ðëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï âÜèïõò 2, üðùò ó�ï Ó÷Þìá 4.1, êáé ìáò æç�åß�áéíá âñïýìå ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå �éòêïñõöÝò �ïõ ìå äýï ÷ñþìá�á: Üóðñï êáé ìáýñï. Ç áðÜí�çóç åßíáé �å�ñéììÝíç:
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• • • •Ó÷Þìá 4.1: �ëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï
27, äéü�é �ï äÝíäñï Ý÷åé 7 êïñõöÝò. Áí üìùò èåëÞóïõìå íá ìå�ñÞóïõìå �ïõò÷ñùìá�éóìïýò, ü�áí èåùñÞóïõìå ü�é ç áñéó�åñÞ êáé ç äåîéÜ êá�åýèõíóç (�ïõåðéðÝäïõ ó�ï ïðïßï êåß�áé �ï äÝíäñï) åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, �ü�å �á ðñÜãìá�áäõóêïëåýïõí áñêå�Ü. Êá�' áñ÷Þí üìùò áò êÜíïõìå êá�áíïç�ü ìå ðáñáäåßãìá�á,÷ùñßò �õðéêü ïñéóìü, �é åííïïýìå ü�áí ëÝìå ü�é ç áñéó�åñÞ êáé ç äåîéÜ êá�åýèõíóçåßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò. Ó�ï Ó÷Þìá 4.2 äßíïí�áé ìåñéêïß ÷ñùìá�éóìïß ðïõ üëïé1G. Polya - Ïýããñïò Ìáèçìá�éêüò �ïõ 20ïõ áéþíá.51



52 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÈÅÙÑÉÁ ÌÅÔÑÇÓÇÓ POLYAåßíáé éóïäýíáìïé ü�áí ïé äýï êá�åõèýíóåéò �ïõ åðéðÝäïõ åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò,åðïìÝíùò ïé ÷ñùìá�éóìïß áõ�ïß èåùñïýí�áé �áõ�üóçìïé. Áí�ßèå�á, ó�ï Ó÷Þìá 4.3äßíïí�áé ìåñéêïß ÷ñùìá�éóìïß ðïõ áíÜ äýï åßíáé ìç éóïäýíáìïé, Ýó�ù êáé åÜí ïéäýï êá�åõèýíóåéò �ïõ åðéðÝäïõ åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, åðïìÝíùò ïé ÷ñùìá�éóìïßáõ�ïß èåùñïýí�áé áíÜ äýï äéáöïñå�éêïß. Ìå Üëëá ëüãéá, áõ�ü ðïõ èÝëïõìåA A A
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@M M M A M M M A M M A AÓ÷Þìá 4.3: ÁíÜ äýï ìç éóïäýíáìïé ÷ñùìá�éóìïßíá õðïëïãßóïõìå ó�ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá åßíáé ï áñéèìüò �ùí êëÜóåùíéóïäõíáìßáò �ùí ÷ñùìá�éóìþí �ùí êïñõöþí �ïõ äÝíäñïõ ùò ðñïò ìßá ó÷Ýóçéóïäõíáìßáò ðïõ ðñïêýð�åé ü�áí �áõ�ßæïõìå �ç äåîéÜ ìå �çí áñéó�åñÞ êá�åýèõíóçó�ï åðßðåäï.Áò �ïðïèå�Þóïõìå üìùò �ï ðñüâëçìá óå Ýíá ðéï ãåíéêü ðëáßóéï. ¸ó�ù VÝíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï (ð.÷. �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí �ïõ ðëÞñïõòäõáäéêïý äÝíäñïõ âÜèïõò 2) êáé C Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ÷ñùìÜ�ùí(ó�ï ðáñÜäåéãìá ìáò C = {M;A}). Ôï óýíïëï C ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ùòáëöÜâç�ï, ïðü�å �á ó�ïé÷åßá �ïõ ïíïìÜæïí�áé ãñÜììá�á. Êáëïýìå ÷ñùìá�éóìüìßá ïðïéáäÞðï�å óõíÜñ�çóç f : V → C.¸ó�ù áêüìç Ýíá óýíïëï G áí�éìå�áèÝóåùí �ïõ V . Áí �1 êáé �2 åßíáé äýïó�ïé÷åßá �ïõ G, �ü�å ìå �1�2 óõìâïëßæïõìå �ç óýíèåóç �ùí äýï áí�éìå�áèÝóåùí,äçëáäÞ �çí áí�éìå�Üèåóç ðïõ ïñßæå�áé ùò åîÞò:�1�2(v) = �1(�2(v)); ∀v ∈ V:Åðßóçò, ìå �−1
1 óõìâïëßæïõìå �çí áí�ßó�ñïöç �çò �1, äçëáäÞ �çí áí�éìå�Üèåóçãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé: �−1

1 (v) = v′ ⇔ �1(v′) = v; ∀v ∈ V:ÔÝëïò ìå e óõìâïëßæïõìå �çí �áõ�ï�éêÞ áí�éìå�Üèåóç, äçëáäÞ �çí áí�éìå�Üèåóçãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé: e(v) = v; ∀v ∈ V:ÕðïèÝ�ïõìå óå üëá �á åðüìåíá ü�é �ï óýíïëï G �ùí áí�éìå�áèÝóåùí �ïõ Váðï�åëåß ïìÜäá ùò ðñïò �ç óýíèåóç, äçëáäÞ, ðåñéÝ÷åé �çí �áõ�ï�éêÞ áí�éìå�Üèåóç



4.1. ÅÉÓÁ�Ù�Ç 53e êáé áí �1; �2 ∈ G, �ü�å �1�2 ∈ G êáé åðßóçò �−1
1 ∈ G. Äéáéóèç�éêÜ, �ï G÷áñáê�çñßæåé �éò �áõ�ïðïéÞóåéò ðïõ èÝëïõìå íá åéóáãÜãïõìå. Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ Gêáëïýí�áé óõììå�ñßåò. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é �ï óýíïëï üëùí �ùí áí�éìå�áèÝóåùí�ïõ V áðï�åëåß ïìÜäá. ÓõíÞèùò ó�á óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìá�á ðïõ áí�éìå�ùðßæïõìå�ï óýíïëï G åßíáé ìßá ðïëý ìéêñü�åñç óå ðëÞèïò õðïïìÜäá �çò ïìÜäáò üëùí �ùíáí�éìå�áèÝóåùí. Ó�ï ðáñÜäåéãìá ìå �ï ðëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï âÜèïõò 2, áív1
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@v4 v5 v6 v7Ó÷Þìá 4.4: Áñßèìçóç �ùí êïñõöþí êá�Ü âÜèïòV = {v1; v2; : : : ; v7} åßíáé ïé êïñõöÝò áñéèìçìÝíåò üðùò ó�ï Ó÷Þìá 4.4, �ü�åç G åßíáé ç åëÜ÷éó�ç (ùò ðñïò �ç ó÷Ýóç �ïõ ðåñéÝ÷åóèáé óå óýíïëá) ïìÜäááí�éìå�áèÝóåùí ðïõ ðåñéÝ÷åé �éò áêüëïõèåò áí�éìå�áèÝóåéò (âë. �áñÜäåéãìá 4.1):�1 =

( v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7v1 v3 v2 v6 v7 v4 v5 ) ;�2 =

( v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7v1 v2 v3 v5 v4 v6 v7 ) :Ó�éò ðáñáðÜíù éóü�ç�åò, êÜ�ù áðü êÜèå êïñõöÞ ãñÜöå�áé ç åéêüíá �çò ùòðñïò �çí áí�éìå�Üèåóç. Ç åëÜ÷éó�ç (ùò ðñïò �ç ó÷Ýóç �ïõ ðåñéÝ÷åóèáé) ïìÜäááí�éìå�áèÝóåùí ðïõ ðåñéÝ÷åé êÜðïéåò äåäïìÝíåò áí�éìå�áèÝóåéò ïíïìÜæå�áé ïìÜäáðïõ ðáñÜãå�áé áðü �éò äåäïìÝíåò áí�éìå�áèÝóåéò. �ñïêýð�åé áí óõíäõÜóïõìååðáíáëçð�éêÜ ìÝóù �çò äéìåñïýò ðñÜîçò �çò óýíèåóçò �éò äåäïìÝíåò áí�éìå�áèÝóåéòêáé �éò áí�ßó�ñïöÝò �ïõò êá�Ü üëïõò �ïõò äõíá�ïýò �ñüðïõò.Áí �þñá f åßíáé Ýíáò ÷ñùìá�éóìüò êáé � ∈ G, �ü�å �(f) åßíáé Ýíáò íÝïò÷ñùìá�éóìüò ðïõ ïñßæå�áé áðü �ïí �ýðï:� (f) (v) = f (� (v)) ; ∀v ∈ V: (4.1)Äéáéóèç�éêÜ, �(v) åßíáé ç êïñõöÞ ðïõ áí�éêáèéó�Ü �çí v ü�áí ç óõììå�ñßá �äñÜóåé ó�ï V . ËÝìå ü�é ç êïñõöÞ �(v) åßíáé ç óõììå�ñéêÞ �çò v. Åðßóçò �(f)åßíáé ï ÷ñùìá�éóìüò ðïõ ðñïêýð�åé ü�áí üëåò ïé êïñõöÝò áí�éêá�áó�áèïýí áðü�éò óõììå�ñéêÝò �ïõò. ¸ó�ù �þñá × Ýíá óýíïëï ÷ñùìá�éóìþí ðïõ åßíáé êëåéó�üùò ðñïò �éò äñÜóåéò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ G, äçëáäÞ áí f ∈ × êáé � ∈ G, �ü�å�(f) ∈ × . ÅéóÜãïõìå ó�ï × �çí áêüëïõèç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò:f ≡G g ⇔ (∃� ∈ G) (� (f) = g) (4.2)Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß ü�é ðñüêåé�áé ðñÜãìá�é ãéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. ¸ó�ù�þñá X=G �ï óýíïëï �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò �ïõ × ùò ðñïò �çí ≡G. To



54 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÈÅÙÑÉÁ ÌÅÔÑÇÓÇÓ POLYAãåíéêü ðñüâëçìá ðïõ èá åðéëýóïõìå åßíáé íá âñåèåß ï ðëçèÜñéèìïò �ïõ X=G,äçëáäÞ ï áñéèìüò �ùí ìç éóïäýíáìùí ÷ñùìá�éóìþí ùò ðñïò �çí éóïäõíáìßá ðïõêáèïñßæå�áé áðü �ç äñÜóç �çò ïìÜäáò G ðÜíù ó�ï × .4.2 Éäéü�ç�åò Áí�éìå�áèÝóåùíÇ ðáñÜãñáöïò áõ�Þ áðï�åëåß ìßá ðáñÝíèåóç ãéá íá áíáð�ýîïõìå ïñéóìÝíåò ÷ñÞóéìåòéäéü�ç�åò �ùí áí�éìå�áèÝóåùí. Èá åñãáóèïýìå ìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá:¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �ï óýíïëï V ìå ïê�þ ó�ïé÷åßá {v1; v2; : : : ; v7; v8} êáé �çíáí�éìå�Üèåóç �ïõ �:�1 =

( v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8v4 v3 v2 v6 v5 v7 v1 v8 ) :Áò ó÷çìá�ßóïõìå ìßá áêïëïõèßá îåêéíþí�áò áðü �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï v1 �ïõ Vêáé ãñÜöïí�áò ó�ç óõíÝ÷åéá äéáäï÷éêÜ �éò åéêüíåò �(v); �(�(v)); : : : Ýùò ü�ïõîáíáðÜñïõìå �ï ó�ïé÷åßï áðü üðïõ îåêéíÞóáìå, ó�ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá�ï v1. Ç áêïëïõèßá ðïõ ðñïêýð�åé, ÷ùñßò íá îáíáãñÜøïõìå �ï v1, åßíáé ç
(v1; v4; v6; v7). Ç áêïëïõèßá áõ�Þ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ç áí�éìå�Üèåóç:�′ =

( v1 v4 v6 v7v4 v6 v7 v1 )ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï óýíïëï {v1; v4; v6; v7}. Áí�éìå�áèÝóåéò üðùò ç �′, ãéá �éòïðïßåò ç áêïëïõèßá (v; �′(v); �′(�′(v)); : : :) êáëýð�åé üëï �ï ðåäßï ïñéóìïý �ïõòãéá ïðïéïäÞðï�å ó�ïé÷åßï v êáëïýí�áé êõêëéêÝò áí�éìå�áèÝóåéò Þ áðëþò êýêëïé.Åðéó�ñÝöïõìå �þñá ó�çí áñ÷éêÞ áí�éìå�Üèåóç � êáé áò èåùñÞóïõìå �ï ðñþ�ïó�ïé÷åßï �ïõ V ðïõ äåí êáëýöèçêå áðü �ïõò üñïõò �çò áêïëïõèßáò (v1; v4; v6; v7),äçëáäÞ �ï v2. Áò ó÷çìá�ßóïõìå ìå �ïí ßäéï üðùò ðñïçãïõìÝíùò �ñüðï �çíáêïëïõèßá (v2; v3). ÅðáíáëáìâÜíïí�áò �á ßäéá ãéá Üëëåò äýï öïñÝò ðáßñíïõìå �éòäýï áêïëïõèßåò (v5) êáé (v8), ðïõ Ý÷ïõí áðü Ýíá üñï ç êÜèå ìßá. Ïé áêïëïõèßåòáõ�Ýò áí�éó�ïé÷ïýí åðßóçò óå êõêëéêÝò áí�éìå�áèÝóåéò. Ìå �çí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßáëÝìå ü�é áíáëýóáìå �çí áñ÷éêÞ áí�éìå�Üèåóç � óå ãéíüìåíï êõêëéêþí áí�éìå�áèÝóåùíîÝíùí ìå�áîý �ïõò êáé ãñÜöïõìå:� = (v1; v4; v6; v7)(v2; v3)(v5)(v8):Ïé êõêëéêÝò áí�éìå�áèÝóåéò ó�ï äåîß ìÝëïò �ïõ ðáñáðÜíù �ýðïõ ÷áñáê�çñßæïí�áéùò îÝíåò ìå�áîý �ïõò äéü�é �á ðåäßá ïñéóìïý �ïõò åßíáé îÝíá óýíïëá áíÜ äýï.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ìå �çí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ïðïéáäÞðï�å áí�éìå�Üèåóçìðïñåß íá áíáëõèåß óå ãéíüìåíï îÝíùí ìå�áîý �ïõò êýêëùí. Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåßü�é ìéá �Ý�ïéá áíÜëõóç ìðïñåß íá ãßíåé êá�Ü ìïíáäéêü �ñüðï.4.3 Ôýðïò �ïõ BurnsideÓ�çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ èá äþóïõìå êáé èá áðïäåßîïõìå Ýíáí �ýðï ãéá �ïí ðëçèÜñéèìï�ïõ óõíüëïõ X=G. Ï �ýðïò üìùò áõ�üò, ãíùó�üò óáí �ýðïò �ïõ Burnside,äåí åßíáé ðÜí�ï�å åýêïëï íá åöáñìïóèåß ó�çí ðñÜîç. �é' áõ�ü ó�çí åðüìåíçðáñÜãñáöï èá ðáñïõóéÜóïõìå ìßá óõíÝðåéá �ïõ �ýðïõ �ïõ Burnside, ãíùó�Þ ùòÈåþñçìá �ïõ Polya, ðïõ èá åðé�ñÝøåé íá õðïëïãßæïõìå �ï |X=G| ðéï åýêïëá.



4.3. ÔÕ�ÏÓ ÔÏÕ BURNSIDE 55Êá�' áñ÷Þí ìåñéêïß ïñéóìïß êáé óõìâïëéóìïß. ¸ó�ù f ∈ X Ýíáò ÷ñùìá�éóìüòêáé � ∈ G ìßá óõììå�ñßá. Ï ÷ñùìá�éóìüò f êáëåß�áé áíáëëïßù�ïò ùò ðñïò �çí� áí �(f) = f . Ìå É(�) óõìâïëßæïõìå �ï áêüëïõèï óýíïëï:I (�) = {f ∈ X |� (f) = f} (4.3)êáé ìå J(f) �ï óýíïëï J (f) = {� ∈ G|� (f) = f} : (4.4)Åðßóçò [f ] óõìâïëßæåé �çí êëÜóç éóïäõíáìßáò �çò f ùò ðñïò ≡G. Ï �ýðïò �ïõBurnside åßíáé ï áêüëïõèïò:
|X=G| =

1

|G|
∑�∈G |I (�)|: (4.5)Èá äþóïõìå �þñá ó�çí áðüäåéîç �ïõ ðáñáðÜíù �ýðïõ. Ó�çí áñ÷Þ èá áðïäåßîïõìåü�é:

∑�∈G |I (�)| =
∑f∈X |J (f)|: (4.6)�éá �çí áðüäåéîç �çò (4.6) êá�áóêåõÜæïõìå Ýíáí ðßíáêá Á = (af�); f ∈ X; � ∈ Gðïõ ïé ãñáììÝò �ïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ÷ñùìá�éóìïýò �ïõ × êáé ïé ó�Þëåò �ïõ óåóõììå�ñßåò �ïõ G êáé üðïõaf� =

{

1 áí � (f) = f;
0 áí � (f) 6= f:�áñá�çñïýìå �þñá ü�é êáé �á äýï ìÝëç �çò (4.6) ìáò äßíïõí �ï Üèñïéóìá üëùí�ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Á. �ñÜãìá�é, �ï áñéó�åñü ìÝëïò �çò (4.6) ðñïêýð�åé áíáèñïßóïõìå �á ó�ïé÷åßá êÜèå ó�Þëçò �ïõ A êáé ó�ç óõíÝ÷åéá áèñïßóïõìå �áìåñéêÜ áèñïßóìá�á �ùí ó�çëþí (Üèñïéóç êá�Ü ó�Þëåò), åíþ �ï äåîéü ìÝëïò �çò(4.6) ðñïêýð�åé áí áèñïßóïõìå �á ó�ïé÷åßá êÜèå ãñáììÞò �ïõ A êáé ó�ç óõíÝ÷åéááèñïßóïõìå �á ìåñéêÜ áèñïßóìá�á �ùí ãñáììþí (Üèñïéóç êá�Ü ãñáììÝò). Áõ�üáðïäåéêíýåé �çí (4.6).Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñá�çñïýìå ü�é

∑f∈X |J (f)| =
∑

[f ]∈X=G ∑g∈[f ]

|J (g)|: (4.7)Ç ó÷Ýóç (4.7) ðñïêýð�åé áðëþò ïìáäïðïéþí�áò �ï Üèñïéóìá �ïõ áñéó�åñïý �çòìÝëïõò. Áí �þñá f; g ∈ × , ïñßæïõìåE (f; g) = {� ∈ G|� (f) = g} :Éó÷õñéæüìáó�å ü�é áí f ≡G g �ü�å |J(g)| = |E(f; g)|. �ñÜãìá�é Ýó�ù �0 ∈E(f; g). (ÕðÜñ÷åé �Ý�ïéá �0, äéü�é f ≡G g). Ç áðåéêüíéóç � → ��0, üðùò ìðïñåßåýêïëá íá åëåã÷èåß, áðï�åëåß ìßá 1-1 êáé åðß áðåéêüíéóç áðü J(g) ó�ï E(f; g).¢ñá |J(g)| = |E(f; g)|. Áðü �çí (4.7) ëïéðüí ðñïêýð�åé
∑f∈X |J (f)| =

∑

[f ]∈X=G ∑g∈[f ]

|E (f; g) |: (4.8)



56 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÈÅÙÑÉÁ ÌÅÔÑÇÓÇÓ POLYAÁëëÜ üìùò G =
⋃g∈[f ]

E (f; g) (4.9)êáé åðéðëÝïí áí g1 6= g2 �ü�åE(f; g1)⋂E(f; g2) = ∅: (4.10)Áðü �éò (4.9) êáé (4.10) Ý÷ïõìå:
|G| =

∑g∈[f ]

|E (f; g) |: (4.11)ÔÝëïò áðü �éò (4.8) êáé (4.11) ðñïêýð�åé ü�é:
∑f∈X |J (f)| =

∑

[f ]∈X=G |G| = |X=G| |G| : (4.12)Áðü �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç êáé �ç ó÷Ýóç (4.7) áðïäåéêíýå�áé ï �ýðïò Burnside.�áñÜäåéãìá 4.1: Ìå ÷ñÞóç �ïõ �ýðïõ �ïõ Burnside íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá�ïõ ÷ñùìá�éóìïý �ùí êüìâùí åíüò ðëÞñïõò äõáäéêïý äÝíäñïõ âÜèïõò 2 (ü�áí çäåîéÜ êáé áñéó�åñÞ êá�åýèõíóç åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò).Ëýóç. Ç ïìÜäá �ùí áí�éìå�áèÝóåùí G ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ç äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá�çò ìç äéáêñéóçò �çò äåîéÜò êá�åýèõíóçò áðü �çí áñéó�åñÞ ðáñÜãå�áé áðü �éòðáñáêÜ�ù áí�éìå�áèÝóåéò:Áí�éìå�áèÝóåéò ÁíÜëõóç óå êýêëïõò
1 1�1:

�
� @

@ �
� @

@
2 3 → 3 2 (1)(23)(46)(57)

�
�@

@ �
�@

@ �
�@

@ �
�@

@
4 5 6 7 6 7 4 5

1 1�2:
�

� @
@ �

� @
@

2 3 → 2 2 (1)(2)(3)(45)(6)(7)
�

�@
@ �

�@
@ �

�@
@ �

�@
@

4 5 6 7 5 4 6 7ÄçëáäÞ, ü�áí ïé áí�éìå�áèÝóåéò �1; �2 êáé ïé áí�ßó�ñïöÝò �ïõò óõíäõáóèïýíåðáíáëçð�éêÜ ìå üëïõò �ïõò äõíá�ïýò �ñüðïõò, ðáñÜãå�áé ç ïìÜäá G.Ï �ßíáêáò 4.3 äßíåé ó�çí �åëåõ�áßá ó�Þëç �ïõ ãéá êÜèå áí�éìå�Üèåóç �ïðëÞèïò �ùí ÷ñùìá�éóìþí ðïõ ðáñáìÝíïõí áíáëëïßù�ïé ùò ðñïò áõ�Þí. Ôï ðëÞèïòáõ�ü �ï õðïëïãßæïõìå ùò åîÞò: Ýó�ù ü�é ìßá áí�éìå�Üèåóç, üðùò ç �1�2, çïðïßá áíáëýå�áé óå ãéíüìåíï �ñéþí îÝíùí ìå�áîý �ïõò êýêëùí. Åßíáé öáíåñüü�é Ýíáò ÷ñùìá�éóìüò f ðáñáìÝíåé áíáëëïßù�ïò áðü �çí áí�éìå�Üèåóç �1�2 áíêáé ìüíïí áí ïé êïñõöÝò �ïõ êÜèå êýêëïõ ó�çí áíÜëõóç �çò �1�2 ðáßñíïõí �ïßäéï ÷ñþìá. Áöïý ç �1�2 Ý÷åé �ñåéò êýêëïõò êáé ãéá �éò êïñõöÝò �ïõ êÜèå åíüòêýêëïõ Ý÷ïõìå äýï åðéëïãÝò åíüò êïéíïý ÷ñþìá�ïò ãéá íá �éò ÷ñùìá�ßóïõìå Ý�óé



4.4. ÈÅÙÑÇÌÁ POLYA 57Áí�éìå�Üèåóç ÁíÜëõóç óå êýêëïõò É(ð) = áñéèìüò �ùí÷ñùìá�éóìÝíùí äÝíäñùí ðïõðáñáìÝíïõí áíáëëïßù�áe �áõ�ï�éêÞ (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) 27 = 128�1 (1)(23)(46)(57) 24 = 16�2 (1)(2)(3)(45)(6)(7) 26 = 64�1�2�1 (1)(2)(3)(4)(5)(67) 26 = 64�1�2�1�2 (1)(2)(3)(45)(67) 25 = 32�1�2 (1)(23)(4657) 23 = 8�2�1 (1)(23)(4756) 23 = 8�2�1�2 (1)(23)(47)(56) 24 = 16
∑�∈G |I (�)| = 336�ßíáêáò 4.1: ÏìÜäá G �ùí áí�éìå�áèÝóåùí ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �éò �1; �2.þó�å íá ðñïêýøåé ÷ñùìá�éóìüò ðïõ ðáñáìÝíåé áíáëëïßù�ïò ùò ðñïò �çí �1�2,óõìðåñáßíïõìå ü�é |I(�1�2)| = 23. Ìå �ïí ßäéï �ñüðï õðïëïãßæïõìå �ï |I(�)| ãéáüëá �á � ∈ G. Åöáñìüæïí�áò �þñá �ïí �ýðï �ïõ Burnside ðáßñíïõìå:

|X=G| =
1

8

∑�∈G |I (�)| = 42:4.4 Èåþñçìá PolyaÓ�ï êåöÜëáéï 2 åßäáìå ðþò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéòìéáò ìå�áâëç�Þò ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ïõò üñïõò ìßáò áêïëïõèßáò ak; k = 1; 2; : : :�çò ïðïßáò ïé üñïé äßíïõí �ïí ðëçèÜñéèìï ìéáò êëÜóçò óõíäõáó�éêþí áí�éêåéìÝíùíðïõ åîáñ�Ü�áé áðü ìßá ðáñÜìå�ñï, �çí k. �éá íá âñïýìå �ï ðëÞèïò êëÜóåùíðïõ áíáöÝñïí�áé ó�ï óýíïëï ÷ñùìá�éóìþí ìå r ÷ñþìá�á èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìåãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ìå r ìå�áâëç�Ýò, äçëáäÞ èá åéóáãÜãïõìå �üóåò äéáöïñå�éêÝòìå�áâëç�Ýò üóá åßíáé êáé �á ÷ñþìá�á. Åßíáé âïëéêü íá èåùñÞóïõìå ü�é �ï óýíïëïC �ùí ÷ñùìÜ�ùí �áõ�ßæå�áé ìå óýíïëï {x1; : : : ; xr} �ùí ìå�áâëç�þí. ¸íáòöõóéêüò �ñüðïò íá ðáñáó�Þóïõìå Ýíáí ÷ñùìá�éóìü f : V = {v1; :::vn} → Cåßíáé �ï ìïíþíõìï xf(v1)xf(v2) : : : xf(vr). Ôï ìïíþíõìï áõ�ü óõìâïëßæå�áé ìåmf . Åßíáé åýêïëï íá äéáðéó�ùèåß ü�é Ý÷åé âáèìü n = |V |. ¸ó�ù áêüìç Ì �ïóýíïëï üëùí �ùí ìïíùíýìùí âáèìïý |V | ó�éò ìå�áâëç�Ýò {x1; : : : ; xr}.Åßíáé åðßóçò åýêïëï íá äéáðéó�ùèåß ü�é äýï ÷ñùìá�éóìïß ðïõ åßíáé éóïäýíáìïéùò ðñïò ìßá óõììå�ñßá �, Ý÷ïõí ßóá ìïíþíõìá. ÄçëáäÞ áí �(f) = g �ü�åmf = mg . To áí�ßó�ñïöï üìùò äåí éó÷ýåé êá�' áíÜãêç. �áñéó�Üíïõìå ìå am�ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò (ùò ðñïò ≡G) ÷ñùìá�éóìþíðïõ Ý÷ïõí �ï ßäéï ìïíþíõìï m ∈ Ì . Åßíáé �ü�å öáíåñü ü�é
∑f∈X=Gmf =

∑m∈M amm: (4.13)Áí �þñá èÝóïõìå Im(�) = {f ∈ × |�(f) = f êáé mf = m} �ü�å ìå âÜóç �ïí�ýðï �ïõ Burnside Ý÷ïõìå am =
1

|G|
∑�∈G |Im (�)|: (4.14)



58 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÈÅÙÑÉÁ ÌÅÔÑÇÓÇÓ POLYAÅðïìÝíùò áðü �ïõò �ýðïõò (4.13) êáé (4.14) ðñïêýð�åé ü�é
∑f∈X=Gmf =

∑m∈M amm =
∑m∈M 1

|G|
∑�∈G |Im (�)|m

=
1

|G|
∑�∈G ∑m∈M |Im (�)|m: (4.15)Áíáäéá�Üóóïí�áò üìùò áèñïßóìá�á ðñïêýð�åé ü�é:

∑m∈M |Im (�)|m =
∑f∈I(�)

mf : (4.16)Áðü (4.15) êáé (4.16) ðñïêýð�åé ü�é
∑f∈X=Gmf =

1

|G|
∑�∈G ∑f∈I(�)

mf : (4.17)Ó�ç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå ó�ï Üèñïéóìá ∑f∈I(�)mf ìéá ðéï åý÷ñçó�ç ìïñöÞ.¸ó�ù ü�é áíáëýïí�áò �çí áí�éìå�Üèåóç � óå ãéíüìåíï îÝíùí ìå�áîý �ïõò êýêëùí,èá ðñïêýøïõí bi êýêëïé ìÞêïõò i, üðïõ 1 ≤ i ≤ |V | = n. Åßíáé öáíåñü ü�é áíf ∈ I (�), äçëáäÞ áí �(f) = f , �ü�å ï ÷ñùìá�éóìüò f ðáßñíåé �çí ßäéá �éìÞ óåüëá �á ó�ïé÷åßá åíüò êýêëïõ. ÅðïìÝíùò, åðåéäÞ �ï Üèñïéóìá ∑f∈I(�)mf åßíáé�ï Üèñïéóìá �ùí ìïíùíýìùí ãéá üëïõò �ïõò ÷ñùìá�éóìïýò f ∈ I (�), ðñïêýð�åéü�é:
∑f∈I(�)

mf = (x1 + : : :+ xr)b1 (x2
1 + : : :+ x2r)b2 : : : (xn1 + : : :+ xnr )

bn : (4.18)�éá íá äþóïõìå �þñá �ïí �åëéêü �ýðï, áðïìÝíåé ìüíïí íá äþóïõìå Ýíáí åðéðëÝïíïñéóìü ðïõ áðëþò áðëïðïéåß �ï óõìâïëéóìü. Êáëïýìå äåßê�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá�ç óõììå�ñßá � ∈ G �ç óõíÜñ�çóçÆ� (y1; : : : ; yn) = yb11 : : : ybnn :Áðü �éò ó÷Ýóåéò (4.17) êáé (4.18) Ý÷ïõìå �þñá ü�é
∑f∈I(�)

mf =
1

|G|
∑�∈G Æ� (x1 + : : :+ xr; : : : ; xn1 + : : :+ xnr ): (4.19)Ç ó÷Ýóç (4.19) åßíáé ãíùó�Þ ùò èåþñçìá �ïõ Polya. Áí êáé èá äéáöáíåß êáëý�åñáó�á ðáñáäåßãìá�á, ðáñá�çñÞó�å ü�é ï õðïëïãéóìüò �ïõ äåîéïý ìÝñïõò �ïõ �ýðïõåßíáé ó÷å�éêÜ áðëüò, åðåéäÞ ç äåßê�ñéá óõíÜñ�çóç ìéáò óõììå�ñßáò õðïëïãßæå�áéåýêïëá.ÈÝ�ïí�áò x1 = x2 = : : : = xr = 1 ó�ç ó÷Ýóç (4.19) ðáßñíïõìå �çí ðéï êÜ�ùó÷Ýóç ðïõ ëýíåé �ï ðñüâëçìá ðïõ èÝóáìå ó�çí áñ÷Þ �ïõ êåöáëáßïõ.

|X=G| =
1

|G|
∑�∈G Æ� (|V | ; : : : ; |V |): (4.20)�áñÜäåéãìá 4.2: ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï èåþñçìá Polya íá ëõèåß �ï �áñÜäåéãìá4.1 .



4.4. ÈÅÙÑÇÌÁ POLYA 59Ëýóç.Áí�éìå�Üèåóç ÊõêëéêÞ ÁíáðáñÜó�áóç Äåßê�ñéá ÓõíÜñ�çóçe (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) y7
1�1 (1)(23)(46)(57) y1 y3

2�2 (1)(2)(3)(45)(6)(7) y5
1 y2�1�2�1 (1)(2)(3)(4)(5)(67) y5
1 y2�1�2�1�2 (1)(2)(3)(45)(67) y3
1 y2

2�1�2 (1)(23)(4657) y1 y2 y4�2�1 (1)(23)(4756) y1 y2 y4�2�1�2 (1)(23)(47)(56) y1 y3
2Å÷ïõìå ëïéðüí ü�é

∑f∈X=Gmf =
1

|G|
∑�∈G Æ�(y1; : : : ; y7 =

1

8

(y7
1 + 2y1y3

2 + 2y5
1y2 + 2y1y2y4 + y3

1y2
2

) :Ôá ÷ñþìá�á åßíáé 2: x1; x2, Üñá
∑f∈X=Gmf = 1

8

[

(x1 + x2)
7

+ 2 (x1 + x2)
(x2

1 + x2
2

)3
+ 2 (x1 + x2)

5 (x2
1 + x2

2

)

+ 2 (x1 + x2) +
(x2

1 + x2
2

) (x4
1 + x4

2

)

+ (x1 + x2)
3 (x2

1 + x2
2

)2
] :Áí�éêáèéó�þ x1 = x2 = 1 êáé ðáßñíù

∑f∈X=Gmf =
1

8

(

27 + 2 · 2 · 23 + 2 · 25 · 2 + 2 · 2 · 2 · 2 + 23 · 22
)

= 42:�áñá�Þñçóç: Áí ìáò Ýâáæáí óáí ðåñéïñéóìü ü�é ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ïðñþ�ï ÷ñþìá �ïõëÜ÷éó�ïí 4 öïñÝò, �ü�å èá Ýðñåðå íá áíáð�ýîïõìå �o ðáñáðÜíùðïëõþíõìï �ùí x1; x2 êáé íá ðñïóèÝóïõìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ùí ìïíùíýìùíxi1xj2 ìå i ≥ 4, Þ áëëéþò íá èÝóïõìå x2 = 1 êáé íá âñïýìå �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x4
1.



60 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÈÅÙÑÉÁ ÌÅÔÑÇÓÇÓ POLYA4.5 ÁóêÞóåéò4.1 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí êïëéÝ ðïõ ìðïñïýí íá ö�éá÷�ïýíáðü ðÝí�å ÷Üí�ñåò. Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí �á ÷ñþìá�á êß�ñéíï, ìðëå êáéêüêêéíï.4.2 ÈÝëïõìå íá �õðþóïõìå üëïõò �ïõò ðåí�áøÞöéïõò áñéèìïýò óå öýëëá ÷áñ�éïý,ìå Ýíáí áñéèìü óå êÜèå öýëëï. �üóá öýëëá ÷áñ�éïý ÷ñåéÜæïí�áé;4.3 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá âÜøïõìå �éò �ÝóóåñéòðëåõñÝò á,â,ã,ä ìéáò êáíïíéêÞò �ñéãùíéêÞò ðõñáìßäáò ÷ñçóéìïðïéþí�áò äýï÷ñþìá�á.4.4 Íá õðïëïãéóèåß êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå �éò êïñõöÝòåíüò êáíïíéêïý ðåí�áãþíïõ ìå �ñßá ÷ñþìá�á Ý�óé þó�å íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ï ðñþ�ï ÷ñþìá �ïõëÜ÷éó�ïí äýï öïñÝò.4.5 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ãéá íá âÜøïõìå �éò ïê�þ êïñõöÝò åíüòêýâïõ ÷ñçóéìïðïéþí�áò äýï ÷ñþìá�á.4.6 Ó�ï ó÷Þìá Ý÷ïõìå �Ýóóåñéò ÷Üí�ñåò óå ãñáììéêÞ äéÜ�áîç. Ìðïñïýìå íá
âÜøïõìå �çí êÜèå ÷Üí�ñá ðñÜóéíç Þ êüêêéíç. Ôá äýï Üêñá �çò äéÜ�áîçò äåíîå÷ùñßæïõí ìå�áîý �ïõò (äçëáäÞ ç ãñáììéêÞ äéÜ�áîç ìðïñåß íá ðåñéó�ñÝöå�áéêá�Ü 180◦ ãýñù áðü �ï ìÝóï �çò). Âñåß�å ðüóåò îå÷ùñéó�Ýò äéá�Üîåéòìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå.4.7 ¸íá �ñáðÝæé êõêëéêü Ý÷åé ðÝí�å èÝóåéò. Áí�éðñüóùðïé �ñéþí ðïëé�éêþíêïììÜ�ùí Á,Â,� èá êáèßóïõí ó�ï �ñáðÝæé (�ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò áðü êÜèåêüììá). �üóïé äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá êáèßóïõí õðÜñ÷ïõí; (Äýï �ñüðïéêáèßóìá�ïò åßíáé éóïäýíáìïé áí ç ðåñéó�ñïöÞ �ïõ åíüò äßíåé �ïí Üëëï.)4.8 Ïê�þ Üíèñùðïé ó÷åäéÜæïõí íá êÜíïõí äéáêïðÝò ìáæß. ¸÷ïõí õð' üøç �ïõò�ñåéò ðüëåéò. ÁíÜìåóá ó�ïõò ïê�þ áíèñþðïõò õðÜñ÷ïõí ðÝí�å ðïõ áíÞêïõíóå ìéá ïéêïãÝíåéá êáé Üëëïé �ñåéò ðïõ áíÞêïõí óå Üëëç ïéêïãÝíåéá. ÅÜíïé Üíèñùðïé �çò ßäéáò ïéêïãÝíåéáò ðñÝðåé íá ðÜíå ìáæß, íá âñåèåß ï áñéèìüò�ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýí áõ�ïß ïé ïê�þ Üíèñùðïé íá ó÷åäéÜóïõí �á �áîßäéá�ïõò.4.9 Âñåß�å üëïõò �ïõò äõíá�ïýò �ñüðïõò ãéá íá âÜøïõìå �ñåéò ìðÜëåò ü�áíÝ÷ïõìå �ñßá ÷ñþìá�á.4.10 Íá äåé÷�åß ü�é ï áêÝñáéïò n8 + 17n4 + 6n2 äéáéñåß�áé áðü �ïí 24, ãéá êÜèåáêÝñáéï n. Õðüäåéîç: Âñåß�å �ïõò �ñüðïõò ðïõ ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå�éò áêìÝò åíüò êýâïõ ìå n ÷ñþìá�á.4.11 Íá ðåñéãñáöåß ðñïóåê�éêÜ ç ïìÜäá óõììå�ñéþí �ïõ �å�ñáãþíïõ êáé íáõðïëïãéóèïýí ïé äåßê�ñéåò óõíáñ�Þóåéò �ùí óõììå�ñéþí.



4.5. ÁÓÊÇÓÅÉÓ 614.12 Äéáéñïýìå �çí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá åíüò êõëßíäñïõ óå �Ýóóåñéò ëùñßäåòêáé ÷ñçóéìïðïéïýìå äýï ÷ñþìá�á ãéá íá âÜøïõìå �éò ëùñßäåò, Ý�óé þó�åêÜèå ìéá íá âáöåß ìå �ï ßäéï ÷ñþìá. �üóïé äéáöïñå�éêïß ÷ñùìá�éóìïßõðÜñ÷ïõí;4.13 Íá õðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ïé êïñõöÝò åíüò �å�ñáãþíïõìðïñïýí íá âáöïýí ìå �ñßá ÷ñþìá�á x1; x2; x3 ìå �çí ðáñáäï÷Þ ü�é äýï÷ñùìá�éóìïß åßíáé éóïäýíáìïé ü�áí(á) ï Ýíáò ðñïêýð�åé áðü �ïí Üëëï ðåñéó�ñÝöïí�áò �ï �å�ñÜãùíï ãýñùáðü êÜðïéï Üîïíá Þ(â) ï Ýíáò ðñïêýð�åé áðü �ïí Üëëï áí�éìå�áèÝ�ïí�áò �á ÷ñþìá�á.4.14 Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå ìå �Ýóóåñá÷ñþìá�á �éò êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý åîÜãùíïõ, �ï ïðïßï åßíáé åëåýèåñïíá êéíåß�áé ó�ï ÷þñï;4.15 Õðïëïãßó�å ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå �éò êïñõöÝòåíüò éóüðëåõñïõ �ñéãþíïõ ìå �ñßá ÷ñþìá�á, Ý�óé þó�å áêñéâþò äýï êïñõöÝòíá Ý÷ïõí �ï ßäéï ÷ñþìá.
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ÊåöÜëáéï 5Åãêëåéóìüò - Áðïêëåéóìüò5.1 ÅéóáãùãÞÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá óõæç�Þóïõìå ìéá óõíïëï-èåùñç�éêÞ ìÝèïäï, ç ïðïßáèá ìáò åðé�ñÝøåé íá ëýóïõìå ìéá ìåãÜëç êá�çãïñßá ðñïâëçìÜ�ùí ìÝ�ñçóçò. ÇìÝèïäïò áõ�Þ ëÝãå�áé áñ÷Þ �ïõ Åãêëåéóìïý - Áðïêëåéóìïý.�ñéí óõæç�Þóïõìå áõ�Þ �ç ìÝèïäï èá äþóïõìå ìåñéêïýò ïñéóìïýò êáé óõì-âïëéóìïýò, ïé ïðïßïé èá ìáò åßíáé ÷ñÞóéìïé ãéá �ç óõíÝ÷åéá.Áò åßíáé S Ýíá óýíïëï ìå ðëçèéêü áñéèìü N , äçëáäÞ N = |S|. ¸ó�ù
1; 
2; : : : ; 
t ìéá óõëëïãÞ áðü óõíèÞêåò, ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí�áé áðü ìåñéêÜÞ üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ S. Åßíáé äõíá�üí ìåñéêÜ ó�ïé÷åßá �ïõ S íá éêáíïðïéïýíðåñéóóü�åñåò áðü ìéá óõíèÞêåò, åíþ ìðïñåß êÜðïéá Üëëá ó�ïé÷åßá íá ìçí éêá-íïðïéïýí êáìéÜ óõíèÞêç. �éá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ t, ï áñéèìüò N (
i) èá äçëþíåé�ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, ðïõ éêáíïðïéïýí �ç óõíèÞêç 
i. Åßíáé ÜìåóïóõìðÝñáóìá ü�é ãéá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ t, ï áñéèìüò N (
i) = Í −N (
i) ìå�ñÜ �ïíáñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, �á ïðïßá äåí éêáíïðïéïýí �ç óõíèÞêç 
i.�áñÜäåéãìá 5.1: Óå ìéá �Üîç õðÜñ÷ïõí 100 ìáèç�Ýò, ïé ïðïßïé ðáñáêïëïõèïýí�ï ìÜèçìá £Äéáêñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ É¤. Áðü áõ�ïýò ïé 30 Ý÷ïõí �ï ìÜèçìá óáíåðéëïãÞ. �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí ìáèç�þí ðïõ �ï Ý÷ïõí õðï÷ñåù�éêü;Ëýóç. Åäþ ç éäéü�ç�á åßíáé, ü�é êÜðïéïò ìáèç�Þò Ý÷åé óáí åðéëïãÞ �ï ìÜèçìá£Äéáêñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ É¤. ¢ñá ï áñéèìüò �ùí ìáèç�þí ðïõ �ï Ý÷ïõí õðï÷ñåù�éêüåßíáé N(ü÷é åðéëïãÞ, áëëÜ õðï÷ñåù�éêü) = N −N(åðéëïãÞ)N(ü÷é åðéëïãÞ, áëëÜ õðï÷ñåù�éêü) = 100 − 30 = 70Ó�ç óõíÝ÷åéá èá óõæç�Þóïõìå ãéá 2 óõíèÞêåò ìáæß. �éá êÜèå i; j ∈ {1; 2; 3; : : : ; t},ìå i 6= j ï áñéèìüò N(
i
j) äçëþíåé �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, �á ïðïßáéêáíïðïéïýí êáé �éò äõï óõíèÞêåò 
i; 
j (êáé ðéèáíþò êáé êÜðïéåò Üëëåò). Ôþñáãéá êÜèå i; j, ìå 1 ≤ i; j ≤ t êáé i 6= j, ï áñéèìüò N(
i 
j) ìå�ñÜ �ïí áñéèìü �ùíó�ïé÷åßùí �ïõ S �á ïðïßá äåí éêáíïðïéïýí åß�å �ç óõíèÞêç 
i Þ �çí 
j .�ñïóï÷Þ ï áñéèìüò N(
i
j) äåí åßíáé ßäéïò ìå �ïí áñéèìü N(
i 
j). ×ñçóé-ìïðïéþí�áò �ï äéÜãñáììá Venn ðáßñíïõìå �ç ðéï êÜ�ù åéêüíá. Áðü �ï Ó÷. 5.163
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i j

N c c

i j
N c c

i
N c

j
N c

Ó÷Þìá 5.1: ÄéÜãñáììá VennÝ÷ïõìå ü�é: N (
i 
j) = N − [N (
i) +N (
j)] +N (
i
j)Åßíáé åýêïëï íá ðÜñïõìå �ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï Íüìï �ïõde Morgan.�áñÜäåéãìá 5.2: Óå Ýíá ó÷ïëåßï õðÜñ÷ïõí 100 ìáèç�Ýò êáé áðü áõ�ïýò ïé50 ìéëÜíå �áëëéêÜ, ïé 40 Ëá�éíéêÜ êáé 20 ìéëÜíå êáé �éò 2 ãëþóóåò. �üóïéìáèç�Ýò äåí ìéëÜíå êáìéÜ ãëþóóá.Ëýóç: Ïé éäéü�ç�åò åßíáé 2.Éäéü�ç�á F , ï ìáèç�Þò ìéëÜ �áëëéêÜ êáé ç éäéü�ç�á L, ï ìáèç�Þò ìéëÜ Ëá�éíéêÜ.Ôá äåäïìÝíá ìáò åßíáé �á ðéï êÜ�ù:N = 100; N (F ) = 50; N (L) = 40; N (FL) = 20Åäþ �ï æç�ïýìåíï åßíáé ï áñéèìüò N(F L). Áðü �ï Ó÷. 5.1 Ý÷ïõìå:N (F L) = N − (N (F )N (L)) +N (FL) = 30Ó�çí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá ãåíéêåýóïõìå �ç ìÝèïäï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�ïðéï ðÜíù ðáñÜäåéãìá.5.2 Ç áñ÷Þ �ïõ Åãêëåéóìïý - ÁðïêëåéóìïýÈá äþóïõìå Ýíá èåþñçìá êáé �çí áðüäåéîç �ïõ.Èåþñçìá: Áò èåùñÞóïõìå Ýíá óýíïëï S, ìå ðëçèéêü áñéèìü |S| = N êáé �éòóõíèÞêåò 
i, 1 ≤ i ≤ t, ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí�áé áðü ìåñéêÜ ó�ïé÷åßá �ïõ S. Ïáñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, �á ïðïßá äåí éêáíïðïéïýí êáìßá áðü �éò óõíèÞêåò
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i, 1 ≤ i ≤ t, åßíáé:N = N (
1 
2 
3 : : : 
t) üðïõN = N − [N (
1) +N (
2) +N (
3) + : : :+N (
t)]
+ [N (
1
2) +N (
1
3) + : : :+N (
1
t) +N (
2
3) + : : :+N (
t−1
t)]
− [N (
1
2
3) +N (
1
2
4) + : : :+N (
1
2
t) +N (
1
3
4) + : : :
+ N (
1
3
t) + : : :+N (
t−2
t−1
t)] + : : :+ (−1)

tN (
1
2
3 : : : 
t)(5.1)ÞN = N −
∑

1≤i≤tN (
i) +
∑

1≤i<j≤tN (
i
j) − ∑

1≤i<j<k≤tN (
i
j
k) + : : :
+ (−1)

tN (
1
2
3 : : : 
t) (5.2)Áðüäåéîç: Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß �ï èåþñçìá ìå åðáãùãÞ ó�ï t. Åìåßò üìùòèá äþóïõìå ìéá óõíäõáó�éêÞ áðüäåéîç. Èá äåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå x ∈ S, ðùòáõ�ü óõììå�Ý÷åé �ï ßäéï, åß�å 0 Þ 1, óå êÜèå ìÝñïò �çò (5.1).ÅÜí �ï x äåí éêáíïðïéåß êáìéÜ áðü �éò óõíèÞêåò, �ü�å �ï x ðñïóìå�ñéÝ�áé ìéáöïñÜ ó�ï N êáé ìéá öïñÜ ó�ï N , áëëÜ êáìéÜ öïñÜ óå êÜèå Üëëï üñï �çò (5.1).ÅðïìÝíùò, �ï x óõììå�Ý÷åé ìéá öïñÜ ìå 1 óå êÜèå ìÝñïò �çò ó÷Ýóçò.Ç Üëëç ðåñßð�ùóç åßíáé �ï x íá éêáíïðïéåß áêñéâþò r áðü �éò óõíèÞêåò, ìå
1 ≤ r ≤ t. Óå áõ�Þ �ç ðåñßð�ùóç �ï x äåí óõììå�Ý÷åé ó�ï N . ÁëëÜ ó�ï äåîéüìÝñïò �çò (5.1), �ï x ðñïóìå�ñéÝ�áé.1. Ìéá öïñÜ ó�ï N .2. r öïñÝò ó�ï ∑

1≤i≤tN (
i) (Ìéá öïñÜ ãéá êÜèå ìßá áðü �éò r óõíèÞêåò).3. (r2) ÖïñÝò ó�ï ∑

1≤i<j≤tN (
i
j) (Ìéá öïñÜ ãéá êÜèå æåýãïò óõíèçêþí ðïõåðéëÝãå�áé áðü �éò r óõíèÞêåò, �éò ïðïßåò éêáíïðïéåß).4. (r3) öïñÝò ó�ï ∑

1≤i<j<k≤tN (
i
j
k).: : :r+1. (rr) = 1 öïñÜ ó�ï ∑N (
i1
i2 : : : 
ir ).¢ñá ó�ï äåîéü ìÝñïò �çò (5.2), �ï x ðñïóìå�ñéÝ�áé.
1 − r +

(r
2

)

−
(r

3

)

+ : : :+ (−1)
r (rr) = [1 + (−1)]

r
= 0r = 0 öïñÝòÅðïìÝíùò, �á 2 ìÝñç �çò ó÷Ýóçò ìå�ñïýí �á ßäéá ó�ïé÷åßá �ïõ S êáé Üñá ç éóü�ç�áéêáíïðïéåß�áé.ÓõìðÝñáóìá: Óýìöùíá ìå �éò õðïèÝóåéò �ïõ èåùñÞìá�ïò, ï áñéèìüò �ùíó�ïé÷åßùí �ïõ S �á ïðïßá éêáíïðïéïýí �ïõëÜ÷éó�ïí ìéá áðü �éò óõíèÞêåò 
i,

1 ≤ i ≤ t, åßíáé: N (
1 Þ 
2 Þ 
3 Þ : : : Þ 
t) = N −N�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óå ðáñáäåßãìá�á, èá äþóïõìå ìéá óõí�ïìïãñáößá. Áò åßíáé:S0 = NS1 = [N (
1) +N (
2) +N (
3) + : : :+N (
t)]S2 = [N (
1
2) +N (
1
3) + : : :+N (
1
t) +N (
2
3) + : : :+N (
t−1
t)]
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∑N (
i1
i2 : : : 
ik); 1 ≤ k ≤ tÔá áèñïßóìá�á ðáßñíïí�áé ðÜíù óå üëåò �éò åðéëïãÝò ìåãÝèïõò k áðü �ç óõëëïãÞ�ùí t óõíèçêþí. ¢ñá �ï Sk Ý÷åé (tk) üñïõò.�áñÜäåéãìá 5.3: Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí �á 26 ãñÜììá�á �ïõ áããëéêïýáëöÜâç�ïõ íá áí�éìå�á�åèïýí Ý�óé þó�å êáíÝíá áðü �á ðáñáêÜ�ù äåßãìá�á íáìçí åìöáíéó�ïýí. Ôá äåßãìá�á åßíáé 
ar, dog, pun, byte.Ëýóç: ¸ó�ù S �ï óýíïëï üëùí �ùí áí�éìå�áèÝóåùí �ùí 26 ãñáììÜ�ùí. �ñïöáíþò

|S| = 26!. �éá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ 4, ìéá áí�éìå�Üèåóç ó�ï S ëÝìå ü�é éêáíïðïéåß �çóõíèÞêç 
i, åÜí ç áí�éìå�Üèåóç ðåñéÝ÷åé �á äåßãìá�á 
ar Þ dog Þ pun Þ byte.Åßíáé: N ( ðåñéÝ÷åé �ï äåßãìá 
ar ) = N (
1) = 24!N ( ðåñéÝ÷åé �ï äåßãìá dog ) = N (
2) = 24!N ( ðåñéÝ÷åé �ï äåßãìá pun ) = N (
3) = 24!N ( ðåñéÝ÷åé �ï äåßãìá byte ) = N (
4) = 23!Áêüìá Ý÷ïõìå ü�é: N (
1
2) = N (
1
3) = N (
2
3) = 22!N (
i
4) = 21!; i 6= 4êáé N (
1
2
3) = 20!; N (
i
j
4) = 19!; 1 ≤ i < j < 3N (
1
2
3
4) = 17!ÅðïìÝíùòN (
1 
2 
3 
4) = 26!− [3 (24!) + 23!] + [3 (22!) + 3 (21!)] − [20! + 3 (19!)] + 17!�áñÜäåéãìá 5.4: �éá n ∈ Æ+, áò åßíáé �(n) ï áñéèìüò �ùí èå�éêþí áêåñáßùím, üðïõ 1 ≤ m < n êáé (m;n) = 1, äçëáäÞ m;n åßíáé ó÷å�éêÜ ðñþ�ïé. Áõ�Þç óõíÜñ�çóç åßíáé ãíùó�Þ óáí óõíÜñ�çóç � �ïõ Euler1. Åßíáé åýêïëï íáäéáðéó�þóïõìå ü�é �(2) = 1; �(3) = 2; �(4) = 2; �(5) = 2 êáé �(6) = 2. �éáêÜèå ðñþ�ï áñéèìü p åßíáé �(p) = p− 1. Íá âñåèåß Ýíáò �ýðïò ðïõ íá ìáò äßíåé�ï �(n).Ëýóç. �éá êÜèå n ≤ 2 ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå �ï n óáí n = pe11 pe22 : : : pettüðïõ p1; p2; : : : ; pt åßíáé äéáêåêñéìÝíïé ðñþ�ïé áñéèìïß êáé ei ≥ 1; 1 ≤ i ≤ t. �éáåõêïëßá ó�éò ðñÜîåéò èá èåùñÞóïõìå t = 4 êáé ó�ç óõíÝ÷åéá åßíáé åýêïëï íáãåíéêåõèåß ï �ýðïò.Åßíáé S = {l; 2; 3; : : : ; n}, N = |S| = n êáé ãéá 1 ≤ i ≤ 4 ëÝìå ü�é k ∈ S êáééêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç 
i, åÜí �ï k åßíáé äéáéñÝóéìï áðü �ï pi. �éá 1 ≤ k ≤ n,1L. Euler Åëâå�üò Ìáèçìá�éêüò �ïõ 18ïõ áéþíá áðü �ïõò ìåãáëý�åñïõò ó�çí éó�ïñßá.
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(k; n) = 1, åÜí k äåí åßíáé äéáéñå�ü áðü êáíÝíá ðñþ�ï pi, 1 ≤ i ≤ 4. ÅðïìÝíùòåßíáé: � (n) = N (
1 
2 
3 
4)�éá 1 ≤ i ≤ 4; N(
i) = n=pi; N(
i
j) = n=(pipj); 1 ≤ i < j ≤ 4.Åðßóçò åßíáé: N (
i
j
k) = n= (pipjpk) ; 1 ≤ i < j < k ≤ 4êáé N (
1
2
3
4) = n= (p1p2p3p4)ÅðïìÝíùò� (n) = S0 − S1 + S2 − S3 + S4 =

= n−
[ np1

+ : : :+ np4

]

+

[ np1p2
+

np1p3
+ : : :+ np3p4

]

−
[ np1p2p3

+ : : :+ np2p3p4

]

+
np1p2p3p4

=

= n [1 −
(

1p1
+ : : :+ 1p4

)

+

(

1p1p2
+

1p1p3
+ : : :+ 1p3p4

)

−
(

1p1p2p3
+ : : :+ 1p2p3p4

)

+
np1p2p3p4

]

=

=
np1p2p3p4

[p1p2p3p4 − (p2p3p4 + p1p3p4 + p1p2p4 + p1p2p3)

+ (p3p4 + p2p4 + p2p3 + p1p4 + p1p3 + p1p2)

− (p4 + p3 + p2 + p1) + 1] =

=
np1p2p3p4

[(p1 − 1) (p2 − 1) (p3 − 1) (p4 − 1)] =

= n [p1 − 1p1

p2 − 1p2

p3 − 1p3

p4 − 1p4

]

= n 4
∏i=1

(

1 − 1pi)Åßíáé åýêïëï íá ãåíéêåýóïõìå êáé íá êá�áëÞîïõìå ü�é: � (n) = n ∏p=n(1 − 1p),üðïõ �ï ãéíüìåíï ðáßñíå�áé ðÜíù óå üëïõò �ïõò ðñþ�ïõò ðïõ äéáéñïýí �ï n.�áñÜäåéãìá 5.5: �üóïé åßíáé ïé �ñüðïé ìå �ïõò ïðïßïõò ìðïñïýìå íá äéáíåßìïõìår äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá óå 5 (äéáêåêñéìÝíá) êïõ�éÜ Ý�óé þó�å Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïíêïõ�ß íá 'íáé Üäåéï;Ëýóç. Áò åßíáé Ái ç éäéü�ç�á ü�é �ï êïõ�ß i ìÝíåé Üäåéï óå êÜðïéá äéáíïìÞ ÞäéáíïìÝò. Áõ�ü ðïõ æç�Üìå åìåßò åßíáé �ï N(A1 Þ Á2 Þ : : : Þ Á5). ÁëëÜ áõ�üìå âÜóç �ï óõìðÝñáóìá åßíáé:N (A1 Þ A2 Þ : : : Þ A5) = N −N = N −N (A1 A2 A3 A4 A5

)

= N − (N − S1 + S2 − S3 + S4)üðïõ Si ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá äéáíåßìïõìå �á áí�éêåßìåíá þó�å �ïõëÜ÷éó�ïíi ó�ï ðëÞèïò êïõ�éÜ ÜäåéáN (A1 Þ A2 Þ : : : Þ A5) =

(

5

1

)

4r − (5

2

)

3r +

(

5

3

)

2r − (5

4

)

1r



68 ÊÅÖÁËÁÉÏ 5. Å�ÊËÅÉÓÌÏÓ - Á�ÏÊËÅÉÓÌÏÓ5.3 ÁóêÞóåéò5.1 �üóåò �ïðïèå�Þóåéò �ùí øçößùí 0; 1; 2; : : : ; 9 õðÜñ÷ïõí ó�éò ïðïßåò �ï ðñþ�ïøçößï íá 'íáé ìåãáëý�åñï áðü �ï 1 êáé �ï �åëåõ�áßï øçößï íá 'íáé ìéêñü�åñïáðü �ï 8;5.2 �üóïé áêÝñáéïé ìéêñü�åñïé �ïõ 70 åßíáé ó÷å�éêÜ ðñþ�ïé ìå �ï 70 (Ó÷å�éêÜðñþ�ïé óçìáßíåé ü�é äåí Ý÷ïõí êïéíïýò äéáéñÝ�åò);5.3 �üóåò ëÝîåéò n-øçößùí áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2} õðÜñ÷ïõí ìå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí0, ìå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí 1 êáé ìå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí 2;5.4 Óå Ýíá ó÷ïëåßï õðÜñ÷ïõí 1.000 ìáèç�Ýò. Áðü áõ�ïýò ïé 400 ìéëÜíå �áëëéêÜ,ïé 300 É�áëéêÜ êáé 200 ìéëÜíå �åñìáíéêÜ. ÅÜí õðÜñ÷ïõí 200 ìáèç�Ýòðïõ ìéëÜíå ïðïéåóäÞðï�å 2 ãëþóóåò êáé 100 ìáèç�Ýò ðïõ ìéëÜíå êáé �éò3 ãëþóóåò, ðüóïé åßíáé ïé ìáèç�Ýò ðïõ äåí ìéëÜíå êáìéÜ ãëþóóá;5.5 Íá ëõèåß �ï �áñ. 5.4 ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç.5.6 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí èå�éêþí áêåñáßùí n; 1 ≤ n ≤ 100 êáé n ìçäéáéñÝóéìïò ìå 2,3 êáé 5.5.7 ¸íáò öïé�ç�Þò èÝëåé íá ö�éÜîåé Ýíá ðñüãñáììá ãéá ìéá ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï 7çìåñþí Ý�óé þó�å êÜèå ìÝñá íá ìåëå�Ü Ýíá ìüíï ìÜèçìá. Ôá ìáèÞìá�áåßíáé: ìáèçìá�éêÜ, öõóéêÞ, ÷çìåßá êáé ïéêïíïìßá. Íá âñåèåß ï áñéèìüòáõ�þí �ùí ðñïãñáììÜ�ùí.5.8 �üóåò äéáöïñå�éêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò õðÜñ÷ïõí ãéá �çí åîßóùóçx1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 20; 0 ≤ xi ≤ 85.9 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí áí�éìå�áèÝóåùí �ùí ãñáììÜ�ùí �ïõ ëá�éíéêïýáëöáâÞ�ïõ a,b,
,...,x,y,z, ó�éò ïðïßåò äåí åìöáíßæïí�áé �á äåßãìá�á spin,game, path êáé net.5.10 ¸ó�ù �á ðåðåñáóìÝíá óýíïëá Á;Â ìå |Á| = m; |B| = n êáé m ≥ n.Áò åßíáé Á = {a1; a2; : : : ; am}; Â = {b1; b2; : : : ; bn} êáé S = �ï óýíïëïüëùí �ùí óõíáñ�Þóåùí f : A → Â. �ñïöáíþò N = |S| = nm. �éá
1 ≤ i ≤ n, áò åßíáé 
i ç óõíèÞêç ó�ï S ðïõ éêáíïðïéåß�áé, ü�áí ç óõíÜñ�çóçf : Á → Â äåí Ý÷åé ó�ï ðåäßï �éìþí �çò �ï bi. Ôü�å N(
i) åßíáé ï áñéèìüò�ùí óõíáñ�Þóåùí ó�ï S, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ó�ï ðåäßï �éìþí �ïõò �ï bi. Íáâñåèåß ï áñéèìüò N .
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7Ëßó�á ÓõìâüëùíÓýìâïëï Óçìáóßán! �áñáãïí�éêüC (n; r) Óõíäõáóìïß n áíÜ rÑ (n; r) Äéá�Üîåéò n áíÜ rS (r; n) Áñéèìïß Stirling 2ïõ åßäïõòs (r; n) Áñéèìïß Stirling 1ïõ åßäïõòX=G Óýíïëï êëÜóåùí éóïäõíáìßáò �ïõ óõíüëïõ × ùò ðñïò �çí =GN (
i) Áñéèìüò ó�ïé÷åßùí åíüò óõíüëïõ S ðïõ éêáíïðïéïýí �çí óõíèÞêç 
i
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