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(μπορεί να περιέχουν λάθη)

Θέμα 1

a) Ο τελεστής T : X → Y όπου X,Y διανυσματικοί χώροι καλείται γραμμι-
κός αν για κάθε x, y ∈ X,λ ∈ R ισχύουν τα ακόλουθα:
(1) T (x+ y) = T (x) + T (y)
(2) T (λx) = λT (x)

b) ΟKerT είναι υπόχωρος τουX καθώς αν x, y ∈ KerT, λ ∈ R τότε T (x) =
T (y) = 0Y οπότε
(1) T (x+ y) = T (x) + T (y) = 0Y ⇒ x+ y ∈ KerT
(2) T (λx) = λT (x) = 0y ⇒ λx ∈ KerT .

Ο ImT είναι γραμμικός υπόχωρος του Y καθώς αν x, y ∈ ImT, λ ∈ R
τότε υπάρχουν x′, y′ ∈ X με T (x′) = x, T (y′) = y οπότε
(1) x+ y = T (x′) + T (y′) = T (x′ + y′) άρα x+ y ∈ ImT
(2) λx = λT (x′) = T (λx′) άρα λx ∈ ImT

c) Προφανώς T (0X) = T (0x) = 0T (x) = 0y, x ∈ X.
Αν ο T είναι 1− 1 τότε προφανώς KerT = {0x}.
ΑνKerT = {0x} και T (x) = T (y), x, y ∈ Y τότε T (x− y) = 0Y ⇒ x− y =
0 ∈ KerT ⇒ x− y = 0X ⇒ x = y. Άρα η T είναι 1− 1.

d) ΈστωX διανυσματικός χώρος και x1, x2, . . . , xn ∈ X το {x1, x2, . . . , xn} ⊂
X ονομάζεται γραμμικά ανεξάρτητο αν ισχύει η ισοδυναμία

n∑
i=1

λixi = 0 ⇔

λi = 0, i = 1, 2, . . . , n, λi ∈ R.
Ένα σύνολο A ⊂ X λέγεται γραμμικά ανεξάρτητο αν κάθε πεπερασμένο
σύνολο {x1, x2, . . . , xn} ⊂ A,n ∈ N είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Τώρα, θα
αποδείξουμε ότι αφού το F ⊂ X είναι γραμμικά ανεξάρτητο και ο T είναι
1− 1 τότε το {T (x) : x ∈ F} είναι γραμμικα ανεξάρτητο στον Y.
Έστω n ∈ N και {T (x1), T (x2), . . . , T (xn) ⊂ Y } τότε
n∑

i=1

λiT (xi) = 0Y ⇔
n∑

i=1

T (λixi) = 0Y ⇔ T (

n∑
i=1

λixi) = 0y ⇔

n∑
i=1

λixi ∈ KerT
T 1−1−−−−→

n∑
i=1

λixi = 0X
xi γραμμικά ανεξάρτητα−−−−−−−−−−−−−→ λi = 0.

Άρα το {T (x) : x ∈ F} είναι γραμμικα ανεξάρτητο

Θέμα 2

α�) i) Ο T είναι γραμμικός, έστω f, g ∈ C[0, 1]λ, µ ∈ R τότε
T (λf + µg) = ((λf + µg)(qn))n∈N = (λf(qn) + µg(qn))n∈N =

λ(f(qn))n∈N + µ(g(qn))n∈N = λT (f) + µT (g)

άρα ο T είναι γραμμικός.
Επίσης, ο T είναι 1− 1. Για να το αποδείξουμε αυτό αρκεί να δείξουμε ότι
KerT = {0C[0,1]} (επειδή ο T είναι γραμμικός). Οπότε, T (f) = (0)n∈N τότε
για κάθε n ∈ N θα ισχύει ότι f(qn) = 0 και επειδή το Q ∩ [0, 1] είναι πυκνό
στο [0, 1] και η f είναι συνεχής, τότε f ≡ 0.

ii) ∥T (f)∥∞ = sup{|f(qn)| : (qn)n∈N = Q ∩ [0, 1]} ≤ sup{|f(x)| : x ∈
[0, 1]} = ∥f∥∞. Άρα για κάθε f ∈ C[0, 1] ισχύει ότι ∥T (f)∥∞ ≤ ∥f∥∞(1).
Θα δείξουμε ότι ∥f∥∞ ≤ ∥T (f)∥∞. Επειδή η f ∈ C[0, 1] τότε υπάρχει
x0 ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε |f(x0)| = sup{|f(x)| : x ∈ [0, 1]} = ∥f∥. Άρα,
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∥f∥ = max{|f(x)| : x ∈ [0, 1]} και επειδή η (qn)n∈N είναι πυκνή στο [0, 1]
τότε υπάρχει (qkn)n∈N) με qkn → x και επειδή η f είναι συνεχής, τότε
f(qkn) → f(x) ⇒ |f(qkn)| → |f(x)| άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ∈ N :
∀n ≥ n0 να ισχύει f(qkn) > ∥f(x)∥ − ϵ. Άρα, sup{|f(qn)|} > |f(x)| − ϵ,
άρα sup{|f(qn)|} ≥ ∥f∥∞. Άρα, ∥T (f)∥∞ ≥ ∥f∥∞. Οπότε συνδυάζοντας
το τελευταίο με το (1) έχουμε ότι ∥T (f)∥∞ = ∥f∥∞.

ii) Ο T δεν είναι επί καθώς ο C[0, 1] είναι διαχωρίσιμος ενώ ο l∞(N) δεν είναι.
Έστω ότι ο T είναι επί, τότε επειδή ο C[0, 1] είναι διαχωρίσιμος υπάρχει
πυκνό αριθμήσιμο D υποσύνολο του C[0, 1]. Τότε το T (D) είναι αριθμή-
σιμο καθώς ο T είναι 1 − 1 και είναι και πυκνό αφού ο T είναι συνεχης.
Οπότε το T (D) είναι αριθμήσιμο και πυκνό στον l∞(N), άρα ο l∞(N) είναι
διαχωρίσιμος κάτι που είναι άτοπο. Άρα ο T δεν είναι επί.

β�) i) Έστω y ∈ l1(N) τότε υπάρχει ακολουθία (λn)n∈N ⊂ R τέτοια ώστε y =
∞∑

n=1
λnen, τότε ∥y∥1 =

∞∑
n=1

|λn| < ∞.

Τότε,

∥T (y)∥ = ∥T (
∞∑

n=1

λnen)∥ = ∥
∞∑

n=1

λnT (en)∥ ≤
∞∑

n=1

∥λnT (en)∥ =

∞∑
n=1

|λn|∥T (en)∥ ≤ M

∞∑
n=1

|λn| = M∥y∥1

άρα ο T είναι φραγμένος και ∥T∥ ≤ M
ii) ∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : ∥x∥ ≤ 1} ≥ sup{∥T (en)∥ : n ∈ N} = M άρα

∥T∥ ≥ M και χρησιμοποιώντας ότι ∥T∥ ≤ M από το πρώτο ερώτημα
έχουμε ότι ∥T∥ = M .

γ�) Έστω ο I : (C00(N), ∥∥1) → (C00(N), ∥∥max) και έστω x ∈ C00(N) τότε
x = (an)n∈N για το οποίο υπάρχει k ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ k να

ισχύει ότι an = 0. Τότε, ∥I(x)∥∞ = max{|an| : n ∈ N} ≤
∞∑

n=1
|an| = ∥x∥1.

Άρα, ο I είναι φραγμένος.
Ο I : (C00(N), ∥∥max) → (C00(N), ∥∥1) δεν είναι φραγμένος καθώς για κάθε
n ∈ N υπάρχει xn ∈ C00(N) τέτοιο ώστε ∥I(xn)∥1 ≥ n∥I(xn)∥max. Για την
απόδειξη θεωρώ n ∈ N και θεωρώ την ακολουθία xn = (ak)k∈N με

ak =

{
1 k ≤ n

0 k > n

τότε ∥I(xn)∥1 =
n∑

k=1

= n ≥ n · 1 = n∥I(xn)∥max

Θέμα 3

i)α�) i) Έστω Z =< F ∪ {x0} > τότε για κάθε z ∈ Z θα έχουμε ότι z = yz +
λzx0, yz ∈ F, λz ∈ R. Θεωρούμε την συνάρτηση T : Z → R με T (z) =
λzd(x0, F ). Η T είναι προφανώς γραμμική και για κάθε z ∈ F θα ισχύει
ότι T (z) = 0. Επίσης, για κάθε z ∈ Z ισχύει ότι |T (z)| = |λz|d(x0, F ) ≤
|λz|∥ yz

λz
+ x0∥ = ∥yz + λzx0∥ = ∥z∥. Άρα για κάθε z ∈ Z ισχύει ότι

|T (z)| ≤ ∥z∥.
Οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα Hahn-Banach υπάρχει γραμμική επέ-
κταση της T , T̃ με T̃ |Z = T και |T̃ (z)| ≤ ∥z∥. Οπότε , T̃ ∈ X∗, T̃ |F =

0, T̃ (x0) = d(x0, F ).

Αν ∥T̃∥ ̸= 1 τότε ∥T̃∥ < 1 καθώς ∥T (z)∥ ≤ ∥z∥. Τότε, θεωρώ h̃ = T̃
∥T̃∥ για
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τον οποίο ισχύει ότι ∥h̃ = 1∥ και h̃(x0) > T̃ (x0) = d(x0, F ) που είναι άτοπο
καθώς d(x0, F ) = inf{∥x0 − y∥ : y ∈ F}, ∥x0 − y∥ = sup{x∗(x0 − y) :
∥x∗∥ ≤ 1} τότε ∥x0 − y∥ > d(x0, F ) οπότε d(x0, F ) > d(x0, F ) κάτι που
είναι άτοπο, άρα ∥T̃ = 1∥ και το ζητούμενο έχει αποδειχτεί.

ii) Έστω ότι |x∗(x0)| > d(x0, F ) τότε αφού x∗|F = 0 ⇒ |x∗(x0 − y)| =
|x∗(x0)| > d(x0, F ), y ∈ F τότε όμως ∥x0 − y∥ = sup{|x∗(x0 − y)| : ∥x∗∥ ≤
1} > d(x0, F ) κάτι που είναι άτοπο. Άρα, |x∗(x0)| ≤ d(x0, F )

β�) i) Αν η f είναι συνεχής τότε ξέρουμε ότι το f [B(x, ϵ)] είναι φραγμένο και αντί-
στροφα. Αν το f [B(x, ϵ)] δεν είναι φραγμένο τότε θα δείξουμε ότι f [B(x, ϵ)] =
R.
Αρκεί να δείξουμε ότι f [B(0X , ϵ)] = R καθώς B(x, ϵ) = x+B(0X , ϵ) οπότε
f [B(x, ϵ)] = f(x) + f [B(0X , ϵ)]. Οπότε, έστω ότι f [B(0X , ϵ)] ̸= R και έστω
y /∈ f [B(0X , ϵ)]. Έστω ότι y > 0 και z > y τέτοιο ώστε z ∈ f [B(0X , ϵ)]
τότε υπάρχει λ > 1 τέτοιο ώστε z = λy, τότε υπάρχει x ∈ X με ∥x∥ < ϵ
τέτοιο ώστε f(x) = z = λy ⇔ f(xλ ) = y ⇒ y ∈ f [B(0X , ϵ)]. Προφανώς
για κάθε y > 0 υπάρχει z ∈ R με z > 0 τέτοιο ώστε z ∈ f [B(0X , ϵ)] κα-
θώς το f [B(0X , ϵ)] από υπόθεση δεν είναι φραγμένο, τότε υπάρχει w ∈
f [B(0X , ϵ) : |w| > y]. Αν w > 0 θεωρώ z = w αλλιώς υπάρχει x ∈
B(0X , ϵ) : f(x) = w ⇔ f(−x) = −w > 0. Άρα, −w > y.
Όμοια αν y < 0 τότε y ∈ f [B(0X , ϵ)].Άρα,R ⊂ f [B(0X , ϵ)], άρα f [B(0X , ϵ)] =
R

ii) Έστω ότι το Kerf είναι πυκνό και η f είναι συνεχής, τότε το Kerf είναι
κλειστο, καθώςKerf = f−1({0X}). Άρα, ¯Kerf = Kerf και απο υπόθεση
έχουμε ότι ¯Kerf = X οπότεKerf = X ⇔ f ≡ 0, άτοπο. Άρα, αν τοKerf
είναι πυκνό, τότε η f δεν είναι συνεχής.
Από την άλλη μεριά, έστω ότι η f δεν είναι συνεχής, τότε για κάθε x ∈ X
και για κάθε ϵ > 0 το f [B(x, ϵ)] δεν είναι φραγμένο, άρα f [B(x, ϵ)] = R.
Άρα για κάθε x ∈ X και για κάθε ϵ > 0 υπάρχει y ∈ B(x, ϵ) : f(y) = 0.
Άρα, για κάθε x ∈ X και για κάθε ϵ > 0 ισχύει ότιKerf ∩B(x, ϵ) ̸= ∅. Άρα,
¯Kerf = X, δηλαδή το Kerf είναι πυκνό στον X.

Θέμα 4

a) Μια συνάρτηση p : X → R ονομάζεται θετικό υπογραμμικό συναρτησοει-
δές αν ισχύουν τα εξής:

i) p(x) ≥ 0, ∀x ∈ X
ii) p(λx) = λp(x), λ ≥ 0, x ∈ X
iii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

b) Τα επόμενα είναι ισοδύναμα
i) Το p είναι συνεχές
ii) Το p είναι συνεχές στο 0X
iii) υπάρχει ϵ > 0 τέτοιο ώστε το p[B(0x, ϵ)] να είναι φραγμένο.

(i) ⇒ (ii) από τον ορισμό
(ii) ⇒ (iii) για δ = 1 υπάρχει ϵ > 0 τέτοιο ώστε p[B(0X , ϵ)] ⊂ (−1, 1)
(iii) ⇒ (i) Έστω x ∈ X. Αν ϵ1 > 0 τυχαίο, αρκεί να βρούμε δ1 > 0 τέτοιο
ώστε p[B(x, δ1)] ⊂ (p(x)− ϵ1, p(x) + ϵ1).
Από υπόθεση έχουμε ότι υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε p[B(0X , ϵ1ϵ

M )] ⊂
(−ϵ1, ϵ1)
Θέτοντας δ1 = ϵ1ϵ

M θα δείξουμε ότι p[B(x, δ1)] ⊂ (p(x) − ϵ1, p(x) + ϵ1).
Όντως, έστω y ∈ B(x, δ1) τότε ∥x− y∥ < δ1 άρα y− x ∈ B(0X , δ1) ⇒ 0 ≤
∥x− y∥ < ϵ1.
Οπότε, p(y) = p(y − x+ x) ≤ p(y − x) + p(x) ≤ p(x) + ϵ1
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και p(x) = p(x− y + y) ≤ p(x− y) + p(y) ≤ ϵ1 + p(y) ⇒ p(y) ≥ p(x)− ϵ1
και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί.


