
Λύσεις Πιθανοτήτων Σεπτεμβρίου 2006
(μπορεί να περιέχουν λάθη)

Θέμα 1

Έστω Xi, i = 1, 2, 3 η τυχαία μεταβλητή που φανερώνει το χρώμα της μπάλας
που επιλέγεται την i−οστή φορά. Τότε οι τιμές που μπορεί να πάρει είναι L(λευκό),
M(μάυρο), K(κόκκινο).

i) P (X2 = K) = n
3n = 1

3 . Γιατί η πιθανότητα είναι ανεξάρτητη της σειράς.
ii) P (X1 = L∩X2 = M∩X3 = K) = P (X1 = L)P (X2 = M |X1 = L)P (X3 =

K|X1 = L ∩X2 = M) = n
3n

n
3n−1

n
3n−2 = n3

3n(3n−1)(3n−2)

iii) Το ερώτημα είναι ουσιαστικά γενίκευση του δεύτερου και είναι 3!P (X1 =
L ∩ X2 = M ∩ X3 = K) όσες και οι διαφορετικές αναδιατάξεις των 3
στοιχείων. Άρα, P = 6n3

3n(3n−1)(3n−2)

Θέμα 2

i) Έστω D = {(x, y) : 0 < x < 1 και 0 < y < 1}. Για να είναι η fx,y
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας πρέπει fx,y(x, y) ≥ 0 ⇒ c ≥ και∫∫
D

fx,y(x, y) dx dy = 1. Ολοκληρώνοντας έχω ότι

∫∫
D

fx,y(x, y) dx dy =

1∫
x=0

1∫
y=0

cx(1− x)y dx dy = c

1∫
x=0

x(1− x) dx

1∫
y=0

y dy =
c

12

οπότε c
12 = 1 ⇒ c = 12.

ii) Πρώτα θα βρω τις περιθώριες των X,Y , fx, fy αντίστοιχα και μετά αν
ισχύει ότι fxfy = fx,y τότε οι X,Y είναι ανεξάρτητες. Οπότε,

fx =

1∫
y=0

fx,y(x, y)dy =

1∫
0

12x(1− x)y dy = 6x(1− x).

Όμοια έχουμε ότι fy = 2y. Οπότε, fx(x) = 6x(1−x), x ∈ (0, 1) και fy(y) =
2y, y ∈ (0, 1) και fxfy = 12x(1−x)y = fx,y. Άρα, οιX, y είναι ανεξάρτητες.

iii) V ar(X) = E(X2)− E2(X) και

E(X2) =

1∫
x=0

x2fx(x) dx =
3

10
.

E(X) =
1∫

x=0

xf(x) dx = 1
2 . Άρα, E(X) = 1

2 . Άρα V ar(X) = 0, 05. Με τον

ίδιο τρόπο V ar(Y ) = 1
18

1



2

Θέμα 3

Α) Για να είναι οι U = X + Y, V = XY ασυσχέτιστες πρέπει
Cov(U, V ) = 0 ⇔ Cov(X + Y,XY ) = 0 ⇔
Cov(X,XY ) + Cov(Y,XY ) = 0 ⇔
E(X ·X · Y )− E(X) · E(X · Y ) + E(X · Y · Y )− E(Y )E(X · Y ) = 0 ⇔
E(X2)E(Y )− E2(X)E(Y ) + E(Y 2)E(X)− E(X)E2(Y ) = 0 ⇔
E(Y )(E(X2)− E2(X)) + E(X)(E(Y 2)− E2(Y )) = 0 ⇔
µyσ

2
x + µxσ

2
y = 0

και επειδή σx = σy θα πρέπει µy = −µx.
B) Επειδή E(X) = 1 και V ar(X) = 5, τότε E(X2) = E2(X) + V ar(X) = 6.

Τότε
E[(2 + 3X)2] = E(4) + 12E(X) + 9E(X2) = 70.

Επίσης, V ar(4 + 3X) = 32V ar(X) = 45

Θέμα 4

A) Αφού η X είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο (0, 1) έχει συνάρτηση πυ-
κνότητας πιθανότητας fx = 1. Τώρα, Y = − ln(X) = g(X), Y ∈ (0,∞)

οπότε x = e−y = g−1(y). Τότε, ισχύει ότι fy(y) = fx(g
−1(y))|dg

−1(y)
dy | =

e−y. Άρα, fy(y) = e−y, y > 0

B) Για την κατανομή Poisson ισχύει ότι η σ.π.π είναι px = e−λ λx

x! , x = 0, 1, 2, . . .

με μέση τιμή και διασπορά λ. Οπότε, E(X2) = E2(X) + V (X) = λ2 + λ
και από την υπόθεση έχω ότι V (X) = 6, οπότε λύνοντας την εξίσωση
έχουμε ότι λ = 2. Τότε, px = e−2 2x

x! οπότε

P (X ≥ 1|X < 3) =
P [(X ≥ 1) ∩ (X < 3)]

P (X < 3)
=

p1 + p2
p0 + p1 + p2

=
4

5

Θέμα 5

i) οι θ1, θ2 . . . θn ικανοποιούν την συνάρτησηπυκνότητας πιθανότητας f(θ) =
1
2π , θ ∈ (0, 2π) οπότε

E(cos θj) =
2π∫
0

cos θf(θ) dθ = 0.

και

E(cos2 θj) =
2π∫
0

cos2 θf(θ) dθ =
1

2
.

Οπότε, V ar(cos θj) = 1
2 .

ii) Σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα η Xn μπορεί να προσεγγιστεί
από την κανονική κατανομήN(nE(cos θj), n

2 ). Για n = 50 ηX50 ικανοποιεί
την κατανομη N(0, 25). Οπότε,
P (|X50| > 10) = P (X50 > 10) + P (X50 < −10)

= P (
X50

5
> 2) + P (

X50

5
< −2) = 1− Φ(2) + Φ(−2) = 0, 0455


