
BEΛTΙΣΤoΙΙoΙΙΙΣH _ 1,ι ΣΕΙΡΑ ΑΣΚΗΣΕΩN

l. Nα δει1Θεi π6τε tναc, πεπεραoμεvog γραμμικoc oυl,δυαoμ6c κυρτcilrl αυι,αρτηoεων
εir,αι κιlρτη αυvd,ρτηoη'
2. α)'Eoτω μια α--ν6ρτηση -f παραγωγtoιμη στo ΙR. Να δει1θεi 6τιι1 f εiναι κυρτη
αν και μ6r,o αν τo γρdφημiι τηξ βρioκεται πdι,ιο α.π6 καθε εφαπτομfi,η τηg.

β) Να δει1'θεi 6τι αν /€C'?(R) και ιoβει .f "(x)>0 για κd,θε x - τ6τεη .f εiναι
κυρΦ (xρηoιμoπoηoτε τo (α) και τoν τtiπo ΤayΙor 2η: τd.ξηg).
3- Να δε1θεi 6τι, αv μια o'υνdρτηοη f :ΩcR'' _+ΙR, με Ω α\,oικτ6, εtναι
παραγωγiαιμη στo oημεio x € Ω, τ6τε εir,αι αυr,εp1g οτo x ' tγει παραγcilγoυg
δ-f (x,h) κατ δ*f (x-h) γιακαΘε h ε R', d.ρα και μρικι1c παρ'αγrilγoυg ωE πρog κdθε

η, η μoναδικη παρ6γωγ69 τηζ εiναι /'(x) =Υ.f (x), και ιoβει
δ-f (x,h) = δ f (x,h) =Υf (x)' Ι'ι, για κdθε } .

4. T'aτω /:ΙR.2-+JR. μια αυνdρτηoη. Nα δειy'θεi 6τι, αν η f Εxετ ψρκtq
παραγcbγoυζ σε μια ανoικτιi περιoyn τoυ x oι oπoiεg εir,αι oυr,εχεig ατo αl7με[ο x,
τ6τε η f εtναι παpαγοlγioιμη στo x (/pηoιμoπoηoτε τo Θεcilρημα M6oηg Τιμηq, μια
φoρd ωg τ.poζ x2 και μ1α ωg πρoζ η ). Γεvικειiστε τo απoτ6}εoμα "rLα -f : Ι{'' _> ]R .

5. Δiνεται o πiνακαg Α:= CT C, τo διιiνυoμα δ - 6πoυ
Γ: 5l ΓulC:=l l. b:=l l.
L2 4[ L3J',

και η oυνdρτηoη

f(x,y):=fx Λ^Γ;]_rΓ;1
r'.iα βρεΘεi, αν υπαργει, τo oημio ελα1ioτoυ τ11ζ -f οτον ΙR' .

6. Να δει1Θεi 6τι η oυνdρτηστl -f(x,y,z):=x2 +y'12+z'l4 εiναι πιεoτικη oτoν
κiλιι,τρo

S :: {(.τ,y, z) e R.3 |t' 
_z)' + (y _3), : 1},

και 6τι tγετtνα μoναδικ6 σημεto ελα1ioτoυ o'τo S. Nα βρεθεi το oημεio αυτ6.
7. Δiνεται η oυνdρτηoη -f (x,y):= 2x_3y και τo τετρdγωι,o

S:: {(x,y)| lrl= t, |yΙs rl .

Nα βρεθεi, αν υπαργει, τo oημio ελαxioτου τΙ1ζ .f oτo S .

8. Δiνεται η αυνdρτηoη -f (x,y,z):= x* y + Z Καιτo π2ηρεg ε2Jειψoειδ6ζ 
Φ

S:={(x,y,z)| ,'+ y'/2+z'/4<l1. Φ-P''&Φo^T"ι Ιluiι ιι/La ι-" Υ;ι\ (Ζ'!ι< : ι)
Nα βρεθεi, αν υπd,ρ1ει, τo oημio ε2,nxioτoυ τηζ Ι oτo S Vnτ' Γd( αn' υ 

?* ) 
u,\on'o' 

'"':nf ^

9. Δiνεταιη oυνdρτηοη -f (",y,z):=(x_1)'+(y_2)2 +(z-3)2 και τo επιπεδo"i -." ( ιr";z*τ<
S:={(x,y,z)lZ"+3y+42-3=0}. o'/ ' I

Nα βρεθεi, αν υπ&ρ1ει'τo oημio ε).αfoτoυ τηS -f oτo S 7.'''" )

10. Δiνεταιη αυνdρηοη -f (",y,z):=(x_2)'+(y_3)' και τo τρiγωνo οτoν R3

S:={(x,y'z)| x> ο, y>0, z) 0, x+ !+ z=2} '

Nα βρεθεi, αν υπdρ1ει, τo oημio ελα1iο'τoυ τηζ -f oτo S.
1 1. Δiνεται η αυνdρτηoη -f (x, y, z) := (x _ |)' + (y _ 2)2 + (z _ 3)2 και o δiακog



,9:={(x.J,.:)e R3|"'+1,' <1. z=Ο} .

Να βρεθεi τo oημio ε}ι.y.loτoυ τηζ 'f oτο ,S.

t2.'Εoτω S c ]R" ει,α κυρτ6, xJειoτ6, 6yl απo.ρα'lτητοlE φρα],μ{r,o, α6r,oλo και α € R."
εvα oταθερ6 oημεiο' Να δειxθεi 6τι υπαρy'εL ει,α και μo'ι.αδικ6 oημio u ε S πoυ
ελαχιστoπoιεi. ωζ πρoζ xε S, π1ν απ6oταoη

d,(x) := ll, - rll, ,

τo1J u απ6 ει,α oημio x - η ιooδr1ι,αμα. πoυ ε2'αxιoτοπoιεt την κυρτη αυl,dρτl1oη

θ, (x) := li, 
_ ,li; ,

oτo ,S [δεiξτε 6τιη d", ιiρα και η eu, εiναι αυr,εχτiζ και πιεστικr1]. Επoβ,ωζ'τo u
ικανoπoιεi (Θεrilρημα 8, $1) την αναyKα{α και ικανη oυνΘ"i]κη ε2,αxιoτ6ηταζ
(t) @-u)'(y_Φ2a, για κ6θε y €.!.
Τo u κα}εΙταιπροβoλη τoυ u παι,οl oτο,S- o αριθμ6s d"@)=llμ_u|l, αποoτα'ση τoυ

u απ6 τo S , και γρdφoυΡ"Ε u:= Pu ' 6πoυ P o τdεoτtjq πρoβολιjg. Eπιπ2€oν, ι,α
δει1θεt 6τι

ueS + Pu=u.
και ι1τι

||ru_ r'']l,= |Ιr_rll,, για κdθε i.l.v ε,S;
δηλ. o τε}εoτηg πρoβο}ηq P μικρα[ι'ει τlg απooταoειq, αρα εiιιαι oιlι'εχηg. Τi}"ac,ι,α
δει1θεi 6τι, α\, τo S εiναι μετατεθημ6νo9 υποy.cιρoi τoυ lR', δηλ. τηq μoρφl1g

S:= {xo aγ| ν eV} ,

6πoυ l/ ει.'αg υπ61ωρoζ τoυ ΙR'' και xo ε 1R'' oταθερ6, τ6τε η αυνΘηκη (1) εir,αι
ιooδrir,αμη β

(Pu _ u)? (y - Pu) = g, για κd.θε y €,s,
και αν τo 

^S εiναι υτοxωρoq τoυ ]R", η (1) εiναι ιooδιiναμη με
(Pu_u)rν:0- γιακdθε ve S,

δηλ.τo Pu_u εiι'αικαθετo oτo S.Στηντε2ευταiαπερiπτωoη,δεtξτε6τιοτε2εoτl1g
P εtl,αι yραμμικ6g.
Ι3. α) Nα βρεθεi η πρoβoλη τoυ oημioυ (Ι,2,3) πdνω oτο επiπεδo

g ;= {(x.y.z)l ,+ y+ z =l} .

β) Να βρεθεi η προβo2η n 6c oημεioυ (α.b^c) πd.r,ω oτoν κιiβo

S:= {(x,y,zll lrl= r, lyl< t, lzls 11 .

γ) Να βρεθεi η πρoβoλη τoυ oημioυ z € ]R' π6νω oτη μπα),π
,s := {x e κ'| ||r||, s 11.

14. α) Nα βρεθεi η προβoλη εv6g oημioυ (α,b) πd.νω oτο τρiγωνo

S := {(x,y)f x> 0, y } 0, x+ -y < 1} .

β) Να βρεθεi η πρoβoλη τoυ οημfoυ (2,3,4) πdι,ω oτo τετριiεδρo

S:={(x,y)| x>a' yΣ0,'z Σ0, x+ y+z<8}.


