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Θ Ε Μ Α Τ Α

Θ1. ΄Εστω {ei : i = 1, 2, ...} μια ορθοκανονική ακολουθία.

(i) Αν h ∈ H να δείξετε ότι η σειρά
∑∞

i=1⟨h, ei⟩ei συγκλίνει σ΄ ένα h′ ∈ H, τέτοιο ώστε: h−h′⊥ei
για κάθε i = 1, 2, ....

(ii) Η ακολουθία (ei) είναι ορθοκανονική βάση, αν και μόνο αν h =
∑∞

i=1⟨h , ei⟩ei για κάθε h ∈ H.

Θ2. ΄Εστω H,K δύο χώροι Hilbert και A ∈ B(H,K) ένας ϕραγμένος τελεστής από τον H στον K.
Να είξετε ότι υπάρχει μοναδικός τελεστής A∗ : K → H, A∗ ∈ B(K,H) τέτοιος ώστε:

⟨Ax,y⟩ = ⟨x, A∗y⟩ για κάθε x ∈ H, και για κάθε y ∈ K, με ∥A∗∥ = ∥A∥.

Επιπλέον να δείξετε ότι:

(i) Ο πολλαπλασιαστικός τελεστής

Mf : L2[a, b] → L2[a, b], (Mfφ)(x) = f(x)φ(x), όπου f ∈ C[a, b]

έχει συζυγή τον τελεστή Mf , όπου f μιγαδική συζυγής της f .

(ii) Ο Mf είναι ϕυσιολογικός.

(iii) ΄Ενας τελεστής A ∈ B(H) είναι αυτοσυζυγής, αν και μόνο αν ⟨Ax,x⟩ ∈ R για κάθε x ∈ H.

Θ3. ΄Εστω H ένας άπειρης διάστασης χώρος Hilbert. Να δείξετε ότι:

(i) Το σύνολο των συμπαγών τελεστών K(H) είναι ένα δίπλευρο ιδεώδες του B(H).

(ii) Το K(H) είναι γνήσιο ιδεώδες του B(H).

(iii) Κάθε αντιστρέψιμος τελεστής του B(H) δεν είναι συμπαγής.

(iv) Ο τελεστής D ∈ B(ℓ2) : D(x1, x2, ...) = (x1,
1
2x2, ...) είναι συμπαγής.

Θ4. ΄Εστω X χώρος Banach και ο ϕραγμένος τελεστής T ∈ B(X). Να ορίσετε την έννοια του συζυγή
τελεστή του T . Κατόπιν να δείξετε ότι:

(1) Για T, S ∈ B(X) και α, β ∈ C ισχύει (αT + βS)⋆ = αT ⋆ + βS⋆.

(2) T ⋆⋆ | X = T , όπου T ⋆⋆ | X είναι ο περιορισμός του T ⋆⋆ στον X.

(3) ∥T ⋆∥ = ∥T∥.

(4) kerT ⋆ = (ImT )⊥.

Θ5. ΄Εστω H ένας άπειρης διάστασης διαχωρίσιμος χώρος Hilbert, (an) μια ϕραγμένη ακολουθία
μιγαδικών αριθμών και (en) μια ορθοκανονική βάση του H. Να δείξετε ότι:

(1) Η σειρά
∑∞

n=1 an⟨x, en⟩en συγκλίνει για κάθε x ∈ H.

(2) Η σχέση Tx =
∑∞

n=1 an⟨x, en⟩en ορίζει ένα ϕραγμένο τελεστή T στον H.

(3) Ο τελεστής T που ορίστηκε πιο πάνω είναι συμπαγής αν και μόνο αν an → 0.

Ta jèmata eÐnai isodÔnama. Gia to �rista apaitoÔntai tèssera oloklhrwmè-
na jèmata. Di�rkeia exètashc 2 ¸rec kai 45'.
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