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ΑΣΚΗΣΗ 1 Έστω Χ τυχαία μεταβληΤΙί με ροπογεννήτΡια συνάρτηση g(s) = ΙΕ , s ε S c R. 
α) Αν c είναι μια 'ι'Jετική σται~εpά αποδείξτε την ανισότητα Cllernoff: 

για s > ο. 

β) Ποια είναι η αντίστοιχη ανισότητα για την ΙΡ' [Χ ::; c] και για s < Ο; 


γ) Έστω Τ η διάρκεια ενός απλού συμμετρικού τυχαίου περιπάτου {Xrι}rι=O,l, .. με απορροφητικά φράγματα στις υέσεις -α 


και b, για κάποια (J" b εΝ. Να ότι ισχύει η σχέση ΙΕ[ Τ Ι Χο ο] = ab. 


ΑΣΚΗΣΗ 2 Στο μοντέλο διάχυσης Ehrenfest τα μόρια εν6ς αερίου διαπερνούν μια μεμβράνη που χωρίζει το δοχείο σε 
δ60 περιοχές Α και Β. Ας είναι C ο συνολικός αρι'Ι'Jμ6ς των μορίων που βρίσκονται εντ6ς του δοχείου και X n ο αρι'0μός των 

μορίων στην περιοχή Α κατά τη χρονική στιγμή t = 'π. Δίνεται ()τι X n+1 = )ζ -1 με πι'Ι'Jανότητα Xn/C και Xn+l = X n + 1 
με πι'0ανότητα (C Xn)/C. Ορίζουμε" 

Mn JE[Xn Ι Χο] και Pn JE[Xn(C - X n ) Ι Χο], η 0'1,2' .... 

α) Κα δείξετε ότι ισχύουν οι παρακάτω αναδρομικές σχέσεις 

( 2) ,= 1 - C Λι1η + 1 και = (1 - ~ ) Pn + C 1, 11 0,1,2, ... 

β) Να προσδιορίσετε την δεσμευμένη μέση τιμή και την δεσμευμένη διασπορά της X n με δεδομένη την αρχική κατάσταση ΧΟ. 

ΑΣΚΗΣΗ 3 α) Αντικαταστήστε τα σύμβολα * με αρι'0μούς ώστε ο πίνακας 
• '&.. ) 4 t 41: =r 
Ο 3/4 * Ο Ο Ο Ο 

3/4 Ο Ο 1/11 * Ο Ο 
Ο 1/2 1/4 1/4 * * * 

Ρ= * * * 1 * * * 
Ο Ο Ο Ο 1/5 1/5 * 
Ο Ο Ο Ο ι/ω 1/5 * 
* * * * 1/3 1/3 1/3 

να είναι πίνακας πι'Ι'Jανοτήτων μετάβασης μιας μαρκοβιανής αλυσίδας {Xrι}ηεN στο σύνολο καταστάσεων Χ = {Ι, 2, ... , 7}, 
και Pij = IP'[Xn +1 j Ι X n = ί] για κάΊ}ε i,j ε Χ και n ε Ν, 

β) Ταξινομήστε τις καταστάσεις σε κλάσεις επικοινωνίας. Ποιες κλάσεις είναι παροδικές και ποιες επαναληπτικές; 

γ) Για κάΊ}ε σύνολο Α c Χ ορίζουμε τον χρόνο πρώτης άφιξης στο Α, ΤΑ inf{k ε Ν: X k ε Α}. Ποια είναι η δεσμευμένη 

ΠΙ1~ανότητα lΡ'[η7} < Τ{4} Ι ηs,6,7} < Τ{4}]; Δικαιολογήστε την απάντησή σας. 

δ) Αν ΧΙ 1, υπολογίστε τις πιΊ}ανότητες 7J < η4}] και ρ[η7} 

ΑΣΚΗΣΗ 4 Έστω {Xn}n=O,I, ... μαρκοβιανή αλυσίδα στο σ6νολο καταστάσεων Χ = {Οι 1,2, ...}, με ΠΙ'Βανότητες με-
τάβασης Pi,j IP'[Xrι+ 1 j Ι X n = ί], i,j ε Χ, n;::: Ο. 
α) Αν ΤΟ = inf{n ;::: Ο: X n = Ο} είναι ο χρόνος πρώτης άφιξης στο Ο, αποδείξτε χρησψοτ.:οιώντας την μαρκοβιανή ιδιότητα 
ότι η συνάρτηση lL: Χ -t [0,1] με h(x) IΡ'[Το < +::χ:ι Ι ΧΟ = ;ι:] ικανοποιεί την εξίσωση 

ΣΡΧ,Υ Φ(Υ), vX εΝ. (*) 
ΥΕΧ 

Pk,k-I, δείξτε για κά{)ε συνάρτηση Φ : Χ -t Rβ) Αν για κά1~ε k ε Ν έχουμε PA"k+l + Pk,k-I 1 και Pk,k+] = 

Φ(k)) είναι ανεξάρτητη του k.που ικανοποιεί την εξίσωση (*) του ερωτήματος (α) η τ.:οσ6τητα 

6 k. 1 
γ) Θεωρώντας γνωστό ότι Σ~=l k- 2 π2 /6, αποδείξτε ότι h(k) 1 Σ 'Πι 2 για κά'Ι'Jε k ε Ν. 

m=l 
δ) Αν ΡΟ,l , είν:ΧΙ το Ο ;;:αροοική ή επαναληπτική κατάσταση; Δικαιολογήστε την απάντησr σας.l 

' ΕΥ'') 30 ' ,Διαρκεια ζετασης ~ και. Λεπτα 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ! 


