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ΕθΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛ ΥΤΕΧΝΕΙΟ 

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑθΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 
ΤΟΜΕΑΣ ΜΑθΗΜΑΤΙΚΩΝ 

Στοχα.σΤLκές ΑνελΙξεLς- 9 Ιουλίου 2012 

Άσκηση 1 α) Δώστε τον ορισμό μιας στοχαστικής ανέλιξης {B(t)}t;:>.o με ανεξάρτψες προσαυξήσεις. 
β) Έστω {B(t)}t;:>.o μια στοχαστική ανέλιξη Gauss με Βο = Ο, ανεξάρ,ητες προσαυξήσεις, και B(t) rv Ν(Ο, t). Δείξ:ε ότι αν 
O:S; s :s; t τότε E[B(t)B(s)] s. 
γ) Ορίζουμε τώρα -Ι;V(t) = e- t B(e2t ) για Ι 2': Ο. Τπολογίσ,ε :ην συνάρ,ηση :ου μέσου JLw(t) E[W'(t)] και την συνάρ,ηση 
αυτοσυσχέτισης pl<\/(s, t) Corr(W(s), ΤV(t)). 
δ) Είναι η ΙV ανέλιξη Gauss; στάσιμη με την ευρεία έννοια; στάσιμη lJT~ό την αυστηρή έννοια;Έχει η 111 ανεξάρ,ητες προσαυξήσεις; 
Δικαιολογήστε. 

Άσκηση 2 θεωρήστε έναν τυχαίο περίπατο {Xrι } στο Ζ. με Χα 1 και πιi!ανότψες μετάβασης .. 
Pk,k+l=p<l, Pk,k-l=1 Ρ, ytctkE{1,2, ... ,N-l}. 

α) Αν ΤΟ inf{h~ 2': Ο: Xk Ο} και ΤΝ inf{k 2': Ο: X k 1\Τ} , • • • ξ • Ο '" • 1 ν ειναι οι χρονοι πρωτης αφι ης σ-:α σημεια και 1 \' αν-:ιστοιχα, 

υπολογίστε την πι'l3ανό,ητα JP' [Τ.ιν < Το] . 
β) Τπολογίστε ,ην αναμενόμενη τιμή του χρόνου πρώ,ης εξόδου από το {Ι, 2, ... , Ν 1 }. 

Άσκηση 3 Θεωρήστε μια μαρκοβιανή αλυσίδα {Χ,,} στο συνολο κατασ-:άσεων Χ .{1, 2, ... , 8} με πίνακα μετάβασης 
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α) Ταξινομήστε -:ις κα~αστάσεις σε κλάσεις επικοινωνίας. Ποιες κλάσεις είναι παροδικές και ποιες επαναληπτικές; 
β) Αν Χα 1 υπολογίσ-:ε την JP'[X1l k] για κά'l3ε n Ε Ν και κά{)ε A~ Χ. 
γ) Α ν Χα = 4 ω:ολογίσ:ε την π~{)ανότητα η αλυσίδα να κα-:αλήξει σε κα'l3εμιά από τις κλειστές της κλ&σεις. 
δ) Α ν ΧΟ = 4, τι μπορείτε να πείτε για το όριο 

. Χι + Χ2 + ... + Χη. 
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ποια ειναι η πιυανοτη:α να υπαρχει; ποιες τιμες μπορει να παρει και με ποια πιυανοτητα; 

Άσκηση 4 Στο μοντέλο διάχυσης -:ου Ehrenfest Ν σωματίδια τοπο'l3ετουνται σε ένα δοχείο με 060 διαμερίσματα, Α και Β. 
Σε κά'l3ε βήμα επιλέγουμε τυχαία ένα από τα Ν σωμα,ίδια και του αλλάζουμε διαμέρισμα. Ας είναι μι,,} η μαρκοβιανή αλυσίδα 
στον χώρο καταστάσεων Χ {σ, 1, ... , Ν}, που περιγράφει το πλή{)ος των σωματιδίων στο διαμέρισμα Α μετά από n βήματα. 
α) Ποιες είναι οι πι{)ανότητες μετάβασης της X 1l ; 

β) Δείξτε ότι η π(k) ~(~) είναι αναλλοίω,η κατανομή της αλυσίδας. 
γ) Τ:tάΡχει άλλη αναλλοίω-:η κατανομή; Αν ναι δώστε ,o~άxιστoν άλλη μια, αν όχι εξηγήστε γιατΙ 
δ) Αν κάποια χρονική στιγμή όλα τα σωματιδία βρίσκονται στο διαμέρισμα Α, ποια ε(ναι η αναμενόμενη τιμή του χρόνου που {)α 
μεσολαβήσει μέχρι την επόμενη 90ρά που i!ct ξαναβΡεi!06ν όλα τα σωματίδια σ-:ο διαμέρισμα Α; 

• 
Διάρκεια Εξέτασης 2 ώρες και 30 λεr:τά 

ΚΑΛΉ ΕΠΙΤΥΧΙΑ! 


